Cayley’s Problem - Das Newton- Verfahren im Komplexen

boris orlowsky, seminar: ordnung und chaos

Das Newton- Verfahren Auf Newton geht ein iteratives Verfahren zur Bestimmung von Nullstellen einer (reellwertigen) Funktion p zurück, das sehr schnell konvergiert - allerdings unter der Voraussetzung, daß die Iteration hinreichend nahe der Nullstelle beginnt. Die Rekursionsvorschrift, die man grafisch leicht

motivieren kann, lautet dabei: f= x_{n�1}= x_n� p p^’

, wobei die x_n gegen die Nullstelle der

Funktion p x konvergieren (sollen).

Cayleys Problem Cayley erweiterte diese Vorschrift auf Polynome komplexer Koeffizienten und Variablen. Die Wurzeln eines Polynoms sind für die Newtonsche Rekursionsvorschrift superattraktiv ( f^’= 0 ). Cayley interessierte sich nun für die Frage, welcher Punkt der komplexen Zahlenebene gegen welche Wurzel iteriert würde bzw. welche Punkte überhaupt zu Konvergenz führen.

Der einfache Fall: p= x^2�c Es läßt sich leicht zeigen, daß durch eine Koordinatentransformation der Form x→ Ψ x = u , so daß es eine Funktion R u gibt mit R u = Ψ f x , die Newtonsche Vorschrift f x überführt werden kann in die Funktion R u = u^2 . Die Transformationsvorschrift lautet dabei

Ψ x = x� c x� c

. Die Dynamik der Funktion R u = u^2 ist bereits bekannt: Ihre Julia- Menge

entspricht dem Einheitskreis (im ‘‘u- Darstellungsraum’’). Eine Rückübersetzung in den ‘‘x- Darstellungsraum’’ ergibt als Julia- Menge die Mittelsenkrechte zwischen den beiden Nullstellen des Polynoms, ± c , die die Ebene in die zwei Attraktionsgebiete der beiden Wurzeln zerlegt.

Der schönere Fall: p= x^3�1 Daß die Juliamenge in diesem Fall komplizierter aussehen muß, folgt aus dem Satz, daß die Julia- Menge aus den Rändern aller Attraktionsgebiete besteht - in diesem Fall gibt es davon bereits drei, da drei superattraktive Punkte (die Wurzeln des Polynoms: 1,e^{i 2}_3^π ,e^{i 4}_3^π ) existieren. Für die Juliamenge sind also die Punkte gesucht, die gleichzeitig auf dem Rand von drei Gebieten liegen, dies über eine unendlich ausgedehnte Ebene verteilt. Eine einfache Iteration mit dem Computer ergibt das schöne Bild: