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Aufgabe 9: Sei X ein Banachraum und A der infinitesimale Generator einer stark
stetigen Halbgruppe 7'(t) auf X mit ||7(t)|| < M firt > 0.

(i) Zeige die Identitét

T(t)x — z =tAz + /Ot(t —8)T(s)A’xds  Vz € D(A?)

(ii) Leite damit die Abschéitzung
[Az||* < 4M?|| A% - |||
her.

(iii) Wende die Ungleichung aus (ii) auf die Shift-Halbgruppe (T'(t)f)(s) := f(t+s) auf
dem Raum X = BCj, ;+(R) an.

Aufgabe 10:  Betrachte die Familie T(t), t > 0, von linearen Operatoren, die einer
Funktion u € L2, (siche Ubungsaufgabe 1) mit Fourier-Reihe u = 3,z c,e™ die
Funktion
T(tu="> e, el
nez

zuordnet.

Zeige, dass die T'(t) eine stark stetige Halbgruppe auf L2 bilden, bestimme deren infi-

per
nitesimalen Generator A sowie den Definitionsbereich D(A).

Aufgabe 11: Sei X ein Banachraum und 7'(¢) sei eine gleichméifig beschrinkte
Halbgruppe, d.h. limg o ||T(t) — Id||z(x) = 0. Zeige, dass der infinitesimale Generator A
beschrénkt ist, d.h. A € £(X) und dass D(A) = X.

Tipp: Benutze Aufgabe 5 sowie den Satz iiber die Neumann-Reihe, um zu zeigen, dass
J§ T(s) ds fiir hinreichend kleines p > 0 invertierbar ist.

Aufgabe 12:  Sei X ein Banachraum und 7T(¢), ¢ > 0 eine stark stetige Halbgruppe
mit infinitesimalem Erzeuger A.

Zeige: Falls ) ein Eigenwert von A mit zugehoriger Eigenfunktion u) ist, dann gilt:

T (t)uy = eMuy fiir alle t > 0.



