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Aufgabe 21: Wir wollen die lineare Wellengleichung
vy =Av, veER, ze€

in einem beschrénkten, offenen Gebiet {2 C R™ mit Dirichlet-Randbedingungen 16sen.

Betrachte dazu auf dem Hilbertraum H = H}(Q) x L?(Q) den linearen Operator A mit
A(v,w) = (w, Av) und Definitionsbereich D(A) = (H?(Q) N H; () x Hy ().

Zeige, dass A eine stark stetige Halbgruppe auf H erzeugt.

Aufgabe 22: Sei H ein Hilbertraum und A : H D D(A) — H ein maximal monotoner
Operator. Zeige:

(i) A ist dicht definiert

(ii) Zu jedem f € H existiert genau ein v € H mit u + Au = f.
(iii) A+ 1Id ist invertierbar und es gilt ||(A +Id) ||z < 1.
)

(iv) A ist ein abgeschlossener Operator.

Aufgabe 23: Sei 2 C R" ein offenes, beschranktes Gebiet und L wie in der Vorlesung ein
gleichmégBig elliptischer Operator

n

Lu=-Y (a“uzi) + cu
zj

i,j=1

mit reellen Koeffizienten a” € C'(Q2) und c € L*(Q).

Zeige, dass L mit Definitionsbereich D(L) = Hg(2) N H?(2) ein selbstadjungierter Operator
auf L?(Q) ist, wenn die Matrix @ symmetrisch ist, d.h. a”(z) = a/*(z).

Aufgabe 24: Sei (2 C R" ein offenes, beschranktes Gebiet und L wie in der Vorlesung ein
gleichmégBig elliptischer Operator

Lu=— Z (aijum)wj + ijuzj + cu
7j=1

Zeige: Wenn u € C?(2) N C1(Q) eine schwache Losung der elliptischen Gleichung Lu = f in
H'(Q) ist, d-h. wenn

/ (Z aijuziva,j + ijuxjv + cuv) der = /fvda: Yv € HY(Q)
Q j=1 Q

2,7=1

dann erfiillt v die Differentialgleichung Lu = f in jedem Punkt z € Q2 mit echten Ableitungen
und geniigt einer Neumann-Randbedingung, d.h. nuTaVu(z) = 0 fiir alle z € 9.

Tipp: Geeignete Testfunktionen v finden.



