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Aufgabe 43: Sei X = L2 der Hilbertraum der periodischen Funktionen in R mit

per

Periode 1 (sieche Aufgabe 1). Durch Au = 327% ist auf X = L2, ein sektoriellen Operator

per
mit D(A) = H,, gegeben. Gebrochene Potenzen von —A lassen sich durch

(—A)™u =D (=)~ (ve, w)vi

erklaren, wobei A\, und v, die Eigenwerte und Eigenvektoren von A sind. Zeige, dass

D((—A)2) = H., ([0, 1]). Gilt auch (—A)"2u = Ly?

per

Aufgabe 44: Wir wollen wie in Beispiel 6.8 die Gleichung

ou 0%u
E = @—l-g(u,um), O<ze<l1
u(t,0) = u(t,1),u,(t,0) = u,(t, 1), ¢t>0
u(0,2) = wup(x).
16sen aber mit uy € X2 = H!

ver([0,1]). Erkléren dann die folgenden g Lipschitz stetige
Abbildungen X% — X7

(i) g(u,u,) = udu,

(ﬁ> g(u> ua:) = uszc

Aufgabe 45: Betrachte die Reaktions-Diffusions-Gleichung
up = Au+ A\, reQCR ueR

mit u(0) = up und Dirichlet Randbedingung u = 0. Dabei sei §2 ein beschrénktes Gebiet
mit glattem Rand.

Zeige:

(i) Solange eine klassische Losung existiert, ist die Funktion ¢ — [ |u(t, x)|® dz mono-
O

ton fallend.

(i) In X mit 2 < o < 1 existiert eine klassische Losung fiir alle Zeiten ¢ > 0 und ist
beschrénkt in X, d.h. es gibt eine Konstante C' = C'(ug) so dass

lu(t, Y[xe <C i alle t > 0.

Tipp: (—A)® auf die Variation der Konstantenformel anwenden und die L2-Norm geeignet
abschétzen.



Aufgabe 46: Betrachte fiir Holderstetige f : R — R,

ou 0*u
E = @—Ff(u), O0<zx <1

w(t,0) = u(t,1),us(t,0) = u,(t,1), t>0
u(0,2) = wup(x).
Zeige fiir jedes up € X = C),.([0,1]) = {u € C°([0,1])]u(0) = u(1)} existiert eine
klassische lokale Losung.

Tipp: Vergleiche Pazy §8.2: Zeige zuerst, dass Au = % eine analytische Halbgruppe auf
X definiert. Finde dann milde Losungen und erkenne diese dann als klassische.



