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Aufgabe 37 [Addier-Maschine] Betrachte den Raum

i = {5 = (si)enoroy | 5 € (0.1}

der (einseitigen) Folgen auf den Symbolen {0, 1}. Die Topologie auf 3 ist die Produkt-
topologie, analog der Definition fiir beidseitige Folgen aus der Vorlesung. Sie wird z.B.
von den Zylindermengen

Ni(s) = {5€e%] | ;=5 Vji<k}, sexy, kel,

erzeugt. Eine dquivalente Metrik ist

dist (s, 3) = ZZ‘j |s; — 8.

Jj=0
Zu beliebigem, fest gewiihltem g € X3 definiere die (Additions-)Abbildung

Ty : X5 — %5, a=(an)nenvfoy — Ty(a) = (Ty(a)n)nenugoy

mittels des Ubertrages r € X3 rekursiv durch:

ro = 0,
Ty(a)n + 2141 == an+ gn+Tn, n=20,1,...

Interpretiert man endliche Anfangsstiicke der Folgen als natiirliche Zahlen in Dualdar-
stellung, entspricht somit 7,(a) gerade der Summe aus ¢ und g.
(i) Sei go = 0. Zeige, dass X3 keinen dichten Orbit beziiglich der Iteration von T,
besitzt. Finde dazu beispielsweise nichttriviale invariante Mengen.

(i) Sei g = (1,0,0,0,...). Finde einen dichten Orbit.

Freiwilliger Zusatz: Zeige die Existenz eines dichten Orbits fiir jedes g mit g = 1. Es
gilt in diesem Falle sogar, dass jeder(!) Orbit dicht in T} liegt. Allerdings existieren keine
periodischen Orbits und keine sensitive Abhéngigkeit von Anfangsbedingungen, d.h. T}
ist nicht chaotisch.

Aufgabe 38 Betrachte die durch die Matrix

2 1
s= (1)
definierte Iteration auf dem 2-Torus 7' = (R/Z)?. Finde ein Hufeisen fiir eine geeignete

Iterierte B*, k > 0.

Hinweis: Betrachte den Torus als Einheitsquadrat mit Mittelpunkt (0,0) und verfolge
die Bilder eines Parallelogramms parallel zu den Eigenvektoren von B.



Aufgabe 39 Betrachte die Hopseball-Abbildung f, . auf S* x R:

Qi1 = P+,
vjir1 = vy —ycos(®; +v;),

mit 0 < o < 1 und 0 < ~, sowie das Gebiet
D= {(®,v) e S' xR : |v| <L +¢}

fiir ein gegebenes € > 0. Wie in der Vorlesung definieren wir den Attraktor
Aa7fy = m fg,’y(D)'
n=0

(i) Zeige, dass A, nicht von der Wahl von ¢ abhéngt.
(ii) Ist A, zusammenhéngend?
(ili) Zeige, dass die Abbildung («,7y) +— A, oberhalb-stetig ist, d.h.

lim ) dist (Aa,fy, Aaﬁ) = 0,

(@)= (a7
fir den (nicht symmetrischen) Abstand

dist (A, B) = supinf |z —y|.

zeAYEB

Was bedeutet Oberhalb-Stetigkeit in diesem Fall?

Aufgabe 40 Seien die Annahmen des Satzes zum C°-Hufeisen fiir die Iteration ® auf
dem Quadrat () erfiillt. Es existiert also ein Homéomorphismus 7, der ® : I — [ auf
der invarianten Menge I C @) zum Shift o : ¥ — ¥ konjugiert. Seien die horizontalen
und vertikalen Lipschitz-Kurven h(s) = h(,),., and v(s) = v(,),_, wie in der Vorlesung
definiert, d.h.

h(s) = {qeQ | ®(¢g)eH, Vk>0},

v(s) == {qeQ| ®(¢q) € H,, VE<O0},

fir jede Folge s = (sg)rez € X und gegebene horizontale Streifen {H,|a € A} der
Hufeisenkonstruktion.

Betrachte die stabilen und instabilen Mengen zu Punkten p € I,

Ws(p) = { ¢€Q | ®(g) € (JHo VE20, lim dist (2*(p),2*(g)) = 0 }
a€A

Wh(p) = { geQ | (g e | JH. VE <0, lim_dist (2(p), @*(q)) =0 }
acA

Sei p = 771(s) der der Folge s zugeordnete Punkt der invarianten Menge I. Beweise:
(i) h(s) C W*(p) and v(s) C W"(p);
(ii) Die Kurven h(s) bzw. v(s) sind die Zusammenhanmgskomponenten von W?*(p) bzw.
W (p), die p enthalten. D.h. sie sind die lokalen stabilen bzw. instabilen (Lipschitz-)
Mannigfaltigkeiten von p.



