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1 Einfiihrung

Das vorliegende Skript entstand parallel zu einer im Wintersemester 2001/02 gehaltenen Vorlesung an
der Freien Universitit Berlin. Herzlicher Dank geht an Julia Ehrt fiir das Aufspiiren einiger Fehler.
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Sehr viele quantitative Naturgesetze und Modelle aus Physik, Chemie, Biologie, Volkswirtschaftslehre,
etc. werden durch Gewdhnliche Differentialgleichungen beschrieben. Einige Beispiele werden wir
gleich kennenlernen.

Eine Differentialgleichung ist zunéchst einmal eine Gleichung, die eine Funktion z(t) : R D (a,b) — R®
und ihre Ableitung #(¢) oder mehrere Ableitungen miteinander in Beziehung setzt:

d"z

F(t,x,i,i,...,w

) =0.
Fast immer werden wir es aber mit Differentialgleichungen der Form

T = f(tv $)
oder
i - f(t7 $7 r)

zu tun haben. Nach der héchsten vorkommenden Ableitung nennt man
&(t) = sinz(t) + tz(t)?
eine Differentialgleichung 1. Ordnung und entsprechend
Z(t)+z(t) =0

eine Differentialgleichung 2. Ordnung.
Der Unterschied ist nicht dramatisch: Betrachtet man & =: v als neue unabhéingige Variable, so geht zum
Beispiel die letzte Gleichung in ein System von Gleichungen 1.0rdnung

{u(t) = o(t)
o(t) = —u(t)

iiber. Allerdings ist dann das System wegen (u,v) € R? doppelt so grof.
Eine Differentialgleichung
&(t) = A(t)z +b(t), zeR"

bei der die rechte Seite eine lineare Funktion von z ist, heisst lineare Differentialgleichung. Viele interes-
sante Differentialgleichungen sind aber nichtlinear.

In den meisten Féllen interessiert man sich fiir das Anfangswertproblem: Ausser der Differentialgleichung
ist noch ein Startwert zp zu einer bestimmten Zeit ¢, vorgegeben. Jetzt aber konkret:

1.1 Sieben Beispiele
1.1.1 Wachstum

Wir bezeichnen mit p(t) die Bevélkerung einer Spezies zur Zeit ¢, z.B. der Pantoffeltierchen im Reagenz-
glas, der Menschen auf der Erde, etc. Im einfachsten Modell ist die Anderung p = % proportional zu
p(t), z.B. wenn man annimmt, dass sowohl die Geburtenrate g als auch die Sterberate s proportional zur
Bevolkerungszahl ist.

Die entsprechende Differentialgleichung

p(t) = gp(t) — sp(t) = (9 — s)p(t)

hat die Losung
p(t) = p(t = 0)es ",

Die Losung kann sich nun recht unterschiedlich verhalten:
1. g > s: Dann strebt p(t) — oo fiir t — oo (“Bevolkerungsexplosion”)
2. g = s: Dann bleibt p(t) = p(0) konstant

3. g < s: Dann strebt p(t) — 0 fiir ¢ — oo (“Bevolkerung stirbt aus”).



Bemerkung: Natiirlich ist die Annahme p(t) € C! eine mathematische Idealisierung.
1. ist p(¢) eine natiirliche Zahl und
2. dndert sich p(t) zu diskreten Zeiten, ist also nicht einmal stetig.

Trotzdem ist die Annahme p(t) € C? fiir groBe Bevolkerungszahlen eine brauchbare Approximation.

1.1.2 Fibonaccis Kaninchen

Leonardo von Pisa hat schon 1202 ein Populationsmodell mit diskreter Zeit n = 0,1,2, ... untersucht.
Ein neugeborenes Hasenpaar wird in einen umzidunten Garten gesetzt. Jedes Hasenpaar erzeugt wéhrend
seines Lebens jeden Monat ein weiteres Paar. Ein neugeborenes Paar wird nach einem Monat fruchtbar
und bekommt somit nach zwei Monaten seine ersten Nachkommen. Es soll angenommen werden, dass die
Hasen nie sterben.

Bezeichnen wir mit k,, die Anzahl Kaninchenpaare nach n Monaten, dann ist ky = k; = 1 (das erste
Paar) und k; = 2, da das erste Paar seine ersten Nachkommen nach zwei Monaten bekommt. Auch im
dritten Monat bekommt nur das erste Paar neue Nachkommen, es ist also k3 = 3. Im vierten Monat
leben noch alle Kaninchen aus dem dritten Monat und die Paare, die nach zwei Monaten schon da waren,
bekommen Nachwuchs. Es ist also k4 = k3 + k».

Allgemein erhélt man die Rekursionsformel

kn+1 =kn+kn1

Dabei steht der 1. Term &, fiir die Anzahl der Kaninchen, die schon da sind, wihrend der 2. Term &, 1
die Anzahl der im (n + 1)-ten Monat neu geborenen Kaninchenpaare angibt.

Nur mal angenommen, wir h&tten auch hier ein exponentielles Wachstum wie im vorigen Beispiel, d.h.
kn = koa™, wie grofl wire dann a?
Durch Einsetzen dieses Ansatzes in die Rekursionsformel erhalten wir die Gleichung

a?=a+1

fiir & mit der positiven Lésung o = 1+2‘/5 (“Goldener Schnitt”). Wir haben bisher nicht gezeigt, dass der

Ansatz gerechtfertigt ist, auf diese Frage kommen wir aber spiter noch ausfiihrlich zuriick.

1.1.3 Volkswirtschaft

Ein sehr vereinfachtes Modell betrachtet die Abhiingigkeit des Preises p,, zur Zeit n € N in Abhéngigkeit
von Angebot A, und Nachfrage N,. Dabei wird angenommen, dass das Angebot mit einer gewissen
Verzégerung auf Anderungen des Preises reagiert:

N, = a1+ blpn (1)
An az + b2pnfl (2)

Dabei ist natiirlich b; < 0 (“steigender Preis driickt die Nachfrage”) und b, > 0 (“steigender Preis fiihrt
mit Verzégerung zu erhhtem Angebot”).
Idealisierte Annahme: Der Markt befindet sich im Gleichgewicht, d.h. N,, = A,,. Dann erh&lt man eine
Rekursion fiir p,, ndmlich

b2 as

Pn=7"DPn-1+— —as.

b1 (051

Frage: Existiert ein Gleichgewicht 7 Ist es stabil gegen Stérungen ?

1.1.4 Newtonsche Gesetze und Planetenbewegung

Newton entdeckte als erster, dass sich die Bewegung x(t) eines Massepunktes durch eine Differential-
gleichung beschreiben ldsst. Die zeitliche Anderung des Impulses p = m - v ist gleich der Kraft, die auf

den Massepunkt mit Masse m wirkt:

d
E(mv) =F.
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Bei konstanter Masse ist dies wegen v = 2z (t) =: &(t) dquivalent zur Gleichung

mi(t) = F(t).

Im Falle der Planetenbewegung wird die Kraft durch die Gravitation zwischen den einzelnen Planeten
erzeugt, die Bewegungsgleichung lautet dann im einfachsten Fall (Bewegung eines Planeten um eine Sonne

inz =0)
z(t)

E(t) = |£E(t)|3,

wobei v ~ 6.673-10 11 m; die Gravitationskonstante ist. Bei n Korpern lauten die Bewegungsgleichun-

kg
gen
zi(t) — z;(t)

I 21,2, n.
|zi(t) — z;(¢)]3

n = 2: o.k.

Interessant ist, dass Kepler (1571-1630) aus Beobachtungsdaten Eigenschaften der Losung dieser Diffe-
rentialgleichung fand, ohne die Differentialgleichung selbst zu kennen.

n > 3: “Dreikérperproblem”, noch viele offene Fragen, wann existieren beschriankte Losungen, gibt es
Kollisionen ?

1.1.5 Pendelgleichung

Ein anderes Beispiel zu Newtons Bewegungsgleichung ist das (mathematische) Pendel, bei dem eine Masse
m an einer Schnur befestigt ist.

Hier ist die antreibende Kraft die Schwerkraft mg. Fiir den Auslenkungswinkel ¢ erhélt man die Diffe-
rentialgleichung

B(t) = Tsing

Die Gleichung kann man als System 1. Ordnung

= w
g
w = 7sing

schreiben. Fiir kleine Auslenkungen ¢ setzt man manchmal auch sin ¢ & ¢ und erhélt dann die lineare
Gleichung
= w
w = ggo
7

Diese Differentialgleichung (“physikalisches Pendel”) hat beispielsweise die explizite Lésung

<p(t):cos< %t) w(t):—sin( %t)

entsprechend den (periodischen) Schwingungen des Pendels.
Frage: Wie sieht das bei der urspriinglichen nichtlinearen Gleichung aus ?

1.1.6 Ausbreitung einer Epidemie

Kermack und McKendrick haben 1927 ein mathematisches Modell formuliert, um den Verlauf einer
Krankheitswelle zu erkliren. Die Bevolkerung wird dazu in drei Gruppen eingeteilt:

e S(t) sind nicht Infizierte, die aber nicht immun sind (“Suszeptible”)
e I(t) sind Infizierte (ansteckend !!!)

e R(t) ist der Rest (wieder gesund & immun, geimpft, in Quarantiine, tot, etc.)



Das Modell
S = —BSI
I = BSI—al
R = al

mit 0 < a, 8 < 1 beruht auf den folgenden Annahmen:

1. Bei einer Gesamtzahl von N Personen begegnet jeder Infizierte pro Zeiteinheit im Durchschnitt SN
(verschiedenen) Personen,

2. ein Bruchteil « aller Infizierten verlisst pro Zeiteinheit die Gruppe der Infizierten,
3. es gibt keine Zu- oder Abwanderung

Was kann man iiber die Losungen des Kermack-McKendrick-Modells sagen ?
1. Beobachtung: Wenn wir I kennen, dann kénnen wir R durch Integration berechnen:

t
R(t) = R(0) + / al(s)ds.
0
Um S und I zu kennen, wird umgekehrt R nicht benétigt. Wir kdénnen uns also auf die Gleichungen

S = —BSI
I = BSI—al

zuriickziehen.

2. Beobachtung: Da S, > 0, ist immer § < 0. Andererseits ist I > 0 genaudann, wenn S > a/B. Daher
nimmt I zu solange bis S auf den Wert /3 gesunken ist. Danach nimmt auch I ab und strebt schliefilich
gegen 0. So haben wir ohne Rechnen schon einiges iiber das qualitative Verhalten herausgefunden.

1.1.7 Ré&uber-Beute-Systeme

Volterra hat ein 1926 einfaches Modell entwickelt, um die Schwankungen der Fischpopulationen in der
Adria zu erkldren. Er betrachtet die Anzahl z(¢) der Beutetiere und die Anzahl y(t) der Rauber, fiir die
die Lotka-Volterra-Gleichung

z = z(\—by)
= y(-u+er)

mit Parametern \, u, b,c > 0 gelten soll. (Lotka hat unabhingig davon in den 20er Jahren ein dhnliches
Modell aufgestellt).

Interpretation: Die Beute vermehrt sich mit Rate A, wenn keine Riduber vorhanden sind (y = 0), die
Réuber sterben mit Rate u aus, wenn keine Beute auftaucht (z = 0). Die zy-Terme modellieren den Effekt
des Aufeinandertreffens von Rauber und Beute (“positiv” fiir den R&uber, “negativ” fiir die Beute). Wir
zeichnen das sogenannte Richtungsfeld, um eine Ahnung von den Losungskurven der Differentialgleichung
zu bekommen.

Frage: Existieren Oszillationen (periodische Losungen)?

1.2 Explizite Losungen

Lange Zeit (bis vor etwa 100 Jahren) hat man versucht, Differentialgleichungen explizit zu 16sen.
In diesem Kapitel lernen wir dazu eine Handvoll Methoden kennen. Allerdings ist es fiir die meisten
Differentialgleichungen nicht moglich, eine Losung in geschlossener Form anzugeben. Das zeigt schon

Beispiel: : Direkte Integration

{ & = f(), zeR
z(0) = =z
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y=0
A § <0 . g >0
I
I
I
r's
I
: <0
I
I
R RS SN i =0
I
Yy .
I
I /
\ I z>0
—t
I
I
T | |
o T

c
Lotka-Volterra Modell

hat die Losung
t
z(t) = zo +/ f(s)ds.
0

Fiir viele f wird man keine Stammfunktion explizit angeben kénnen, dennoch ist die Integralformel fiir
die Losung z(t) natiirlich ungemein niitzlich.

1.2.1 Trennung der Variablen

Fiir das Anfangswertproblem

ft)g(z), zeR
o

T
{ o) ®
mit f,g € C°(R,R) lisst sich die Losung wie folgt ermitteln:
Wir nehmen zunichst an, wir hitten schon eine Losung z : [0,7] — R des Anfangswertproblems (3)
gefunden, fiir die gilt

g9(z(t)) #0 Vvt e[0,T].

Teilen wir die Gleichung durch g(z(t)) und integrieren beide Seiten erhalten wir

st = o

und nach der Substitution £ = z(7), d§ = () dr

/:t) % _ /Otf(r) dr.

Umgekehrt kann man aus dieser Relation die Losung des Anfangswertproblems bestimmen:

Satz 1.1 (Trennung der Variablen)

(i) Falls g(xzo) = 0, dann ist z(t) = zo eine Losung des Anfangswertproblems (3).



(ii) Falls g(zo) # 0, dann ezistiert ein offenes Intervall (—6,6) um t =0, so dass das Anfangswertpro-
blem (3) auf (—6,0) genau eine Losung besitzt.
Diese Losung erhilt man durch Auflosen der Gleichung

/:t) % _ /Otf(r) dr.

nach z(t). (“lokale Existenz und Findeutigkeit”)

Beweis: (i) einfach nachrechnen
(ii) Wir wéhlen ein Intervall I um zg, so dass g(z) # O fiir alle z € I. Wir kénnen also fiir z € T

[
Glz) = / 900

definieren, d.h. G ist eine Stammfunktion von %, G € CY(I,R) und G(zo) = 0.

Weiter ist G'(zg) = m # 0, d.h. G ist lokal eindeutig invertierbar mit G~ : (—e,e) — I. Es ist
G710) = zo und G~ € CY((—¢,¢), ).

Setzen wir noch

F(t) ::/0 f(r)dr,

[ [ o

G(z(t)) = F(t). (4)

Da F stetig ist mit F'(0) = 0, existiert ein 6 > 0, so dass F(t) € (—¢,¢) fiir t € (—d,d). Damit ist fiir
t € (—6,8) Gleichung (4) dquivalent zu z(t) = G~(F(t)).

Durch Differentiation von (4) iiberpriift man, dass das so definierte z(¢) wirklich das Anfangswertproblem
16st:

dann kénnen wir die Gleichung

auch schreiben als

HG@(1) =G (2() - #(t) = F'(t)

—

Auch der Anfangswert stimmt:

Eindeutigkeit: Falls # eine andere Losung des Anfangswertproblems wire, dann gilt wie vor dem Satz
gezeigt G(Z(t)) = F(t) und damit fiir ¢ € (-6, 0)

(t) = GTU(F(t) = (1)

Bemerkung: Wir haben keine Eindeutigkeit gezeigt fiir den Fall g(zo) = 0. Dazu braucht man etwas
stirkere Voraussetzungen (Lipschitz-Stetigkeit). In Kiirze mehr dazu.....

Beispiel 1: Falls f(¢) = 1 gar nicht von ¢ abh#ngt, so erhalten wir die Losung der skalaren Differential-
gleichung
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nach z(t). Insbesondere sehen wir also nebenbei, dass in unserem Bevélkerungsmodell I.1.1 die Lésung
p(t) = p(0)el9=9) eindeutig ist, wenn nur p(0) # 0 ist, denn fiir

z=azx, z(0)=uxo

erhalten wir

z(t) d
Ly
a0
1 t
— —lIn <&> =t
a o
= z(t) = zo e
Beispiel 2: Explosion (“blow up”)
Die Differentialgleichung
B(t) = o(t)®

mit Anfangswert z(0) = zg lisst sich durch Trennung der Variablen 16sen:

z(t) df :
= = hdr
1 1
= ——— =t
zo  z(t)

1

Fiir zg > 0 etwa existiert diese Losung also nur bis ¢4, = 7o

Beispiel 3: Lineare homogene Differentialgleichung 1. Ordnung (siehe Ubungsaufgabe)
Um die Gleichung
z =a(t)z, =(0) ==z

die linear in x ist, zu 16sen, berechnet man

z(t) q
f?g = fota(T)dT

<= z(t) = o .elo alr)dr,

1.2.2 Homogene Differentialgleichungen
Differentialgleichungen der Form

:fv:h(g), z(0) = zo,

mit einer stetigen Funktion h : R — R lassen sich nach der Substitution y(t) = @ mit der Methode der
Trennung der Variablen l6sen (= Ubungsaufgabe).

1.2.3 Potenzreihenansatz

Man kann die Lésung der Differentialgleichung

z(t) = f(z) + h(¢), zeR?
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auch in Form einer Potenzreihe suchen.
Beispiel: Fiir eine skalare Funktion z(t) suchen wir die Losung des AWPs

i(t) =z +1t*, z(0)=1.

Ansatz: z(t) = Y. 7, ant™ mit unbekannten Koeffizienten a,. Dann ist

z(t) = Z:nant"_1 = Z(n + Dapyt™.
n=1 n=0
Einsetzen in die Gleichung fiihrt auf
3 (man + (0 + Daga) " = 12,
n=0

Weiter gilt £(0) = ap = 1. Ein Koeffizientenvergleich liefert dann der Reihe nach

n=20: ag = a1 =>a; =1

n=1: a1 = 2as =ap =1/2

n=2: az +1=3as = a3 =1/2
n=3,4...: a,=(n+1)aps1 :>an+1:ﬁ

In diesem speziellen Fall kénnen wir aus der Potenzreihenentwicklung die Lésung z(t) = 3et —t? — 2t — 2
erraten und anschlieflend verifizieren, dass dies wirklich eine Losung ist.

Den selben Ansatz kann man fiir z € R™ machen, allerdings wird dann alles viel komplizierter, z.B. schon
fir (z,y) € R?:

& = f(z,y)
y = g(z,y)
Mit den Entwicklungen
z(t) = > ant",
n=0
o0
y(t) = Z bnt",
n=0

Fey) = & Sigfun sy

o0
glz,y) = X Z;L@:o Imn Y™
n=0

kann man im Prinzip die Koeffizienten a,, b, rekursiv bestimmen, indem man polynomiale Gleichungen
16st. Allerdings erfihrt man auf diese Weise wenig oder gar nichts iiber die Eigenschaften der Lésungen.
Oft ist noch nicht einmal die Konvergenz der Potenzreihe klar.

1.2.4 Lineare Differentialgleichungen

Lineare Gleichungen
z(t) = Az(t), zeR"

mit einer n x n-Matrix A lassen sich auch (mehr oder weniger) explizit losen. Diesen Gleichungen widmen
wir spéter ein ganzes Kapitel.

2 Grundbegriffe der Dynamik

2.1 Vektorfelder und Fliisse

Das ganze Semester iiber werden wir dynamische Systeme in kontinuierlicher (¢ € R) oder diskreter Zeit
(n € Z) betrachten.
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Der Begriff des (Phasen-)Flusses erlaubt eine mathematisch prizise Beschreibung deterministischer Vor-
ginge in kontinuierlicher Zeit.

Definition: Sei
P:RxR* — R”
(t,z) — D(t,z) =: ()

stetig differenzierbar und ®; fiir jedes feste ¢ € R ein Diffeomorphismus, d.h. eine bijektive, differenzierbare
Abbildung, deren Umkehrfunktion ebenfalls differenzierbar ist. ® heisst (Phasen)-Fluss, falls gilt:

(i) ®o(z) =2z VzeR?,
(ii) P45 = Pt o P, fiir alle s,t € R

Interpretation: ®; ordnet dem Zustand z(0) = zo eines Systems zur Zeit ¢ = 0 den Zustand ®,(z) zur
Zeit t = s zu. Aus diesem Grund fasst man den Parameter ¢ normalerweise als “Zeit” auf.

Bemerkung: Ganz analog kann man auch Fliisse auf kompakten Mannigfaltigkeiten definieren.

Beispiel: ®;(z) = etz

Fiir reelle (oder komplexe) n x n-Matrizen kann man

— 1
et = Z H(At)"
n=0
definieren. Die Reihe konvergiert nach dem Majorantenkriterium absolut fiir alle ¢t € R.
®(t,z) := etz ist ein Fluss, denn
(i) ®o = Id + ioj L(0)" =1Id.
(i) @ 0 @, A g e — cAh)

zeigt man fiir Matrizen A genauso wie in Analysis I/II fiir skalare A durch Umordnen der Reihe.

Definition: Sei ®; ein Fluss auf X = R™. Die Menge
V(o) :={P¢(z0); t R} C X

heiflt Orbit von zy (oder Bahnkurve durch zq, Trajektorie durch z).
Nimmt man die Zeit dazu, so heif}t

I(zo) = {(t, ®¢(20)): t € R} CR x X

Integralkurve im erweiterten Phasenraum R x X.

Definition: Ein Punkt z; heiflt Gleichgewicht (oder Ruhelage oder stationdrer Punkt), falls
’)/(ZE()) = {CE()}, d.h. falls ‘I’t(iﬂo) = Tp fiir alle t € R.

Definition: Ein Punkt o heifit periodischer Punkt mit (minimaler) Periode p > 0, falls ®,(z¢) = zo
und ®,(zg) # o fiir alle ¢t € (0,p). Der zugehorige Orbit heifit periodischer Orbit.

Satz 2.1 Orbits schneiden sich nicht, d.h.

Y(2o) Ny(21) # 0 = y(w0) = y(1)-
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Beweis: Sei y € y(zo) Ny(z1). Dann ist
y = P (z0) = Py, (1)
fiir Zeiten to,t; € R. Also ist wegen der Flusseigenschaften
T1 = Po(21) = Pty 4y (T1) = Pty 0 Py (21) = Pty © Py (T0) = Pyt (70)-
Dann ist aber jedes z = ®;(z1) € y(z1) wegen
T = ®4(z1) = Prit—t, (o)

auch im Orbit y(zo) enthalten, also

v(z1) C (o).
Genauso zeigt man y(zg) C v(z1) und daher y(z1) = v(zo). Trajektorien sind also entweder disjunkt
oder identisch. |

2.1.1 Vom Fluss zur Differentialgleichung

Um zu verstehen, was Fliisse mit Gewohnlichen Differentialgleichungen zu tun haben, benttigen wir den
Begriff des Vektorfelds.

Definition: FEin Vektorfeld auf X = R" ist eine Abbildung
F:R* - R".

Wenn F stetig, Lipschitz-stetig oder C'* ist, spricht man auch von einem C°- Lipschitz oder C*-Vektorfeld.

Bemerkung: (fiir diejenigen, die wissen, was eine Mannigfaltigkeit ist)
Allgemeiner ist fiir eine Mannigfaltigkeit M ein Vektorfeld eine Abbildung

F-M—TM

wobei T'M das Tangentialbiindel der Mannigfaltigkeit ist. Anschaulich gesprochen ordent F' also jedem
z € M ein Element des Tangentialraums 7, M zu.

Definition: Sei ® ein Fluss auf X = R®. Wir nennen
0
f(z) = En ®(t,z)|,og: X = X

das Vektorfeld zum Fluss ®.

Satz 2.2 (Vom Fluss zur Differentialgleichung) Sei ® ein Fluss auf X = R und 2o € X. Dann
ist der Orbit z(t) = ®;(x¢) eine Lisung der gewdhnlichen Differentialgleichung

&(t) = f(=(t))
mit Anfangsbedingung z(0) = zo.

Beweis: Wir rechnen nach: Fiir jedes ¢y € R ist

(ty) = %‘I’to(xO) = 5; 2t (0)
= i+ (400(z0) ~ P (z0))
= lim % (@5 (r (o)) — Po (D1, (20)))
= 2 @@, @)l

= [(®s(20)) = f(z(t0))-
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Bemerkung: Wir werden in Kapitel 3 sehen, dass fiir Lipschitz-stetige f auch umgekehrt jeder Diffe-
rentialgleichung (zumindest lokal in ¢) ein Fluss ®; zugeordnet werden kann.

Beispiel: ®;(z) = etz
In diesem Fall ist

0
fl) = E‘I’(t,x)h:o
=1, ..
n=0 t=0
0 1 .
n=0 " t=0

o
B

da nur der Term mit n = 1 bei ¢ = 0 nicht verschwindet. Gliedweises Differenzieren der Reihe ist erlaubt,
da sie absolut konvergiert auf ganz R. Insbesondere 16st z(t) = ez daher das lineare Anfangswertpro-

blem
z(t) = Az, z(0) = zo.

Wie man e“? in der Praxis berechnen kann (ohne die Reihe), werden wir noch sehen.

2.1.2 Koordinatentransformationen

Manchmal ist es niitzlich, ein Problem in neuen, geeigneteren Koordinaten zu untersuchen.
Sei @; ein Fluss auf R™. Wechselt man die Koordinaten mit Hilfe eines Diffeomorphismus

¥:R* - R*
z = Uz)=y,

dann ist der transformierte Fluss in den neuen Koordinaten

Py(y) = (Yod, o T (y)

—_——
schreibe y in z—Koordinaten

transportiere mit dem Fluss

iibersetze zuriick in y-Koordinaten

Lemma: &; ist wirklich ein Fluss.

Beweis: ®, ist Diffeomorphismus als Verkettung von drei Diffeomorphismen.
Uberpriife noch die zwei Anforderungen an einen Fluss:

(i)
$,0, = Vod, 0V loVod, 0¥ !
= Vod; 00!
= (it—l—s-
(ii) B = T o Byo U1 =1Id. O

Satz 2.3 Das zum transformierten Fluss ®; gehérende Vektorfeld ist

Ffly) =DT(T(y)) - F(T7 ().
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Beweis:

&(t,z) = % Vod(t,a)o U™, _,

= DV (‘I)t(‘I'_l(y))) ’ D(I’t(\ll_l(ymt:o
= DY(¥'(y)- (¥ (y)).

Definition: Lassen sich die Fliisse $; und &, durch einen C'*-Diffeomorphismus ¥ ineinander iiberfiihren,
so heissen ®; und ®; C*-aquivalent.

Bemerkung:

1. Vorsicht! Moglicherweise verliert man bei einem Koordinatenwechsel Differenzierbarkeit:

f,®,0eCt = feCt

2. Ziel ist es natiirlich, eine Koordinatentransformation so zu finden, dass f eine besonders einfache
Form hat. Diesen Gedanken werden wir spiter bei den Themen “Linearisierung” und “Normalfor-
men” wieder aufgreifen.

3. Direkt fiir Differentialgleichungen kénnen wir auch wie folgt rechnen: Mit y = ¥(z) gilt nach der
Kettenregel
y=D¥(z) = DE(T(y)) - F(T (1))

Beispiel: ®(t,z) = ez Betrachte mal wieder den linearen Fluss ®(t,z) = e4tz auf X = R*. Wihle
auch die Koordinatentransformation ¥(z) = Tz mit einer invertierbaren Matrix T' linear. Dann lautet

der transformierte Fluss _ .
d(t,z) = TeMT 1o = TAT .

Der Koordinatenwechsel transformiert also die Differentialgleichung
&= Az

in die Differentialgleichung
y=TAT 1y.

Sinnvoll ist beispielsweise, als TAT ! die Jordan-Normalform von A zu wihlen.

Man kann nun noch zeigen: Sind A und B zwei n x n-Matrizen und ist ®(¢,z) = e
&(t,z) = eP'z vermoge ¥, dann muss ¥ eine lineare Abbildung sein.

Daher sind ®; = e4* und &, = B* dquivalent genau dann, wenn die Matrizen A und B #hnlich sind:
B=TAT '

Aty squivalent zu

2.2 Nichtautonome Differentialgleichungen und Evolutionen

Definition: Eine Differentialgleichung
z(t) = f(t,z), ze X =R"
bei der die rechte Seite auch von der Zeit ¢ abhingt, heisst nichtautonome Differentialgleichung.

Beispielsweise kann in unserem einfachen Wachstumsmodell

p(t) = ap(t)
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die Wachstumsrate o durchaus von der Zeit abhingen (Umwelteinfliisse).
Das Pendant zum Begriff des Flusses ist die sogenannte Evolution:

Definition: Ein Diffeomorphismus

P:RxRxX — Y
(t,s,z) — ®(t,s,2) = D¢ 4(x)

heisst Evolution, falls die beiden Bedingungen
(i) ®54(z) =2 Vs e R Vx € X,
(ii) Dy 50D, = Dy

)

erfiillt sind.

Anschaulich: ®; ; beschreibt, wie man vom Zustand zur Zeit s zum Zustand zur Zeit ¢ gelangt.
Das zugehorige nichtautonome Vektorfeld ist dann

Fls2) = & B (@)l
Man hilt also s fest und betrachtet den Fluss &;(z) = &4, ().

Nichtautonome Dynamische System sind nicht wirklich etwas Neues, sondern nur ein Spezialfall autono-
mer Dynamischer Systeme.

Betrachte dazu zu einer gegebenen Evolution & : R X R x X — X den erweiterten Phasenraum
X = X x R und den Fluss

d:Rx X X
(, (z, 7

—
= (‘I’t+7—77—($),t + T) .

~

Analog kann man die nicht-autonome Differentialgleichung ¢ = f(¢,z) mit £ € X umschreiben als
autonome Gleichung
=1
{ & = f(Tv $)

mit (7,z) € X. Zu zeigen ist natiirlich:
e & ist tatsichlich ein Fluss und

e /= (f(r,z),1) ist das zugehorige (autonome) Vektorfeld auf X. Dabei ist
0
flr,z) = ot <I>t+7',7'(m)|t:0 .
Siehe Ubungsaufgabe !!!

2.3 Diskrete Dynamische Systeme

Lasst man nur diskrete Zeiten n € Z zu, d.h.

®:ZxR* — R*
(t,z) — ®(n,z)=:P,(z)

dann gilt wegen Eigenschaft (ii) von Phasenfliissen

<I>n:(<I>1)":ch>locI>lo,,,o<I>1

n—mal

und
d_; = ()"
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® heisst dynamisches System in diskreter Zeit und ist bestimmt durch den Diffeomorphismus ®;.

Beispiel: Logistische Abbildung Eine sehr interessante Abbildung ist die sogenannte logistische Ab-
bildung:

F,:[0,1] — [0,1]
Fo(z) = az(l-12)

mit einem Parameter a € [0,4]. Schon an dieser einfachen Abbildung kann man viele Aspekte kompli-
zierter Dynamik studieren. Dazu gehéren Periodenverdopplungs-Kaskaden, chaotisches Verhalten und
invariante Mafe.

Beispiel: Diskretisierung Aus einem kontinuierlichen dynamischen System kann man ein diskretes
dynamisches System erhalten, indem man sich auf Zeiten ¢ € Z einschrénkt (“Stroboskop”).

Ahnlich machen numerische Verfahren aus einem kontinuierlichen dynamischen System ein diskretes
dynamisches System. So hat schon Euler die Differentialgleichung

i:f(t,fb(t)), zeR"
mit Anfangswert z(0) = z¢ ersetzt durch die Abbildung
Tnt+1l = Tn + hf(nh7 xn)

In gewisser Weise kann man umgekehrt viele numerische Verfahren als Zeit-1-Abbildung eines dynami-
schen Systems in kontinuierlicher Zeit betrachten (“Riickwirtsanalyse”). Allerdings ist es (fast) nie die
Zeit-1-Abbildung des Systems, das man eigentlich modelliert, sondern die Zeit-1-Abbildung eines anderen,
leicht gestorten Systems.

Fiir diskrete dynamische Systeme gelten ganz analoge Definitionen wie im kontinuierlichen Fall:
Definition: Sei ® : R* — R” ein Diffeomorphismus. Dann heisst
v(z) ={®"(z); n € Z}

der Orbit von z.
z heifit Fixpunkt, falls ®(z) = z und p-periodischer Punkt, falls z = ®(z).
Zwei Diffeomorphismen ® und @ heifen C*-konjugiert (oder C*-siquivalent), falls ein C*-Diffeo-

morphismus ¥ existiert, so dass _
d=Vodo¥ !

2.4 Erhaltungsgriéflen und Hamilton-Systeme

Definition: Die Differentialgleichung
z=f(z), zeR"
besitzt ein Erstes Integral I € C'(R",R), falls entlang Losungen z(t) gilt:

d
S I(x(t) =0,

d.h. I(z(t)) = const., I ist also eine Erhaltungsgréfie.

Natiirlich ist I = c fiir jedes ¢ € R eine Erhaltungsgrofle, interessant sind daher nur nichttriviale Erste
Integrale, das sind solche, fiir die
Vi(z) =0<«<= f(z) =0
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gilt.

Beispiel: Volterra-Lotka-Gleichung

Wir betrachten wie in 1.1.7

{ z = z(A—by)
J y(=p +cz)

mit Parametern A\, u, b, c > 0.
Behauptung: I(z,y) := cz — plnz + by — Alny ist ein nichttriviales Erstes Integral, denn:

dypy o O, oL
a YT 92" T ayY
L A
= (e= )z —bzy) + (b~ 5)(—#@1 + czy)
= 0.
Nichttrivial:
o
Vi(z,y) = =0<<= t=9=0
h—2
y

In diesem Fall erhélt man mit Hilfe des 1. Integrals I sofort die Losungskurven der Differentialgleichung.

2.4.1 Hamilton-Systeme

Eine Klasse wichtiger Beispiele sind die sogenannten Hamilton-Systeme.
Gegeben sei dazu eine Funktion H € C2?(R*",R). Wir schreiben H = H(p, q) mit p,q € R* und konstru-
ieren das Vektorfeld

0H

pi = _8_%(p,q)’ i:1727"'7n
. OH .
qi = 8_]7i(p’q), 7’:1727"'7”"
H heifit dann Hamiltonfunktion.
Alternative Schreibweisen:
pi = _qu(paq)a 7::1727"'777’
q‘i - VPH(paq)a 7::1727"'777’
oder noch kiirzer mit = = (p, q)T
z = JVH(z),

wobei

0 -Id,
/= ( Id, 0 )
eine (2n) x (2n)-Matrix ist.

Notation: Gradienten sind (in dieser Vorlesung) immer Spaltenvektoren, bei einer Koordinatentransfor-
mation z = ®(y) transformiert sich der Gradient von H(y) := H(®(y)) also wie folgt:

VyH(y) = D2(y)" V. H(z) = D2(y)" V. H(®(y)).

Hamilton-Systeme (allerdings mit p € M Mannigfaltigkeit) beschreiben die gesamte klassische Mechanik,
unter anderem Pendel, Mehrkorperproblem, starrer Korper, etc.
Oft ist H von der speziellen Form

H(p,q)= Tp,q9) +  Vi(pq)

kinetischeEnergie  potenzielleEnergie
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mit
1 1 <&
T(p,q) =T(p) =50 p =5 ) ¥
=1

und V(p,q) = V(q) nur abhingig vom Ort ¢. Dies erklédrt auch, warum die ¢; Ortsvariablen und die p;
Impulsvariablen heissen.

Beispiel: Masseteilchen im R3
Ohne Einwirkung einer dufleren Kraft ist die potenzielle Energie V(g) = 0 konstant, also lautet die
Hamilton-Funktion

3
1 1
H(p,q) = §pr= 3 > " p}.
i=1

Die zugehorige Differentialgleichung ist dann

. 8H,

Pi - _a_qi(pa q) - 07
. oH .
“ = (ryq) =>4 =0

fiir i = 1,2, 3.
Mit einer dufleren Kraft F'(¢) = —VV(q) erhiilt man analog die Newtonsche Bewegungsgleichung

§=p=F(g).

Satz 2.4 H ist ein nichttriviales Erstes Integral, mit anderen Worten: die Energie bleibt erhalten.

Beweis: durch Nachrechnen.

d ~O0H , <—~0H,
%H(p,Q) = Za—mpi‘FZa—qilh

=1 i=1

" 9H [ OH " 9H (0H
= - +

; Ip; ( 3%’) ; g (31%)
= 0.

H ist nichttrivial:
VH=0 < JVH=0 < f(z) =JVH =0.

Beispiel: Mathematisches Pendel(siehe 1.1.5)
Setzen wir der Einfachkeit halber in der Pendelgleichung

B(t) = T sinp(t

g =, dann wird die Energie H(p,q) = 3p* — cosg erhalten, wobei ¢ = ¢ und p = ¢. Auch hier sind die
Trajektorien durch die Energieerhaltung bereits bestimmt: Die Energieniveaus H = const. sind Kurven
und entsprechen jeweils einer oder mehreren Orbits. Wegen

p = ++/2(H + cosq)

sind die Energieflichen symmetrisch zur g-Achse und 27-periodisch in g. Ausserdem ist offensichtlich
immer H > —1. Weiter unterscheiden wir:

e H = —1 entspricht den Ruhelagen p =0, ¢ = 2km, k € Z,
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e —1 < H < 1 fiihrt auf geschlossene Kurven, die fiir H ~ —1 fast wie Kreise mit Radius 1/2(H + 1)
aussehen, denn nahe p = ¢ = 0 ist

1 1 1,1
H(paq):ipz_COSq:§p2_1+§q2ﬂq4+

e H =1 ergibt zwei unbeschrinkte Kurven, die sich in den Punkten p = 0, ¢ = (2k + 1)7 schneiden.
Diese Schnittpunkte sind Gleichgewichte, sie werden durch heterokline Orbits verbunden. An-
schaulich entsprechen die Gleichgewichte dem kopfstehenden Pendel im (instabilen) Gleichgewicht.

e H > 1 fiihrt auf eine Kurve mit p > 0 (“+”-Zeichen der Wurzel) und eine dazu spiegelbildliche
Kurve mit p < 0 (“-”-Zeichen der Wurzel). Anschaulich entsprechen diese Losungskurven dem sich
iiberschlagenden Pendel.

Da die heteroklinen Orbits Gebiete mit qualitativ unterschiedlichem Verhalten trennen, werden sie oft
auch als Separatrizen bezeichnet.

2.5 Nichtlineare Pendel [Arnold, S.140-152]

Wir kénnen diese Betrachtungen noch etwas systematischer durchfithren: Dazu zeigen wir, wie man die
Trajektorien von nichtlinearen Pendelgleichungen

Z+g(z) =0, zeR

fiir eine glatte Funktion g bestimmt. Bezeichnen wir mit y := & die Ableitung von z, dann ist wieder
H(z,y) := +y®+G(z) mit einer Stammfunktion G von g ein erstes Integral. Wir sammeln Informationen,
mit deren Hilfe wir das Phasenportrait zeichnen kénnen:

1. Gleichgewichtslagen sind genau die Punkte (z,0), fiir die g(z) = 0 ist.

2. Ausserhalb der Gleichgewichtslagen ist jede Niveaumenge {(z,y) € R?; H(z,y) = E} eine glatte
Kurve, genauer:

1
H(z,y) = 5y° +G(2) = E

148t sich in der N#he eines nicht-stationdren Punktes (z,yo) mit Hilfe des Satzes iiber implizite
Funktionen nach z oder nach y auflésen. Es ist nimlich immer

OH
3_:[/(1’0,1/0) =y #0

oder -
%(%»yo) =g(z0) #0

falls (zo,yo) kein Gleichgewicht ist.
3. Das Phasenportrait ist symmetrisch zur z-Achse.

Bei den Gleichgewichten kommt es im wesentlichen nur auf das Vorzeichen von ¢’ an.

Betrachte zunichst lineare Funktionen g(z) = az:

In diesem Fall ist H(z,y) = 3y* 4+ 22 Fiir a > 0 sind also die Niveaumengen {H (z,y) = E} mit E > 0
Ellipsen, wihrend sie fiir a < 0 und e # 0 Hyperbeln sind. Fiir £ = 0 erhilt man im Fall a > 0 nur den
Punkt (0, 0), wihrend sich fiir a < 0 zwei Geraden ergeben.

Wir wollen nun zeigen, dass das Phasenportrait in der Ndhe von Gleichgewichten (bis auf einen Diffeo-
morphismus) so aussieht wie in einem dieser Bilder.

Hierfiir machen wir noch eine zusétzliche Voraussetzung, die fiir “typische” Funktionen g erfiillt ist.

Annahme: Die Nichtlinearitit g besitzt nur einfache Nullstellen, d.h. g(z) = 0 = ¢'(z) # 0.
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Lemma: Seiz = 0 eine einfache Nullstelle der Funktion g € C*(R,R). Weiter sei G eine Stammfunktion
von g mit G(0) = 0. Dann ezistiert ein lokaler Diffeomorphismus £ = £(z), der die Funktion H(z,y) =
1y? +G(z) in

_ 1 .

H(&y) = 5y* + sign(G"(0))¢”.
tiiberfiihrt.

Beweis: Wir konstruieren zunichst den lokalen Diffeomorphismus. Da ¢g(0) = 0 gilt, kénnen wir die
Stammfunktion G so wihlen, dass

G(0) = G'(0) =0 und G"(0) #0
ist. Dann ist wegen G(0) =0
Gz) = Glz)-G(0) = G(B)l5_
/ zG' (0z) df

0
1
:/v/ G'(0zx) db
0
1

= m/o g(0z) do
= 2G(x)

Da auch G'(0) = g(0) = 0 ist, konnen wir denselben Trick noch einmal anwenden und erhalten

G(z) = 2G(z) = G(z) = +*G(z).
Wegen R . R

G"(z) = 2*G" (z) + 4zG' (z) + 2G ()
ist also G/(0) = LG"(0) # 0. Wir setzen nun

)

Insbesondere ist dann

N

€ = 22G(z)sign(G(z)) = G(z)sign(G(z)).

Zu zeigen ist noch, dass diese Koordinatentransformation tatséchlich das Gewiinschte bewirkt und dass
sie ein Diffeomorphismus ist. Es gilt

geC?’=>GeC®=>GeC*=GeC.
Wegen G(0) # 0 ist daher ¢ € C' in einer Umgebung von z = 0. Weiter ist

e, [
2(0) = /IG()

damit ist £ in einer Umgebung von x = 0 auch invertierbar.

A~

SchlieBlich ist in einer Umgebung von z = 0 wegen sign(G(0)) = sign(G"(0)) dann

A(Ey) = Hw,y) = 5397 + o) = 597 + sign(G" (0))€”.
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Abbildung 1: Das Phasenportrait von Z + g(z) =0

Bemerkung: Die Gleichgewichte mit ¢’ < 0 nennt man Sattelpunkte. Wenn man sich die Niveaulinien
als Gebirge iiber der z—y—Ebene vorstellt, dann sind dies kritische Punkte, die kein Extremum sind. Analog
sind die Gleichgewichte mit g’ > 0 Zentren. Dort ist ein lokales Minimum der Energie.

1. Finde zuerst alle Nullstellen von g und entscheide, welche davon vom Sattel-Typ (¢’ < 0) und
welche vom Zentrums-Typ (g’ > 0) sind.

2. Finde anhand des Graphen von G heraus, zu welchen der Gleichgewichte ein homokliner Orbit
existiert. Ganz allgemein kann man aus dem Graphen von G ablesen, welche z-Werte die Trajektorie
durch den Punkt (zg,0) annimmt.

3. Vervollstandige das Phasenportrait durch die periodischen und die unbeschrankten Orbits. Dabei ist
es niitzlich zu beachten, dass eine Trajektorie, als Graph iiber der z-Achse betrachtet, ihre Extrema
genau dort annimmt, wo auch G seine Extrema annimmt, also iiber den Nullstellen von g.



22

Bemerkung: Von den periodischen Orbits kann man im Prinzip durch Integration die Periode berechnen.
Erinnert man sich daran, dass eigentlich y = & ist, dann kann man H(z,y) = F umformen in

i =+2(E - G@)),

und durch Trennung der Variablen 16sen. Beispielsweise erhélt man fiir den in Bild 1 dick eingezeichneten
periodischen Orbit mit Periode p die Beziehung

22/“ i .
2 Jo V2(G(a) - GO)

2.6 Euler-Multiplikatoren

Im R? findet man manchmal wie folgt ein erstes Integral: Falls fiir die rechte Seite von

{50 = g(z,y)
y = h(z,y)

und eine Funktion V (z,y) € C? gilt, dass

ov ov
g(z,y) = 3—y(:v,y) und — h(z,y) = %(x,y)

dann ist p
5V (@y) =Vo(2,9)9(2,9) + Vy (2, y)h(z,y) = 0.
Andererseits kann wegen V,, = V,, ein solches V nur existieren, falls
99 _ ok
Oz Oy’

In diesem Fall kann man umgekehrt V' explizit bestimmen, zum Beispiel durch ein geeignetes Wegintegral,
siehe [Amann, L.5].

Man kann mit der Methode der partiellen Integration auch zunichst aus der Relation g(z,y) = V, das
Potential V bis auf einen nur von z abhéingigen Anteil durch Integration bestimmen

V(z,y) = / o(z,y) dy + 7V (2)

und anschlieBend V () mit Hilfe der zweiten Gleichung V, = —h berechnen.

Beispiel: Fiir eine Differentialgleichung der Form
& = g
vy = h(z)
ist V(z,y) = G(y) — H(z) mit Stammfunktionen G, H von g, h ein erstes Integral.

Manchmal findet man leichter eine Losung einer Differentialgleichung oder ein erstes Integral, wenn man
alle Komponenten der rechten Seite einer Differentialgleichung mit demselben Faktor multipliziert.
Dies éndert die Bahnkurven nicht (wohl aber deren Parametrisierung):

Satz 2.5 (und Definition) Sei a: R” — R\ {0} eine stetig differenzierbare Funktion. Dann stimmen
die Trajektorien der beiden Systeme von Differentialgleichungen

z = f(z), z €R?

und

y=aly)f(y)
iberein. a heifit Euler- Multiplikator.
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Beweis: Sei z(t) eine Losung des oberen Systems und

Eine solche Lsung kann man (zumindest lokal in ) beispielsweise durch Trennung der Variablen erhalten.
Dann ist y(t) = z(y(¢)) eine Losung des unteren Systems, da ja

d d

—y@t) = ——(z(y(t
)

-~ D)
)

= [flz(v(®)))a(y(t))
= fly®)aly(?)).

Beispiel: Wiahrend beim harmonischen Oszillator
T =y
P - _a

die Losungen
z(t) = acost + bsint, y(t) —asint + bcost

alle periodisch mit derselben Periode 27 sind, besitzt
& = (¥ +y’)y
) = ()
als Losungskurven ebenfalls Kreise, durch Transformation in Polarkoordinaten x = pcos¢, y = psin¢
mit
p =0
¢ = —p
sehen wir aber, dass die Periode p = i—’; auf verschiedenen periodischen Orbits unterschiedlich ist.

Fiir zweidimensionale Systeme

{50 = g(z,y)
y = h(z,y)

kann man mit einem geschickt gewihlten Euler-Multiplikator M (z,y) manchmal erreichen, dass
(Mg)s + (Mh)y, =0

so dass man ein erstes Integral V mit V, = Mg und V,, = —Mh findet. In diesem Fall heifit M(z,y)
integrierender Faktor.

Beispiel: Beim Volterra-Lotka-System ist zl ein integrierender Faktor. Multiplikation mit -= fuhrt
ndmlich auf das System
i = 2-b
{ y — iﬁ +c
T

dem man das Erste Integral I(z,y) = cx — plnz + by — Alny leicht “ansehen” kann.

Beispiel: Wenn man (durch Hinsehen, gottliche Eingebung oder einen Hinweis auf dem Ubungsblatt)
weiss, dass die Differentialgleichung

z = z(1+42lny)
—2ylny

<.
|



24

einen nur vom Produkt z - y abhingigen integrierenden Faktor besitzt, dann kann man diesen suchen,
indem man die Bedingung (Mg), = —(Mh), als Differentialgleichung fiir M auffasst:

(1+2lny)M(z,y) +zy(1 + 2Iny)M'(zy) = 2(1 + Iny) M (z,y) + 2zy InyM'(zy).

Damit ist M (zy) = zy integrierender Faktor und V (z,y) = (zy)?Iny ein Erstes Integral.

3 Existenz- und Eindeutigkeitssitze

3.1 Existenz
3.1.1 Der Banachsche Fixpunktsatz
Zur Erinnerung:
Definition: Ein Banachraum ist ein vollstdndiger normierter Raum.
Beispiele:
1. R™ ist mit jeder beliebigen Norm ein Banachraum.

2. Q mit der iiblichen Metrik ist ein metrischer Raum, aber kein Banachraum, da Cauchy-Folgen
keinen Grenzwert in Q haben miissen.

3. Die Menge
BC(R,R™) := {f € C°(R,R™); IM > 0 : || f(x)||co < M Vz € R}

mit der Norm
| fllco := sup | f(z)[pm
reK

ist ein Banachraum. Dabei kann man fiir | - |p= irgendeine der (dquivalenten) Normen auf dem R”
wihlen. Die C°~Norm entspricht der gleichmdfigen Konvergenz: Falls die Funktionenfolge (£, )nen
gleichmiBig gegen f konvergiert, dann ist lim,, o || fr. — f|lco = 0.

4. Falls K eine kompakte Teilmenge des R™ ist, dann ist die Menge aller stetigen Abbildungen
C°(K,R™) mit der Norm || - ||co ein Banachraum.

Bemerkung: || - ||co ist tatsichlich eine Norm, denn

1. [|fllco > |f(zo)|rm > O fiir jedes beliebige 2y € K. Gleichheit gilt aber nur, falls | f(zo)|g= = O fiir
alle zp € K, d.h. f =0.

2. [Mfllce = sup [Af(@)[pm = |- [ fllco-
zeK
3. Dreiecksungleichung

If +gllco = sup|f(z)+ g(z)pm
zeK

IN

sup | f(z)|em + sup |g(z)|pm
zeK zeK

= |[Iflleo +llgllce

Vollstandigkeit ergibt sich aus der Tatsache (siehe Analysis I/II), dass eine gleichmiBig konvergente Folge
stetiger Funktionen gegen eine stetige Funktion konvergiert.

Die (fiir uns) wesentliche Eigenschaft eines Banachraums besteht darin, dass jede Kontraktion einen
Fixpunkt besitzt.
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Satz 3.1 (Banachscher Fixpunktsatz) Sei X ein Banachraum, E C X eine offene Teilmenge und
T:E—E
eine gleichmdfige Kontraktion, d.h. es existiert ein o < 1, so dass
1T(z) = T(y)llx < ollz - yllx-
Dann besitzt die Abbildung T genaw eine Fizpunkt z, in E.

Beweis: Der Beweis ist konstruktiv. Man zeigt nimlich, dass fiir jeden Anfangswert zo € E die rekursiv
definierte Folge

Tpt1 =T (zp)

gegen z, konvergiert. Dazu geniigt es wegen der Vollsténdigkeit von X nachzuweisen, dass (2,),,c eine
Cauchy-Folge ist.
Zunéchst ist

||mn+1 - mn“ = ||T(mn) - T(In,1)|| S QHmn - mnle S 92||mn71 - xn72|| S o S QnHml - mUH

Damit erhalten wir fiir n > m die Abschitzung

lon —@mll < llen = @nall +llzn-s = 2aall + ...+ 2mes — 2l
< 0" Mles = woll + " llar = woll + -+ ¢"les — o
oo
< o"lw — ol Y o
k=0
m
— 19 |z1 — x| — 0 fiir m — oo.
-0

Also bilden die z,, eine Cauchyfolge, die gegen z. konvergiert. Es gilt dann

Tnr1 = T(z,)
{ {
z. = T(z.),

da T als Kontraktion automatisch (Lipschitz)-stetig ist.
Der Fixpunkt ist eindeutig:
Fiir zwei Fixpunkte z, und Z. gilt

lze —Zu] = [T(zs) —T(Z4)| < olzs — 2.
=S|z — % = 0
= Ty = Tx.

Bemerkung: Den Banachschen Fixpunktsatz kann man auch als Aussage iiber das asymptotische
Verhalten einer Klasse von diskreten dynamischen Systemen auffassen.

3.1.2 Der Satz von Picard-Lindelsf

In diesem Kapitel wird der grundlegende Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Gew6hnliche Differential-
gleichungen bewiesen. Er gibt leicht nachpriifbare Bedingungen fiir f an, aus denen eine lokal eindeutige
Losung des Anfangswertproblems folgt.

Definition: Eine Funktion f : R* D Q — R™ heifit global Lipschitz-stetig (oder gleichmifBig
Lipschitz-stetig), falls eine Konstante L existiert, so dass

|f(z) — f(y)| < L|z — y| Vz,y € Q.
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Eine Funktion f : R™ D @ — R™ heifit lokal Lipschitz-stetig, falls fiir jedes z € Q eine Umgebung U,
existiert, so dass f in dieser Umgebung gleichméfig Lipschitz-stetig ist. Die Lipschitz-Konstante L darf
dabei vom Punkt z abhéngen.

Beispiele:

e Stetig differenzierbare Funktionen sind lokal Lipschitz-stetig, denn fiir y, z aus einer konvexen Um-
gebung U von z gilt:

1) = f(2)l II/0 Df(z+6(y —2))do- (y — 2)|l

IN

1
AIWf@+9@—ZMMWy—4
sup |D SO - Iy — =1l
EeU

IN

e f(z) = /z ist gleichmifBig Lipschitz auf [1, c0), aber nur lokal Lipschitz auf (0, 00).

Lemma: Sei f: R® D Q — R™ lokal Lipschitz-stetig und K C Q kompakt. Dann ist f auf K gleichmdfSig
Lipschitz-stetig. (— Ubungsaufgabe)

Beweis: Zu jedem z € K gibt es eine Umgebung U,, in der f gleichmifBig Lipschitz-stetig ist mit
Lipschitz-Konstante L. Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, dass die U, = B, (z) Kugeln
mit Radien r, sind. Wir setzen nun V, := B, /y(z), die V, sind also Kugeln mit kleinerem Radius.
Diese Umgebungen V, iiberdecken ganz K. Wegen der Kompaktheit von K reichen schon endlich viele
Umgebungen V,,,Vq,,..., Vs, aus, um K zu iiberdecken. Sei L := max{L;,,L;,,...,L;,} und r :=
min{rz, /2,74,/2,...,7z5/2} > 0. Die Menge K ist kompakt, also beschrénkt. Sei R der Durchmesser
von K, d.h. fiir alle z,y € K gilt |z —y| < R.

Dann ist f auf K gleichmissig Lipschitz stetig mit Lipschitz-Konstante L, Unterscheide zwei Félle:

lLjz—y|<r
Dann sind z,y € Uy, fir eini € {1,2,..., N} und es gilt | f(z) — f(y)| < Ly, |z —y| < Ljz — y|.

2. |z —y|>r
Damn ist | f(z) — f(y)| < B < Lr < Llz — y.

d

Eine einfache, aber wichtige Beobachtung ist, dass wir eine Differentialgleichung auch in eine Integral-
gleichung “iibersetzen” kénnen:

Lemma: Sei I C R ein Intervall und ty € I. Dann ist ¢ € C1(I,R") genau dann eine Losung des
Anfangswertproblems

e(t) = [t xz(t)),
) |

ZE(to = X9,
wenn z € CO(I,R") die Integralgleichung
t
z(t) = zo + / f(s,z(s))ds
to
lost.

Beweis:
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ! |
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Satz 3.2 (Lokale Existenz und Eindeutigkeit) Sei f: R x R* — R” auf dem Zylinder Z := {|t —
to| < a, |z —x0| <1} stetig und beziiglich © sogar gleichmdfig Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L.

Sei M :=supy |f(t,z)| und § < min(a,r/M, 1). Dann hat das Anfangswertproblem

T = f(t,CE)

z(tp) = o
eine eindeutige Losung z(t) firt € [to — d,to + 4].
Beweis: Idee: Banachschen Fixpunktsatz anwenden auf
B = C°([to — 6, to + 6], Br(x0)).

Fiir x € B definieren wir die Picard-Iterierte von z als
t

(Pz)(t) :=z0+ | f(s,z(s))ds.
to

Wir zeigen:

1. P bildet B in sich ab, denn

[(Pz)(t) — 2o =

INA
=
\.l'n
8
—~
&
[oH
V)

(Pz)(t) € By(zp) fiir alle ¢ € [ty — 6,t0 + 6.

U A

2. P ist eine Kontraktion, denn fiir z1, 25 € B gilt:

[Pz — Prallco = sup [(Pz1)(t) — (Pz2)(t)]
[t—to|<d
t
< sup |f(s,21(5)) — f(s,22(s))| ds
|t—to|§(5 to
t
< L oswp [ foi(s) - za(s)) ds
‘t—to‘gd to

< Lé|lzy — x2|eo

Aus dem Banachschen Fixpunktsatz folgt nun die Existenz eines eindeutigen Fixpunkts.
Dieser Fixpunkt ist nach dem vorhergehenden Lemma eine Lésung des Anfangswertproblems.

d

Fiir jede lokal Lipschitz-stetige Funktion und jedes Paar (to,zo) kann man ein Rechteck R finden, in
dem f gleichmiflig Lipschitz-stetig ist. Daher geniigt lokale Lipschitz-Stetigkeit von f , um lokal eine

eindeutige Losung des Anfangswertproblems zu garantieren.

Insbesondere wissen wir nun auch, dass fiir jede stetig differenzierbare Funktion f die Differentialgleichung
& = f(t,x) lokal immer eine eindeutige Losung besitzt. Da man die Losung des Anfangswertproblems
durch die Funktionenfolge zo(t) = zo, z1 = Pxzg, ©3 = Px1,... approximiert, nennt man das im Beweis

von Satz 3.2 angewandte Verfahren auch die Methode der sukzessiven Approximation.

Beispiel: Nichteindeutigkeit

Um iiberhaupt die Chance auf nichteindeutige Losungen zu haben, miissen wir eine Differentialgleichung

betrachten, deren rechte Seite nicht lokal Lipschitz-stetig ist. Ein Standard-Kandidat dafiir ist

i=z7, (0)=0
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denn +/z ist bei = 0 nicht lokal Lipschitz-stetig. Man sieht sofort, dass z(f) = 0 eine Losung ist.
Allerdings ist auch
[0 fir 0 <t <t
z(t) _{ Lt —t,)? firt>t

fiir beliebiges t; > 0 eine Losung, wie man leicht nachrechnet. Das Anfangswertproblem hat in diesem
Fall also unendlich viele verschiedene Lésungen.

Wenn f gleichmiBig beschrinkt ist und die Lipschitz-Konstante von f nicht von ¢ und z abhingt, dann
kann man die Losung durch “Aneinanderkleben” sogar auf beliebig grofie Intervalle [-T, T'| ausdehnen:

Satz 3.3 (Globale Existenz) Sei f : R x R* — R™ stetig und beziiglich = sogar global Lipschitz-stetig
mit einer Lipschitz-Konstanten L. Sei f aufSerdem beschrinkt, d.h. |f(t,z)| < M fir alle t,x.
Dann hat das Anfangswertproblem

& :f(tvx)a x(tO) =To

eine eindeutige globale Lisung z(t) fir t € R.

Beweis: Wir konnen mit Satz 3.2 sukzessive Losungen auf Intervallen [—d, 4], [0,26], [4,36],... kon-
struieren. Wegen der lokalen Eindeutigkeit der Losung ist dies immer eindeutig moglich und liefert eine
eindeutige Losung fiir ¢ > 0. Ganz genauso konstruiert man eine eindeutige Losung fiir alle ¢ < 0. a

Bemerkung: Fiir autonome Differentialgleichungen auf kompakten Mannigfaltigkeiten (z.B. auf der
Sphére S? oder dem Torus 7'2?) kann man mit diesen Argumenten die globale Existenz von Lésungen
allein aus der Lipschitz-Stetigkeit von f beweisen.

Man kann auch einen reinen Existenzsatz (ohne Eindeutigkeit) fiir Differentialgleichungen zeigen. Da wir
diesen Satz spéter nie benutzen werden, skizzieren wir den Beweis nur relativ knapp.

Satz 3.4 (Existenzsatz von Peano)
Sei f:RxR* = R" auf dem Zylinder Z := {|t — to| < a, |z — zo| < r} stetig. Dann existiert ein § > 0,
so dass das Anfangswertproblem

T = f(t7 CE)
ZE(to) = Xy
mindestens eine Ldsung auf einem Intervall [to — 6,to + J] besitzt.

Beweis: Wir zeigen nur, wie man fiir ¢ € [to,to + J] eine Losung findet. Ganz analog geht es fiir ¢ €
[to — 6, to]. Sei wieder M := sup, |f (¢, z)|. Durch Verkleinern von Z kann man erreichen, dass Ma < r ist.
Wir withlen eine Funktion o € C*([to — no, to], Br(70)), die ziemlich beliebig ist, und nur die folgenden
drei Bedingungen erfiillen soll:

1. zo(to) = o,

2. Zwo(to) = f(to, z0),

3. | Lo (t)| < M fiir alle t € [to — o, to].
Fiir kleine 0 < 1 < 1o definieren wir dann

(t) L CE()(t) fiir to — Mo S t S t(),
Tnlt) = :vo-i—f:of(s,xn(s—n))ds firtg <t<tp+6

Per Konstruktion ist dann z, € C I und

|y (t) — 20| < Mt < Ma <b.
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Die Funktionenfamilie der z, ist also beschrinkt. Sie ist auch gleichgradig stetig, denn

ta

|z (t1) — 2y (t2)| = f(s,xy(s —n))ds| < Mty — t2]

t1

unabhéngig von 7.
Als néchstes betrachtet man eine Folge 7,, \, 0 sowie die zugehorigen ,,Ndherungslésungen* z, . Nach
dem Satz von Arzela-Ascoli kann man aus dieser Folge eine gleichmiflig konvergente Teilfolge auswéhlen.

nlgglo zy, (t) = z(t)
Wegen der gleichgradigen Stetigkeit der z,, gilt auch
lim z,, (t —n.) = z(t).

n—oo

Wegen der gleichméBigen Stetigkeit von f auf der kompakten Menge Z, konvergiert f(t,zy, (t — n,))
gleichméBig gegen f (¢, z(t)) (die zugehorige Rechnung bleibt jedem als Ubungsaufgabe freigestellt...) und
man erhilt somit fiir ¢ < ¢t < ¢y + § durch Grenziibergang n — oo

ty, () = o+ [y, f(5:20,(s —1n)) ds
1 . \a
z(t) = zo + fto f(s,z(s))ds.
Dabher ist z(t) tatséchlich eine Lésung auf [to, to + 6] O

Man kann (analog zum Beweis des Satzes von Picard-Lindelsf) auch den Satz von Peano aus einem
Fixpunktsatz herleiten, ndmlich aus dem

Satz 3.5 (Fixpunktsatz von Schauder) Fualls A eine konvere, kompakte Teilmenge eines Banch-
raums X ist, dann besitzt jede stetige Abbildung f: A — A einen Fizpunkt.

Beweis: Siehe zum Beispiel Zeidler : Nonlinear Functional Analysis and Applications I, 2.6. a

Allerdings braucht man auch bei diesem Beweisgang den Satz von Arzela-Ascoli, um die Kompaktheit
einer geeigneten Teilmenge im Funktionenraum nachzuweisen.

3.2 Fortsetzung von Lésungen
3.2.1 Maximales Existenzintervall

Nachdem wir gesehen haben, dass wir zumindest fiir kleine Zeiten ¢ immer eine Lésung z(¢) : I — R”
der Differentialgleichung

& = f(t,2(t))

mit Anfangswert z(0) = zo finden konnen, stellt sich die Frage, wie weit man diese Losung fortsetzen
kann. Dabei heifit 2 : [ — R" eine Fortsetzung der Losung «, falls I C I und z(t) = &(t) fiir alle ¢t € I.
Das Beispiel # = 22 (“Explosion”) zeigt schon, dass wir im allgemeinen keine globale Existenz, also eine
Losung fiir alle ¢ € R erwarten konnen. Wir kénnen aber immerhin zeigen, dass dieses Verhalten typisch
ist, falls die Losung nicht fiir alle Zeiten existiert:

Satz 3.6 Sei f stetig und lokal Lipschitz-stetig in x. Weiter sei J das mazimale Intervall, auf dem eine
Lésung von & = f(t,z(t)) mit gegebenem z(to) = xo existiert. Dann gilt:

(i) Die Ldsung ist auf ganz J eindeutig,
(15) T = (t—,t4) ist offen,
(iii) falls t; < oo, dann gilt lim |z(t)| = oo.
t 'ty
Genauso: falls t— > —o0, folgt tlir? |z(t)| = 0.
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Beweis:
(i) Wir setzen zunichst

t. := sup{t; es existiert eine Losung auf [to,t]} und

ty := sup{t; es existiert genau eine Losung auf [to, t]}.

Nach Satz 3.2 ist iy >ty > to + 6. Wir argumentieren indirekt und nehmen daher an, dass i, > t.
Wegen der Stetigkeit der Losungen ist fiir jede beliebige Losung z(¢)

lim z(t) = lim z(t) = =z
t—t4+0 t—t4—0

gleich. Loése nun das Anfangswertproblem

i:f(tax)a $(t+) = T

mit Satz 3.2 lokal nahe ¢ = ¢, . Dies liefert eine eindeutige Lsung auf einem Intervall [ty — §,¢4 + 6] im
Widerspruch zur Konstruktion von ¢, . Daher muss ¢, = ¢, sein. genauso zeigt man, dass die Losung fiir
t < to eindeutig ist.

(ii) Sei t € J, dann existiert nach Satz 3.2 ein § > 0, so dass [t—4,t+J] C J, also ist J offen. Insbesondere
kann natiirlich J = R sein.

(iii) Wir zeigen indirekt, dass |z(t)| — oo gilt, falls ¢ < co. Wére dies nicht der Fall, so kénnte man eine
Folge t,, — t; finden, fiir die |z(¢,)| beschrinkt ist.

Dann existiert eine Teilfolge (¢, )ren, fir die z(t,, ) sogar konvergiert:

lim z(tn,) = Zoo-
k—o00

Um die Notation zu vereinfachen, nennen wir diese Teilfolge wieder (zi)ren. Es gibt nun zwei Méglich-
keiten:
1) Es ist sogar

li t) =

Jig =) = 2
d.h. z ist stetig fortsetzbar bis ¢t = t;. Dann kénnen wir aber die Losung durch Anwenden von Satz 3.2
mit Anfangswert z(t;) = z auf ein Intervall [ty — 6,¢4 + 0] fortsetzen. Dies ist ein Widerspruch zur
Definition von ¢..
2) Es existiert eine Zahl v > 0 und eine Folge (¢},) mit ¢}, — ¢ und den beiden Eigenschaften

(@) |2(t) = 2ol =7,
(b) |z(t) — Too| < vy fiir alle ¢ € [tg, t},].
Dann gilt
lim [a(tx) — 2 ()] = 7. (5)
k—o00

Da f stetig ist, gibt es eine Konstante M > 0, so dass |f(s,z)| < M fiir alle t € [to,t4] und alle
z € B,(2). Damit gilt

t7,
)~ 2wl = | [ Ss,a(o)ds
th
< [ e (epias
< Mty —t| = 0 fiir k— oo.
Dies ist offensichtlich ein Widerspruch zu (5). O

Eine andere Formulierung von Teil (iii) ist die Folgende:
Sei D C R™ kompakt und xo € D. Falls die Losung des Anfangswertproblems nur bis zu einer mazimalen
Zeit t < +oo existiert, dann ist z(ty) € OD.

Als niichstes beweisen wir eine Ungleichung, die uns anschlieflend erlaubt, aus Wachstumseigenschaften
von f auf die globale Existenz von Lésungen zu schlieflen.
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Satz 3.7 (Gronwall-Lemma, Amann S.99) Sei I C R ein Intervall, ty € I und o, B,u € C°(I,Ry)
seien stetige, nichtnegative Funktionen. Weiter gelte die Ungleichung

t

u(t) < at) + /,B(s)u(s) ds| Vvtel. (6)
Dann ist .
u(t) < a(t) + /a(s)ﬁ(s)el [i8@)dolqsl vt e I. (7

Beweis: Ohne Einschrinkung sei t > tg = 0. Dann kénnen wir die Betragsstriche weglassen. Wir setzen
weiter

u(t) :/0 B(s)u(s) ds.

Dann ist
o(t) = B()u(t) < at)B(t) + B(E)v(t).

Multiplizieren wir diese Ungleichung mit

(o) i=exp (- [ 5(s) as)

so erhalten wir wegen ¥(t) = —f(¢)y(t) die Ungleichung
70 < afy — v

also %(fyv) < afy und mittels Integration

o (- [ 5(s) ds) u(t) =2(0)20) < [ " a(s)3(s)7(s) ds

~—
=0
=7(t)
Schliefllich ist wegen (6)
u(t) < at) +ov(t)
t
< / a(s)B(s)els Al d7 45
0
wie behauptet. O

Direkt aus dem Gronwall-Lemma kann man folgern, dass unter geeigneten Wachstumsbedingungen an f,
die Losung fiir alle Zeiten existiert.

Korollar 3.8 Sei f stetig, lokal Lipschitz in © und es gebe stetige Funktionen a(t), b(t), so dass
|f (¢, z)| < alt) +0b() - |z, Vz e R*,t € R

Dann existiert die Lésung von
f.:f(t,iﬂ), ZE(O):ZEO

fiir alle t € R, d.h. das mazimale Ezistenzintervall ist Jpa, = R (globale Existenz).

Beweis: Ohne Einschriankung kénnen wir a(t) > 0 und b(t) > 0 voraussetzen. Wir argumentieren indirekt
und nehmen an, dass t; < co. Wegen

z(t) =z + /tf(s,m(s)) ds fiir 0 <t <ty
0
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gilt dann fiir u(t) := |z(t)]:

u(t) < leol + / £ (s,2(5))]| ds
< el + / (als) + b(s)u(s)) ds
< |mg|+/0 a(s)ds+/0 b(s)u(s)ds

Mit dem Gronwall-Lemma folgt nun, dass u(t) = |z(t)| < C fiir eine Konstante C' und alle 0 < ¢t < t,.
Dies ist aber ein Widerspruch zu Satz 3.6(iii). Daher muss ¢4 = +o0o sein. Dass t_ = —oo ist, zeigt man
natiirlich ganz genauso. a

Bemerkung: Ganz wichtig ! Hier haben wir unter anderem bewiesen, dass alle linearen Differentialglei-
chungen
z = A(t)z + c(t)

Losungen auf ganz R besitzen, wenn die Matrizen A(t) und die Vektoren c(t) stetig von ¢ abhéngen.
Wihle dazu in Korollar 3.8 einfach a(t) := ||c(t)|| und b(¢) := ||A(2)]|-
Ein weiteres Korollar betrifft das Auseinanderdriften von Losungen mit unterschiedlichem Anfangswert.

Korollar 3.9 Sei wieder f : R x R* — R" stetig in t und Lipschitz-stetig in x mit Lipschitz-Konstante
L. Dann gilt fiir die Losungen x1(t) und z2(t) von & = f(t,x) mit den Anfangswerten z1(to) = ¥ und
T2 (to) = 23 die Abschitzung

|21 (1) — z2(t)] < eHP70l[2f — ).

Beweis: Es ist fiir i = 1,2

zi(t) = i + tf(s,mi(s)) ds
to

also

¢

21 () —22()] < ol —abl+ [ 1f(s,21(5)) = f(s,22(s))| ds
¢
e
< 2 —a2Y + L[ |zi(s) — xa(s)|ds.
to

Die Aussage des Korollars folgt nun direkt aus dem Gronwall-Lemma mit u(t) := |z1(¢) — z2(2)],
a:=|z? — 29| und B := L. O

3.3 Stetige Abhéingigkeit

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass die Losung eines Anfangswertproblems stetig von den An-
fangsdaten und von Parametern abhéngt.

Anschaulich heifit das: Wéhlt man eine Zeit ¢ nahe an to, fiir die Satz 3.2 eine eindeutige Losung garan-
tiert und variiert man die Anfangsbedingungen ein bisschen, dann #ndert sich auch die entsprechende
Losung zur Zeit ¢t nur wenig.

Satz 3.10 (Stetige Abhingigkeit der Losung von den Anfangsdaten) Sei f: R x R* — R" ste-
tig auf dem Zylinder Z := {|t — 10| < a, |z — &| < r} und es gebe Konstanten M, L > 0, so dass

|f(t,z)] < M fir alle(t,z) € Z
|f(t,z1) — f(t,22)|] < L|zy — z2| fir alle (t,21), (¢, z2) € Z.

Dann ezistiert ein § > 0 und eine Umgebung V' von (&, 7o), so dass das Anfangswertproblem
T :f(tax)a x(tO) = o

fiir (zo,to) € V eine eindeutige Lisung auf [to — 0,to + 0] besitzt, die stetig von zo und ty abhingt.
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Beweis: In Satz 3.2 hatten wir ¢ < min(a,r/M, %) explizit konstruiert. Unsere Voraussetzungen erlauben
es daher, § unabhéngig von to und zo zu wihlen, solange diese nur nahe genug bei (&y, 70) liegen.
Die Lésung ist dann gegeben durch
¢
z(t;to, w0) = zo + [ f(s,2(s;to, 70)) ds
to

Mit der Abkiirzung Z(t) = z(¢; %o, Zo) schiitzt man nun ab:

lz(t) —Z(t)] = |z(t;to,w0) — x(t; to, To)|
t t
< |zo+ [ f(s,z(s))ds —Zo + [ f(s,Z(s))ds
to " to ,
< |zo — Zof +/{ |£(s,Z(s))| ds + t £ (s,2(s)) — f(s,2(s))| ds
t
< wo = Zol + Mlto — tol + [ [f(s,2(s)) — f(s,%(s))| ds
to
t
< zo — ZTo| + Mlto — to] +/ L|z(s) — z(s)| ds
to

Setzt man nun
u(t) = |.’I7(t, tg, Eg) — m(t, t_o,il_?o)|

dann gilt fiir |t — ¢9] < &

t
u(t) <|zg — To| + M|tg — to| +L/ u(s) ds

to

Dann erhilt man mit Hilfe der Gronwallschen Ungleichung
u(t) < (|ZEO — f0| + M|2?0 — t0|) (1 + 5L66L) .
Dieser Ausdruck strebt fiir |zg — Zo| + [to — o] — 0 gegen 0 gleichmiBig fiir ¢ € [t — 6, to + J]. O

Man kann diesen Satz auch analog zum Beweis von Satz 3.2 mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes
beweisen. Allerdings muss man praktisch dieselbe Rechnung wie im Beweis von Satz 3.10 durchfiihren,
um die Stetigkeit der Picard-Iteration P in zy und ¢y, nachzuweisen.

3.3.1 Stetige Abhingigkeit von Parametern

Wenn die rechte Seite der Differentialgleichung stetig von einem Parameter A € RP abhiingt, dann hingt
auch die Losung auf [tg — §,to + 0] stetig von A ab. Das muss man nicht mehr neu zeigen, wenn man den
folgenden kleinen Trick benutzt:

Erweitert man die Differentialgleichung ¢ = f(¢,z, ) zu einem System

¢ = f(t,z,])
A = 0,
und betrachtet A als “dynamische” Variable, so besteht wegen A(t) = A(fp) die Abhéngigkeit von A also

nur noch in der Wahl des Anfangswertes A(0). Stetige Abhéngigkeit der Lésung vom Parameter folgt
dann aus der stetigen Abhiingigkeit der Lésung von Anfangswerten.

3.4 Differenzierbare Abhingigkeit

Der Satz iiber die stetige Abhéingigkeit von den Anfangsbedingungen stellt hauptséichlich eine qualitative
Aussage dar: “wenn die Anfangsbedingungen nahe genug beieinander gewiihlt werden, dann unterscheiden
sich auch die Losungen zu einer festen Zeit ¢ nur wenig”.
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X(t)

Abbildung 2: Differenzierbare Abhingigkeit der Losung vom Anfangswert

Analoge quantitative Aussagen erhélt man, indem man nach den Anfangsbedingungen bzw. nach Para-
metern differenziert: Wir werden darum zeigen, dass die Losung z(t; zo, to, A) des Anfangswertproblems

z f(t,z,A)
ZE(to;ZE[),tO,)\) = o

C*-glatt von zg, to und )\ abhiingt, wenn f € C*.

Dabei beschranken wir uns auf den wichtigsten Fall k¥ = 1, hohere Differenzierbarkeit zeigt man aber mit
denselben Argumenten.

Man kann diese Differenzierbarkeit auf zwei Arten verstehen:

1. Wie dndert sich fiir festes ¢ > 0 die Lésung z(¢; 2o, to, A) als Punkt im R™, wenn man z, (oder ¢
oder )) in eine bestimmte Richtung variiert ?

2. Wie éndert sich die Loésung z(+; 2o, to, \) als Element des Banachraums C°([0, t], R"), wenn man z
(oder tp oder ) in eine bestimmte Richtung variiert ?

Beide Fragen hingen natiirlich eng miteinander zusammen.

Kurzer Einschub: Was bedeutet Differenzierbarkeit in einem Banachraum ?

Seien X, Y Banachriume. Wir bezeichnen mit £(X,Y) den Raum der beschrénkten, linearen Abbildungen
von X nach Y. Dann heifit eine Funktion F : X — Y differenzierbar im Punkt zy, € X, falls eine
Abbildung A € L(X,Y) existiert, so dass

F(z + h) = F(zo) + Ah + o(|h])
Die lineare Abbildung A heisst dann natiirlich Ableitung von F' im Punkt zg.

Als erstes untersuchen wir die Ableitung nach dem Anfangswert. Wir werden spéter sehen, dass es aus-
reicht, wenn wir nach dem Anfangswert zy differenzieren kénnen.

Anschaulich sagt uns diese Ableitung etwa: Wie stark und in welche Richtung &ndert sich die Lésung
des Anfangswertproblems zur Zeit ¢, wenn ich den Anfangswert ein kleines Stiick in Richtung g—;}(to)

verschiebe, siehe Abbildung 2. Zunéchst leiten wir rein formal eine Differentialgleichung fiir die Ableitung
9z (t;z0,t0,A) .

oz :
Wenn wir ohne Riicksicht auf Vertauschbarkeit von Ableitungen die beiden Gleichungen des Anfangs-

wertproblems nach xo differenzieren, erhalten wir

d ( Oz oz
E (3—%> - Dwf(tax(t)a)‘)a—xo
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oz
a—%(to;wo,to,)\) = Id

Man erhélt also eine nicht-autonome lineare Differentialgleichung fiir g_zz(,' Daher heifit die Gleichung

0 =D, f(t,z(t),\)v
auch Linearisierung entlang der Lésung z(t) oder Variationsgleichung.
Der folgende Satz rechtfertigt die formale Rechnung:
Satz 3.11 (Differenzierbare Abhingigkeit vom Anfangswert) (Amann, S.129 ff.) Sei f : R x R
stetig differenzierbar und bezeichne z(-; zo,to) die Lésung des Anfangswertproblems
T :f(tvx)a $(t0) = To
firt € [t—,ty]. Dann ezistiert die partielle Ableitung

Oz 1 n n
8—370 eC ([t—at+]7E(R R ))

von x nach dem Anfangswert xo und erfillt die Matriz-Differentialgleichung

d ( Oz Oz
& () = Dertea) g

mit Anfangswert

oz
a—xo(to; Zo, to) = Id.

Beweis: Sei h € R™ ein beliebiger Vektor mit |k| klein und

zn(t;to, o) := x(t; to, xo + h) — z(t; to, o).

Wir wollen also zhh(t) im Limes |h| — 0 beschreiben. Dann ist

zp(t) = 2(tto, zo + k) — &(t;to, To)
= f(tam(t;t07x0+h)) —f(t,m(t;to,mg))
1
= / D, f(t,z(t; to, o) + Ozn(t; to, o))db zp(t)
0
=: Vi(t;to, o, h)zn(t)

und zp(to;to,z0) = h. Nach Korollar 3.8 und der darauffolgenden Bemerkung hat die Matrix-

Differentialgleichung )
Yy = Vi(t; to, 20)Yn, Ya(to) =1d

eine eindeutige Losung, die stetig vom Parameter h abhingt. Wegen der Eindeutigkeit muss dann
zh(t;to, 2o) = Ya(t; to, wo)h
sein. Nun zeigen wir, dass Yy (¢; o, zo) die Ableitung der Losung nach dem Anfangswert ist:

l|z(t; to, zo + h) — x(t;to, zo) — Yo(t;t0, zo)h|| < ||zwn(t; to, o) — Yo(t; to, zo)h]|
= ||Yu(t;to, ®o)h — Yo(t; 0, zo)h||
< |IYa(t; to, m0) — Yo(t5to, zo)l| - A
o(|hl)-

Die Normen kann man auf zwei verschiedene Arten lesen: Entweder fiir festes ¢ € [t_,¢,] als Norm im
R" oder als Norm im Banachraum C°([t_, ¢, ], R™).
Fiir h = 0 ist x5, (¢;t0,z0) = 0, also ist Yy die Losung des Anfangswertproblems

Yo = D, f(t,z(t; to, 20))Yo, Yo(to) = Id.
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Beispiel: Falls = 0 Ruhelage einer autonomen Differentialgleichung & = f(z) ist, so ist die Lineari-
sierung

0(t) = Df(0)v(?)

im Gleichgewicht eine autonome, lineare Differentialgleichung.
Analog ist die Linearisierung entlang eines p-periodischen Orbits v(t) eine lineare Differentialgleichung

0(t) = Df(v(8)v(t) = A(t)o(t)

mit einer p-periodischen Matrixfunktion A.

Uber lineare Gleichungen dieser speziellen Form werden wir in Kapitel 5 und 6 noch einiges lernen.
Insbesondere wissen wir aber schon aus Korollar 3.8, dass immer globale Lésungen zu diesen Gleichungen
existieren.

Behauptung: Es geniigt, dass wir nach dem Anfangswert differenzieren kénnen, dann kénnen wir auch
nach Parametern, bzw. nach der Anfangszeit differenzieren.
1) Um nach Parametern A € RP zu differenzieren, erweitern wir (wie schon im vorigen Abschnitt) die

Gleichung zu
= f(t,z,})
A =0
mit Anfangswerten
z(to; To, to, Ao) = o und A(to; To, to, Ao) = Ao-

Aus der zweiten Gleichung folgt sofort, dass A konstant bleibt, die Abhéngigkeit von A ist also nur noch
im Anfangswert Ao enthalten. Die Ableitungen nach A sind also gerade die Ableitungen nach den letzten
p Komponenten des Anfangswerts. Setzt man

(). = (32)

und nach dem vorigen Satz lautet die Variationsgleichung

so ist

4 (g P\ [ Dafta(®),)) Daftz®)N) (55 3%
7 G S 0 0 oX oY
dzg o dzo 9o
mit Anfangsbedingung
oz Oz
e B Id 0
dzo Ao (t ) — ( n )
ox oA 0
( 9a0 Do ) 0 Idp
. e 1 . Or or . .
Damit erhalten wir fiir die Ableitung v := —— = —— die Gleichung
ox  0OXo

v = D, f(t,2(t), \)v + Drf(t,2(t),\), v(0)=0.
2) Um nach der Anfangszeit ¢y differenzieren zu konnen, setzt man
Z(t — to; xo, 0) := z(¢; o, to), bzw. Z(t; zo,0) := z(t + to; Zo, to)-
Dann 16st diese Funktion das Anfangswertproblem
#(t) = f(t +to, (1)), #(0) =z

mit der festen Anfangszeit ¢t = 0. Die Abhingigkeit von ¢, wird sozusagen vom Anfangswert in die
Differentialgleichung verschoben und ¢y kann als Parameter der Z-Gleichung betrachtet werden. Nach der
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oz

Bto das

vorhergehenden Rechnung zur Differenzierbarkeit der Losung beziiglich Parametern 16st w :=
Anfangswertproblem

W(t) = Do f(t + to, E(t))w(t) + Def(t + to, 2(2)), w(0) =0.

Setzt man v := g—z’ so ergibt sich aus der Relation zwischen Z und z die Gleichung

(%t—@ o0z

ar (1) = g (E—t0) = G (t—to) = v(t) =w(t —to) = f(t,(t)),

woraus durch Differentiation

0(t) = w(t—to) = Dof(t,z(t)2(t) — Def(t,2(t))
= Dof(t,z(t))w(t) + Def(t,2(t)) — Do f(¢,2(2)) f (£, 2(t)) — Def (¢, z(t))
= sz(t,:c(t))v(t)

folgt. Fiir den Anfangswert gilt

g_t:z(t; zo,t0) = v(to) = w(0) — f(to, z(to))
—f(to,ﬂ?o)-

Also 16st v = Jz das Anfangswertproblem

Oto

0 =D, f(t,z(t))v, v(to) =—f(to, o).

Bemerkung: Abhingigkeit vom Vektorfeld

Man kann auch die Abhéngigkeit vom Vektorfeld, also von der rechten Seite der Differentialgleichung
untersuchen. Die Frage ist dann: Wie beeinflusst es die Loésung z(t), wenn man die rechte Seite f(z)
beispielsweise im Funktionenraum C*(R™, R") ein klein wenig dndert (stetige Abhéngigkeit), bzw. in eine
Richtung in diesem Funktionenraum variiert (differenzierbare Abhéngigkeit).

3.5 Fluss und Differentialgleichung

An dieser Stelle soll noch einmal zusammengefasst werden, was wir iiber den Zusammenhang zwischen
Fliissen und Differentialgleichungen bisher gelernt haben. Schon in Kapitel 2 wurde gezeigt, dass man
jedem Fluss eine autonome Differentialgleichung und jeder Evolution eine nicht-autonome Differential-
gleichung zuordnen kann, so dass Fluss, bzw. Evolution das jeweilige Anfangswertproblem losen. Wir
geben nun hinreichende Bedingungen dafiir an, dass auch die Umkehrung gilt:

Satz 3.12 (Von der Differentialgleichung zur Evolution) Betrachte die nicht-autonome Differen-
tialgleichung

(x) &= [t2)
mit f stetig und D, f stetig und der Wachstumsbedingung
£ (&, 2)| < a(t) + b(t)|z],
siehe Korollar 3.8. Definiere ® 1, (o) := z(t), wobei z(t) die Lisung von (x) mit Anfangswert z(ty) = xo
18t.

Dann ist ® eine Evolution.

Fiir autonome Vektorfelder gilt natiirlich eine entsprechende Aussage.



38

Korollar 3.13 (Von der Differentialgleichung zum Fluss) Betrachte die autonome Differential-
gleichung

(k) &= f(z)
mit f € Ct und der Wachstumsbedingung
|f(z)] < a+blz.

Definiere ®;(zo) := z(t), wobei z(t) die Losung von (xx) mit Anfangswert ©(0) = zq ist.
Dann ist ® ein Fluss.

Beweis des Satzes: Wir miissen nachweisen, dass ® : R x R x R®” — R" stetig differenzierbar ist und
die Eigenschaften einer Evolution erfiillt. Dass ® differenzierbar ist, folgt aus Satz 3.11, wegen

-1 _
q>t,s - (I>57t

ist ®; , fiir alle s, ¢ ein Diffeomorphismus.
Aus der Definition von ®; ;,(zo) folgt sofort, dass

®44,10(T0) = z(t0) = 2o

und
Dty 10 © Py 1o (T0) = Pyt (T0)

folgt aus der Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems. a

3.6 Diskrete dynamische Systeme

Die meisten der in diesem Kapitel angesprochenen Fragen stellen sich fiir diskrete dynamische Systeme

Tpt1 = O(2n)
gar nicht oder sind einfach zu beantworten.
o Falls ¢ auf ganz R™ definiert ist, dann existieren die Iterierten z,, automatisch fiir alle n € 7Z.

e Da ¢ differenzierbar ist, hingen auch die Iterierten ¢™ (o) fiir festes n differenzierbar vom Startwert
xo ab. Die Ableitung nach dem Anfangswert erfiillt die diskrete Variationsgleichung

Unt1 = Doz, )vp.

e Falls ¢ stetig (differenzierbar) von einem Parameter abhéingt, dann ist auch ¢" stetig (differenzier-
bar).

4 Numerik von Differentialgleichungen

Dieses Kapitel iiber die numerische Lésung von gewthnlichen Differentialgleichungen kann natiirlich nicht
die entsprechende Vorlesung ersetzen. Ziel ist es vielmehr, die wichtigsten Vokabeln kennenzulernen und
etwas besser zu verstehen, was Programme wie DSTOOL eigentlich machen. Gleichzeitig soll dieses Kapitel
dazu genutzt werden, noch einige Beispiele kennenzulernen, die sich nicht so gutmiitig verhalten, wie die
in Kapitel 1 besprochenen Differentialgleichungen, und bei deren Verstindnis die Hilfe von Computern
ganz entscheidend ist.

Ganz allgemein stellen sich bei der numerischen Behandlung eines Problems (unter anderem) die folgenden
Fragen:

- Mit welchem Verfahren kann man die Lésung (im Prinzip) beliebig genau berechnen ?

- Mit welchem Verfahren geht das besonders schnell und giinstig ?
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Entspricht jede Losung, die ein numerisches Verfahren liefert, auch tatséchlich einer echten Lésung
o

- Kann man im voraus (“a priori”) bestimmen, wie genau man rechnen muss, damit der (absolute
oder relative) Fehler der Niherung unterhalb einer vorgegebenen Schranke bleibt ?

- Wie 148t sich nach der Rechnung (“a posteriori”) feststellen, wie gut die Niherungslésung ist 7

Respektiert bzw. nutzt ein Verfahren die spezielle Symmetrie oder Struktur des gegebenen Problems
o

Wir kénnen hier nur einen Teil dieser Aspekte anreifien und in groben Ziigen erkliren, wie die numerische
Losung von Differentialgleichungen in der Praxis aussieht.

4.1 Eulersches Polygonzugverfahren

Das einfachste Verfahren zur ndherungsweisen Losung von gewohnlichen Differentialgleichungen & =
f(t,z) beruht auf der Beobachtung, dass die rechte Seite f(¢,z) in der Nihe eines Punktes fast konstant
ist. Man wihlt daher eine Schrittweite A und setzt fiir ¢,, := to + nh

mh(tn) = mh(tnfl) +hf(tn-1, mh(tnfl)) (8)

mit dem Anfangswert z”(ty) = zo. Man nennt diese Methode zur Bestimmung einer Niherungslosung
explizites Eulerverfahren.

Bemerkung: Zunichst ist daher die Niherungslésung nur zu den (diskreten) Zeiten ¢,, definiert. Man
kann aber z.B. durch lineare Interpolation eine Niherungslésung fiir beliebige ¢ erhalten:
Fiir t € (t,_1,t,] existiert § € (0, 1] so dass t = t,,_1 + 6h. Setze dann z"(ty) = z¢ und

2 (t) = 2" (tp 1) + Ohf(tn 1, 2" (tn 1)), n=1,2,3,....

Das explizite Eulerverfahren ist eine sehr grobe Ndherung und wird in der Praxis nur wenig verwendet. Sei-
ne einfache Struktur erlaubt uns aber, einen einfachen Konvergenzbeweis zu geben. Die Ndherungslosung
konvergiert also auf einem vorgegebenen Intervall ¢ € [0,7] gegen die richtige Lésung, wenn man die
Schrittweite immer kleiner wihlt:

Satz 4.1 Sei f: R x R® — R"™ stetig differenzierbar und x die Losung des Anfangswertproblems
t=f(t,z), z(0)=xo.
Weiter sei hy, := % und z"» die Niherungslosung nach dem expliziten Eulerverfahren (8). Dann gilt

lim " (T) = z(T).

n—oo

Dies ist nicht die “optimale” Formulierung, es geniigt wie im Satz von Picard-Lindeltf die Stetigkeit
beziiglich ¢ bzw. Lipschitz-Stetigkeit beziiglich # in einer Umgebung der untersuchten “echten” Losung
z(t). Zum Beweis von Satz 4.1 bendtigen wir eine diskrete Variante der Gronwall-Ungleichung:

Lemma: [Diskrete Gronwall-Ungleichung]
Sei (§n) ey eine Folge nichtnegativer reeller Zahlen, die die Ungleichung

€n+l <a+ (1 + ﬁ)gn
mit Konstanten a, 3 > 0 erfillt. Dann gilt

e —1

gn S en,ﬁgo +a /8
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Beweis: Mit Vollstindiger Induktion zeigt man

. 1+8)" -1
6o < (14 6)"0 + a1
n = 1: klar
n—n+l:
€n+l S a+ (1+ﬁ)§n
1+8)" -1
< ar+8) (W6 +a =)
14 8)" —1
< (1+5)”+1€0+a%
Nun ist aber fiir 3 > —1 immer (1 + B)” < €™, daher folgt aus dieser Ungleichung unmittelbar die
Aussage des Lemmas. ]

Beweis von Satz 4.1: Sei L die Lipschitz-Konstante von f und |f(¢,z)] < M in einem kompakten
Gebiet, indem sich alles abspielt.
Es ist

t(te) = a(t) + / " f(s,2(s) ds

T
_ x(tk)+/ Fts + 0, 2(tx + 6)) 6.
0

Mit einer langen, aber elementaren Rechnung erhalten wir dann

B
2" (trr1) — z(trer)| = |2"(tr) + B f (tr, 2" (tr)) — z(ts) —/ [t +0,z(t; +0)) do

hn

<l (t) — x(t)] + / |t + 0, 2(t + 0)) — (b, 2" (1)) dO
hn

< () — a(t)] + / |t + 0, 2(t + ) — F(ta 2(t4))] d6

hn
+ / |F (b 2(tr)) — (b 2" (t4))] 49
0
hn
<l (t) — 2(t)] + hal £ (b, 2(t0)) — £(t, 2 ()] + / LI6] + Lia(t, +6) — a(t)| d6
hn
< WWM—rWN+LMw@w—$W%H+A L|9| + LM|6| do

< l2"(tk) = 2(te)| + Lhalz(te) — " (t)| + ChY,

wobei C' > 0 eine Konstante ist. Aus dem Hilfssatz erhilt man dann mit & := |z"(t;) — z(tx)], a :== Ch2
und B := Lh,, die Abschitzung

nLh, _ 1 C’(eLT _ 1)
h _ <op2 & _ )
2" (1) — (1) < OB = ——hn =0

Bemerkung: Der Beweis sagt nichts dariiber aus, wie klein man A nun in einem konkreten Fall wihlen
muss. Dazu und zu vielen weiteren Fragen, die in diesem Kapitel nur angerissen werden, sei noch einmal
auf die Vorlesung “Numerik fiir Gewshnliche Differentialgleichungen” oder die Spezialliteratur (Hai-
rer/Wanner, Deuflhard/Bornemann,...) verwiesen.
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Der Lorenz-Attraktor (projiziert in die y—z—Ebene)

Intermezzo 1: Die Lorenz-Gleichung
Der Meteorologe Lorenz reduzierte 1963 ein Modell aus der Fluiddynamik auf die drei Gleichungen

£ = o(y—=)
= pr—y—zz
= —fBz+uzy

mit Parametern o, p, 5 > 0. Schon Lorenz selbst untersuchte numerische Losungen dieser Gleichungen.
Fiir 0 =10, 8 = % und p = 28 beobachtete Lorenz, dass die Losungskurven sich schnell einer zweiblétt-
rigen Fliche ann&hern und dann auf diesem schmetterlingsartigen Objekt bleiben. Allerdings konnen die
Lésungen “Exkursionen” auf zwei verschiedene Arten durchfiihren. Schon minimale Unterschiede in den
Anfangsbedingungen kénnen bewirken, dass zwei urspriinglich benachbarte Lésungen sich trennen und
unterschiedliche Exkursionen machen. Von Hand kann man die folgenden Beobachtungen verifizieren:
Symmetrie: Die Lorenz-Gleichung ist symmetrisch beziiglich der Spiegelung an der z—Achse. Wenn man
(z,y,2) durch (—z,—y, z) ersetzt, dndern sich die Gleichungen nicht. Insbesondere ist dann mit jeder
Losung (z(t),y(t), 2(t)) auch (—z(t), —y(t), 2(t)) eine Losung.

Wegen dieser Symmetrie ist die z—Achse invariant: W&hlt man die Anfangsbedingung mit zo = yo = 0,
so ist z(t) = y(t) = 0 fiir alle ¢.

Ruhelagen: Fiir 0 < p < 1 ist ¢ = y = z = 0 die einzige Ruhelage und alle Lésungen konvergieren gegen
diese Ruhelage (wir werden das voraussichtlich in Kapitel 6 genau zeigen). Erhoht man p, dann verzweigt
dieses Gleichgewicht in einer sogenannten Pitchfork-Verzweigung und zwei neue Ruhelagen

(£v/B(p—1),£/Blp—1),p = 1)

entstehen. Wegen der Symmetrie liegen diese neuen Gleichgewichte natiirlich spiegelsymmetrisch
beziiglich der z—Achse.
Beschrinktheit der Lésungen: Sparrow zeigte, dass alle Losungen, die im Ellipsoid

E = {(z,y,2); pz*> +y* + B(z — 2p)* < 4Bp°}

starten, F nicht verlassen konnen. Auch alle Losungen, die auflerhalb starten, erreichen nach endlicher
Zeit die Menge E.
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Mehr zu Verzweigungen, Attraktoren, etc. dann in der Vorlesung Dynamische Systeme II im Sommerse-
mester...

4.2 Einschrittverfahren

Definition: Ein numerisches Verfahren, das z(t,, + h) aus z(¢,) (und f) berechnet, heisst Einschritt-
verfahren der Schrittweite 4. Im allgemeinen erfiillt z(¢,, + h) eine nichtlineare Gleichung der Form

U(z(ty), z(tn + h), L, b, f) = 0.

Kann man diese Gleichung nach z(¢,, + h) auflésen, so handelt es sich um ein explizites Verfahren. Bei
einem expliziten Einschrittverfahren berechnet man die Approximationen also nach der Regel

(tn + R) = 2(tn) + h®(tn, z(tn), h).

Bei einem Mehrschrittverfahren werden die Werte z(to),z(to — h),z(to — 2h),...,z(to — nh) zur
Berechnung von z(to + h) benutzt. Zu Beginn muss man natiirlich ein Einschrittverfahren verwenden, bis
man erst einmal gentigend xz-Werte zur Verfiigung hat.

Das explizite Euler-Verfahren ist ein Einschritt-Verfahren mit ®(¢, z(t,,), h) = f(tn, z(tn))-
Auch das Runge—Kutta—Verfahren (1895) ist ein Einschrittverfahren. Es wird hiufig verwendet, da
es relativ einfach, aber trotzdem recht genau ist. Hier berechnet sich z,; nach der Formel

h h h h
Tpt+1 = Tp + 6k1 + §k2 + §k3 + Ek4

mit
ki = f(t,=),
ke = 2f(t+g,x+gk1),
ks = 2f(t+g,x+gk2),
ks = f(t+h,z+ hks).

Experimente zeigen schnell, dass das Runge-Kutta—Verfahren die Losung viel genauer approximiert
als das Euler—Verfahren. Ein Nachteil des Runge-Kutta—Verfahrens ist allerdings, dass es viele f-
Auswertungen benétigt. Diese sind “teuer”, falls f kompliziert ist.

Bei der Einschitzung der Giite von Einschrittverfahren spielt die Genauigkeit der Approximation von f
durch ® eine grofie Rolle.

Um diese zu messen, setzt man zunichst

2R 20 fijr b £ 0

A(t,z, h, f) = { f(t,z) fiir h =0,

wobei z(-) die Losung mit Anfangswert z(t) = z ist. Fiir Lipschitz-stetiges f ist die Losung eindeutig
und A ist stetig in h.

Definition: Der lokaler Diskretisierungsfehler ist die Differenz zwischen A und ®:

T(t,CE, h) = A(ta T h7 f) - (I)(t, T h7 f)

Definition: FEin Einschrittverfahren heifit konsistent, falls

lim 7(¢,z,h) = 0.
h—0
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Die Konvergenzrate bekommt auch einen Namen:
Definition: Falls fiir alle f € C? gilt, dass
7(t,z,h) = O(|h|"),
so heifit p € N die Ordnung des Verfahrens.
Die Konsistenz eines Einschrittverfahrens ldsst sich sehr einfach nachpriifen:

Lemma: Sei f stetig in t und Lipschitz-stetig in x. Das Einschrittverfahren z"(t,i1) = z™(t,) +
h®(t,, 2" (tn),h, f) ist konsistent genau dann, wenn

lim ®(t,2, b, f) = f(t, 7).

Beweis: Ubungsaufgabe !

Durch Taylor-Entwicklung (lange, aber elementare Rechnung) lisst sich zeigen, dass das Runge-Kutta-
Verfahren ein Verfahren 4. Ordnung ist, lokal wird also die rechte Seite f der Differentialgleichung bis
auf Fehler der Ordnung O(|h|*) genau approximiert.

Das Runge-Kutta-Verfahren gehort zu einer ganzen Klasse von Einschritt-Verfahren, die alle zusammen
ebenfalls Runge-Kutta-Verfahren heiflen.

Ganz allgemein sind sie von der Form

s
Tnt1 = Tn + h®(tn, o, h),  B(tn, 20, h) =D biks
i=1

i—1
k; = f tn + cih,z, + hZaijkj

j=1

Dabei heifit s die Stufenzahl und die Koeflizienten werden oft in den sogenannten Butcher-Tableaus
angegeben:

C1 0 0 cee e 0

Cy | Q21 Q22 ... ... 0

Cs | Qs1 Qg2 ... ... Qgs—1
bp b2 ... ... bs

Fiir “das” Runge-Kutta—Verfahren sieht das Tableau dann folgendermaflen aus:

10 0 O
L1l g 0
I
2 2

110 0 1
i 1 1 1
6 3 3 6

Ein Runge-Kutta—Verfahren 5. Ordnung von Dormand und Prince liegt dem in MATLAB eingebauten
Differentialgleichungsléser ode45 zugrunde.

Eigentlich interessiert man sich aber nicht so sehr fiir die lokale Approximationsgiite eines Verfahrens,
sondern fiir den Wert der N&herungslosung zu einer festen Zeit t. Dieser Wert soll natiirlich fiir h — 0
gegen den Wert der “echten” Losung konvergieren.
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Definition: Der globale Diskretisierungsfehler ist die Differenz
en(t) == z(t) — z™ (1)
wobei t = tg + nh,, fest bleibt. Ein Verfahren ist konvergent, wenn

lim e,(t) = 0.

n—roo

Satz 4.2 (Konsistenz —> Konvergenz) Sei f Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L und das ex-
plizite Einschrittverfahren ® sei konsistent mit Ordnung p.
Dann gilt fiir den globalen Diskretisierungsfehler die Abschitzung

llen(®)]] < C
aus der Konsistenz folgt also die Konvergenz des Verfahrens.

Bemerkung: Der Satz gilt auch bei variablen Schrittweiten h; mit h := max h;.
Beweis: Sei z(t;to, o) wie in Kapitel 3 die exakte Losung des Anfangswertproblems

i:f(tax)a ZE(to) = To-

Wir benutzen nun eine geschickte Zerlegung fiir den globalen Diskretisierungsfehler mit Hilfe einer Tele-
skopsumme:

enltn) = z(tn) — mh(tn) = $(tn;to,$h(t0)) - $(tn§tnaxh(tn))
n—1
= Z (l’(tn;ti,ﬂvh(ti)) - m(tn;ti+la$h(ti+1)))
=0
n—1
= le(tn) — 2"l <Y o(tastin 2 () — @(tn; tisr, 2" (L)) |
i=0
n—1
< D et ti 2" (8)) — @(tivas tipr, 2" (i) ||l 0]
i=0

Die letzte Abschétzung erhilt man mit Hilfe des Gronwall-Lemmas (siehe Korollar 3.9). Die Terme der
Summe sind wegen z(t;y1;ti11, 2" (ti11)) = z"(ti11) lokale Diskretisierungsfehler nach einem einzelnen
Schritt. Wegen der Konsistenz kann man also jeden der Terme in der Summe abschitzen durch

lo(tisns b, () — 2ltisss tion, e Gl < l2(tisasto 2 (8)) — o (tien)
ol 2 (1)) = 2 (60) + ot (1) — 2" 1)
- h
S h(A(tlaxh(tz)ahaf) _q)(tlaxh(tl)ahaf))

h’T(tia mh(ti)v ha f)
ChPJrl

wegen der Konsistenz des Verfahrens. Fiir den globalen Fehler folgt dann

n—1 tn
[2(tn) — 2" ()| < CAPFE Y eHlon—minl < opptt / elltn=tl ¢

=0 to

woraus man durch Integration die im Satz angegebene Abschitzung erhilt. |
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Zu den Einschrittverfahren gehéren auch Verfahren, bei denen man u(to + h) nur durch Losen einer
impliziten Gleichung berechnen kann.
Eine Variante des Euler-Verfahrens geht von der Gleichung

2" (tn) = 2" (tn-1) + hf (tn, 2" (tn)) (9)

aus und heifit implizites Euler-Verfahren (manchmal auch “backward Euler”). Um diese (in aller Regel
nichtlineare) implizite Gleichung niherungsweise nach z"(t,,) aufzul6sen, ist deutlich mehr Aufwand nétig
als bei einem expliziten Verfahren. Was ist also der Vorteil 7 Implizite Verfahren erweisen sich oft als
stabiler, d.h. sie sind weniger anfillig gegen Stérungen, wie beispielsweise Rundungsfehler. Ein implizites
Verfahren ist auch das modifizierte Euler-Verfahren

P (tn) = 2 (tnr) + 5 F(bnot,  (tn1)) + 5 (2" (00)

Intermezzo 2: Chemische Reaktionskinetik In einem chemischen Reaktor werden die Stoffe A und
B zusammengebracht, wobei A und B zu einem weiteren Stoff C reagieren:

A+ B —C.
Dieser neue Stoff C reagiert mit B und produziert 2 Molekiile eines Stoffes D:
B+ C — 2D.

Die Konzentrationen a, b, ¢, d der Stoffe hingen im allgemeinen sowohl vom Ort als auch von der Zeit
t ab. In einem gut durchgeriihrten Reaktor kann man allerdings ndherungsweise davon ausgehen, dass
die Konzentration eines beliebigen Stoffs an jedem Ort dieselbe ist, Inhomogenitidten werden sofort durch
Mischen ausgeglichen.

Nach dem Massenwirkungsgesetz ist die Anderung der Konzentration ¢ durch die erste Reaktion propor-
tional zum Produkt der Konzentrationen a und b. Die Proportionalitdtskonstante heifit Reaktionsrate.
Wie vielleicht aus dem Chemie—Unterricht bekannt ist, laufen in der Regel auch die umgekehrten Reaktio-
nen ab, allerdings oft mit einer vollig verschiedenen Reaktionsrate. Bezeichnet man die Reaktionsrate fiir
die erste Hinreaktion mit k; und die Rate fiir die Riickreaktion mit l~cl und seien ko, 122 die entsprechenden
Raten fiir die zweite Reaktion, dann gelten die folgenden Differentialgleichungen:

= —klab+l~€10

= —kiab+ kic — kobe + kod?
= kyab— kic — kabe + kod?
= +kobc — kod?

Q. O o 2

Das ist alles noch recht iiberschaubar, in der Praxis hat man es jedoch oft mit mehreren Stoffen
und Hunderten von moglichen Reaktionen zu tun. In diesem Fall kann man nur mit Hilfe einer
Computersimulation Einblick in das Verhalten der Losungen erhalten. Erschwert wird diese Simulation
dadurch, dass viele der Reaktionskonstanten nicht oder nur unzureichend genau bekannt sind. Man muss
daher versuchen, die numerische Simulation mit gemessenen Daten zu kombinieren, um auf diese Weise
wihrend der Rechnung die bené6tigten Parameter zu bestimmen.

4.3 Schrittweitensteuerung

Bei allen in der Praxis verwendeten Verfahren kann man zeigen, dass sie fiir Schrittweiten hA ~\, 0 die
Losung richtig approximieren. Besonders wenn man die Losung iiber ein grofies Zeitintervall verfolgen
will, m6échte man moglichst grofe Schrittweiten wihlen, dabei den (lokalen) Fehler jedoch unter einer
gegebenen Schranke halten. Das ist auch extrem wichtig fiir sogenannte “steife” Probleme, bei denen
unterschiedliche Zeitskalen auftreten und die Gréflenordnung der rechten Seite stark schwankt.
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Die Schrittweitensteuerung wird oft auf Basis der folgenden Uberlegung durchgefiihrt: Je grofer die
Schrittweite, desto kleiner der Einfluss von Rundungsfehlern, desto grofler aber der lokale Diskretisie-
rungsfehler. Fiir ein Verfahren der Ordnung p ist (asymptotisch)

2(tn +1) = 2" (tns1)ll = ChP

Man tut nun so, als ob diese Beziehung tatséchlich gilt und bestimmt die Konstante C. Dann kann man
daraus die optimale Schrittweite h berechnen. Leider kennt man ja auch die “echte” Losung z(t, + 1)
nicht, sonst miisste man sie ja nicht numerisch berechnen. Also ersetzt man die genaue Losung durch eine
andere, hoffentlich bessere, Niherung, zumeiste eine, die mit einem Verfahren htherer Ordnung gewonnen
wird.

Da die Argumentation auf dem Vergleich des lokalen Fehlers beruht, benutzt man in der Praxis zum
einen eine Begrenzung der Schrittweite nach oben und unten (siche “Propagation”-Menii bei DSTOOL) als
auch einen “Sicherheitsfaktor”.

Der in DSTOOL eingebaute Loser Runge-Kutta 4QC besitzt solch eine Schrittweitensteuerung. Leider konn-
te ich in der Dokumentation zu DSTOOL keine Informationen iiber das zugrundeliegende Verfahren fin-
den. Vermutlich handelt es sich aber um die Kombination zweier Runge-Kutta-Verfahren: Ein Verfahren
4. Ordnung wird benutzt, um eine Niherung fiir z(¢ + h) zu berechnen. Mit einem Verfahren 5. Ordnung
berechnet man eine bessere (?) Nidherung und versucht, durch Vergleich dieser beiden Approximationen,
die optimale Schrittweite zu bestimmen.

DSTOOL stellt aufler dem Runge-Kutta-Verfahren mit variabler Schrittweite ein weiteres Verfahren mit
Schrittweitensteuerung zur Verfiigung. Das Bulirsch-Stoer-Verfahren verwendet die sogenannte ex-
plizite Mittelpunktsregel (modified midpoint method) Dabei wird der eigentliche Zeitschritt A in k
kleinere Schritte der Liange h/k unterteilt. Man berechnet dann von (tg,zo) ausgehend

h
T = xo-i—Ef(tO,xo) expliziter Eulerschritt
ih
i = t0+% fiiri =1,2,...,k
h .
Tit1 = xi_1+2Ef(ti,xi) firi=1,2,...,k— 1.

Man erhilt dadurch zj als Ndherung fiir die Losung zur Zeit tg + h. Interessant ist, dass hier der globale
Diskretisierungsfehler fiir gerade k¥ nur gerade Potenzen von h enthilt. Man probiert nun der Reihe
nach verschiedene Unterteilungen, d.h. verschiedene k aus. Dann versucht man daraus zu extrapolieren,
welchen Wert man bei einer extrem feinen Unterteilung (k = oo) erhalten wiirde. Diesen Wert wihlt man
dann als N#herung fiir z(to + h)

Intermezzo 3: Die Van—der—Pol-Gleichung
Wir betrachten die Differentialgleichung

er = y+z(l-2%)
j = —a

mit einem sehr kleine Parameter ¢ < 1. Was kénnen wir iiber die Losungen dieser Gleichung sagen ?
Falls y + z(1 — %) deutlich grofler als ¢ ist, dann ist & = 2(y + z(1 — z%)) sehr groB, sowohl absolut als
auch im Vergleich zu g. Die Losung ist also schnell und bewegt sich (fast) parallel zur y—Achse. Nur wenn
y+z(1 —z?%) in der GréBenordnung ¢ ist, sind # und § von vergleichbarer Gréfe. In einer Umgebung der
kubischen Parabel y = —z(1 — 2?) erwartet man also eine langsamere Bewegung.

Formal kann man zunéchst auch einfach € = 0 setzen und erhélt dann das sogenannte “langsame” System

0 = y+z(l-12?)
y = -z

Die erste, algebraische Gleichung beschreibt eine Kurve K, die zweite (Differential-)Gleichung kann man
als Fluss auf dieser Kurve interpretieren. Sie sagt aus, wo Lésungen nach oben bzw. nach unten verlaufen.
Probleme treten dabei an den Extrema der Kurve K auf.
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y
echte Trajektorie
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— y = -x(1-%°)
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schnelles System

Abbildung 3: Das singulér gestérte Van—der—Pol-System

Multipliziert man die urspriingliche zweite Gleichung mit 1/¢ und skaliert dann die rechte Seite (Euler-
Multiplikator !), so erhilt man die Gleichungen

= y+az(l-2?
Yy = —€x
Wenn man hier € = 0 setzt, gelangt man zum “schnellen” System
i = y4+az(l—2%)
y =0

das die oben schon beschriebene schnelle Bewegung parallel zur z—Achse beschreibt.

Singuldre Storungstheorie sagt aus, wie man die beiden Systeme kombiniert, um Ldsungen fiir € > 0 zu
erhalten. Man erhilt dabei Losungskurven, die sich abwechselnd fast genauso wie das langsame bzw. das
schnelle system verhalten. Anschaulich geht das wie in Bild 3.

4.4 Pradiktor-Korrektor-Verfahren

Bei den sogenannten Pridiktor-Korrektor-Verfahren kombiniert man ein explizites und ein implizi-
tes Verfahren miteinander. Fiir die Losung des impliziten Verfahrens braucht man einen einigermafien
guten Startwert. Diesen liefert das explizite Verfahren. Das fiihrt zu der folgenden Taktik, wobei wir zur
Abkiirzung z := z"(nh) und f* = f(nh,z"(nh)) schreiben:

Pradiktor: Berechne z" mit einem expliziten Ein- oder Mehrschrittverfahren:

Jj—1 j—1
ho_ . _¢h
Yn = ZaJmnfj#i +h E :ﬁa n—jti
=0 =0

Korrektor: Setze yg)) := y. Tteriere ein implizites Verfahren, um sukzessive yg), yg), ceny y,(zm) zu erhalten und
setze dann a:z = yf]m). Dabei ist m entweder eine feste Zahl von Iterationen oder man iteriert so

(m—
n

lange, bis die Korrektur |y£Lm) —y 1)| klein genug ist.

Das bekannteste Pridiktor-Korrektor-Verfahren ist das Adams—Bashforth—-Moulton—Verfahren
(ABM-Verfahren). Genau genommen kombiniert man dabei das explizite Adams—Bashforth—Verfahren

h
ThYE = @n + 75 (23fu = 16fu-1 + 5fu2)
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als Priadiktor mit dem impliziten Adams—Moulton—Verfahren als Korrektorschritt.

h
Tp+l = Tp + 2% (f(tn—i-la ngle) +19fn = 5fn-1 + fn—2) .

In diesem Fall ist der Préadiktorschritt von 3. Ordnung und der Korrektor von 4. Ordnung.

5 Lineare Gleichungen

5.1 Die Jordan-Normalform: Das Wichtigste in Kiirze

Wir bezeichnen mit GL(n,R) bzw. GL(n,C) die Gruppe der invertierbaren reellen bzw. komplexen n x n—
Matrizen.

In Linearer Algebra lernt man, wie man eine Matrix durch eine Koordinatentransformation auf eine
moglichst einfache Gestalt bringt. Besonders einfach sind natiirlich Diagonalmatrizen, aber nicht jede
Matrix ist dhnlich zu einer Diagonalmatrizen. Eine einfache Form, auf die man jede komplexe n x n-
Matrix A transformieren kann ist die Jordansche Normalform.

Eine Zahl A\ € C heifit Eigenwert von A, falls eine nichttriviale Losung = der Gleichung

Az =z

existiert. Die Menge der Eigenwerte von A nennen wir das Spektrum o(A4). Die Eigenwerte sind die
Lésungen der charakteristischen Gleichung

det(A — A1d) = 0.

Dies ist eine Gleichung n-ten Grades, die nach dem Fundamentalsatz der Algebra n nicht notwendig
verschiedene Losungen besitzt. Fiir jeden Eigenwert \ ist Ker(A—\1d) := K, ein A-invarianter Unterraum
des (Cn, d.h. AK)\ g K}v

Definition: Die Vielfachheit von A als Nullstelle des charakteristischen Polynoms heifit algebraische
Vielfachheit von \. Die Dimension von K, heifit geometrische Vielfachheit von ).

Wenn fiir alle Eigenwerte die algebraische Vielfachheit gleich der geometrischen Vielfachheit ist, dann ist
die Matrix A diagonalisierbar. Wenn die algebraische Vielfachheit irgendeines Eigenwerts echt gréfier ist
als seine geometrische Vielfachheit, dann ist A nicht diagonalisierbar, es gilt aber die folgende Aussage:
Es existiert eine Zerlegung

C"=X10X20...0X,

in invariante Teilrdume. Zu jedem dieser Teilrdume X; existiert ein Eigenwert );, eine natiirliche Zahl r;
und eine Basis {ej, ..., e, }, so dass

(A-XNId)e, = 0
(A — )\z Id) € = €1
(A-=X\Id)e,, = er_1.

Beziiglich dieser Basis hat A|y, die Matrixdarstellung

A1 0
0 N 1 0
STVAl S=| : NN
0 0 0 .. 1
0 0 0 ... X\

Man bezeichnet diese Matrix als Jordan-Block der Linge r; zum Eigenwert \;. Die \; miissen dabei
nicht verschieden sein. Jeder Unterraum X; enthélt genau einen Eigenvektor. Man nennt

E)\ = @ Xl
A=A
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den verallgemeinerten Eigenraum zum Eigenwert .
Fasst man alle Jordan-Blécke zusammen, so erhilt man die komplexe Jordan-Normalform von A:

By, O o ... o0
0 By, 0 ... 0
STLAS = : - :
0 0 o ... o0
0 0 0 ... By,
ist eine Blockdiagonalmatrix, die By, sind die Jordan-Blocke zu den Eigenwerten i, Ag,..., A, wobei

m die Summe der geometrischen Vielfachheiten aller Eigenwerte ist.

Bei der reellen Jordanschen Normalform fiir eine reelle Matrix A sehen die Blocke etwas anders aus.
Zunichst sollte man sich kurz klar machen, dass fiir jeden Eigenwert X\ einer reellen Matrix A auch die
konjugiert komplexe Zahle \ ein Eigenwert ist, denn:

Az =Mz <= Az =)z < AT =)\T < AT = )\7.

Bei echt komplexen Eigenwerten werden daher immer die verallgemeinerten Eigenrdume zu den Eigen-
werten A und )\ zusammengefasst. Ein Jordan-Block zum Paar komplexer Eigenwerte pe**® hat dann die
Gestalt

pcosa —psina 1 0 0 0

psina  pcosa 0 1 0 0

0 0 pcosa —psino 0 0

g1 A|Xi S = 0 0 psina  pcosa 0 0
0 0 0 0 ... pcosa —psina
0 0 0 0 ... psina pcosa

Beweise finden sich in Biichern iiber Lineare Algebra.

5.2 Die Matrix-Exponentialfunktion

Hoffentlich erinnert sich noch jeder an die Matrix-Exponentialfunktion aus Kapitel 2:

Definition: Sei A eine n x n—Matrix. Dann ist die Exponentialabbildung definiert durch

> tk
At k
et = _k!A .
k=0

Die Reihe konvergiert fiir alle ¢ € R, da sie eine absolut konvergente Majorante el 4ll* besitzt. Wie im Fall
von Potenzreihen (A € R) zeigt man durch geschicktes Umordnen, dass

eAteAs _ eA(t—&-s)‘

Falls A = diag(\1, M2, ..., \n) eine Diagonalmatrix ist, dann ist natiirlich e4* = diag(e*?, e?2t, ..., ernt).
Etwas allgemeiner: Hat A Blockdiagonalgestalt, dann geniigt es die Exponentialabbildung der Blécke zu
berechnen, denn dann hat auch A™ fiir alle m dieselbe Blockdiagonalgestalt.

Im allgemeinen gilt jedoch nicht, dass e?e? = ePe? (Gegenbeispiel ~» Ubungsaufgabe). Allerdings gilt
das folgende, etwas schwiichere Resultat:

Lemma: Fualls die beiden n x n—Matrizen A und B miteinander kommutieren, d.h. falls AB = BA gilt,
dann st
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Beweis: Es gilt fiir alle m € N: AB™ = B™A und damit auch Ae® = eB A. Betrachte nun M;(t) :=
eAteBt und My (t) := e(ATB)t, Dann gilt

d
S Mi(t) = AeePt + et BB = (A+ B)My(t), Mi(0) =1d
und i
%Mz(t) = (A + B)Mx(t), M(0) =1Id.
Beide Matrix-Funktionen M;(t) und M>(t) losen also dasselbe Anfangswertproblem. Damit ist
eAteBt = o(A+B)t Ganz analog zeigt man eBteAt = (BHA)t — o(A+B)t |

Als Nichstes berechnen wir e4? fiir einen Jordan-Block:

Lemma: Sei B) ein Jordan-Block der Grifie m zum Eigenwert A, d.h.

A1 0 ... 00O
0 A1 ... 00
00X ... 00
By = .
0 0 O Al
0 0 O 0 A
Dann st »
t t?/2! (fnflz,
o
1t o2
eBrt = At 001 BN L (10)
0 0O t
0 0O 1

0 1 0 0
0 01 0
0 0O 0
N = .
: 0
0 0O 1
0 0O 0

Da N mit AId kommutiert, ist

eBAt — MIAENE _ MId Nt _ Mg Nt

Die Matrix et 148t sich mit Hilfe der Reihendarstellung berechnen: Es ist

0t 0 0 00¢#¥ 0 ...0
0 0 ¢ 0 000 ¢t ...0
00 0 0 Co
Nt = , (Nt)? = o ’ ) T , etc.

o 0 000 0 .. ¢
0 0 0 t 0 00 O ...

0 0 0 0 0 00 O ... 0

die Reihe fiir e™V* ist also in Wirklichkeit nur eine endliche Summe mit (m — 1) Gliedern. 0

Das Rezept: e berechnet man also konkret wie folgt:
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1. Bestimme die Jordan-Normalform J von A mitsamt der zugehérigen Transformation S, so dass
S~1AS = J. Dazu miissen die Eigenwerte, Eigenvektoren und ggf. die Hauptvektoren bestimmt
werden.

2. Fiir einen Jordanblock B, der Grofle m zum Eigenwert A konnen wir eB*? nach (10) berechnen.

3. Fiir die gesamte Jordan-Normalform J ist e/t eine Blockdiagonalmatrix, deren Blocke aus den
Exponentialabbildungen e®*? der einzelnen Jordan-Blocke bestehen.

4. Transformiere wieder zuriick in die Original-Koordinaten: et = Se/t*S~1.
Die Matrix-Exponentialfunktion verkniipft die Determinante und die Spur einer Matrix wie folgt:
Satz 5.1 (Liouville-Formel) Sei A eine reelle oder komplexe n x n-Matriz. Dann ist

det (eAt) _ eSpur(A)t‘

Beweis: Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, dass A bereits in Jordan-Normalform ist, denn
Determinante und Spur einer Matrix sind als Produkt bzw. Summe der Eigenwerte invariant unter Ko-
ordinatentransformationen. Dann ist

det e?? = Hdet (eB*jt) = H det (eMt@th) .
J J

Fiir jeden Jordan-Block By, ist aber det(e**e™i?) gerade (eif)™i = e™i*it, wobei m; die Grofe des
Jordan-Blocks ist. Die Summe der Grofien der Jordan-Blécke zu einem Eigenwert A ist aber gerade dessen
algebraische Vielfachheit, daher ist
Zemj)\jt — eSpur(A)t‘
J

5.3 Autonome lineare Differentialgleichungen
Wir betrachten mit

Satz 5.2 Sei A eine reelle oder komplexe n x n—Matriz. Dann besitzt die lineare autonome Differential-
gleichung
t = Ax

fiir jeden Anfangswert zo € R eine eindeutige, fiir alle t € R definierte Losung z(t) = e?txy.

“Beweis”: Das wissen wir eigentlich schon. In Kapitel 2 hatten wir gesehen, dass man die rechte Seite
Az als Vektorfeld zum Fluss ®(t,z) = eAtz erhilt. Aus den Ergebnissen aus Kapitel 3 (insbesondere
Korollar 3.8) ergibt sich, dass die Differentialgleichung eine eindeutige, globale Lésung besitzt. a

Wie man diese Losung, also hauptsichlich die Matrix e4* berechnet, haben wir im vorigen Abschnitt
schon gesehen. In etwas anderer Form kann man das auch so formulieren:

Satz 5.3 (Exponentialansatz, komplex) Alle komplexwertigen Lisungen x(t) der autonomen linea-
ren Differentialgleichung & = Ax sind von der Form

z(t) = Z pa(t)eM.
Xeo(A)
Dabei ist py ein Polynom, dessen Grad a(\) um eins kleiner ist als der grifite Jordan-Blocks zum Eigen-

wert A. Es ist also
a(d)—1

px = Z pa;t!
j=0

wobei die Koeffizienten py; € C* im verallgemeinerten Eigenraum zum Eigenwert \ liegen.
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Beweis: Sei J := S7!AS die Jordan-Normalform von A mit Jordan-Blécken By, = )\;Id + Nj. Die
Losung z(t) zum Anfangswert zo ist dann

z(t) = etMzy = Se’tS 1.

Betrachte nun die Projektionen P; auf die verschiedenen invarianten Unterrdume X; der Jordan-
Normalform. Dann ist

z(t) = SeltS 1z,
= ZS@JtPjS_lmg
J
= ZSeAftethPjS_lxo
J

Z SeNit P S~y eNit.
—~

Polynom in ¢

Fafit man nun noch alle \;, die iibereinstimmen, zusammen so kann man die Losung auch schreiben als

z(t) = Z Z SelNitp; Sy | eM.

A€o (A) \{7; Aj=A}

Da das Bild eines jeden Jordan-Blocks unter S im verallgemeinerten Eigenraum zum entsprechenden
Eigenwert liegt, sind die Koeffizienten des Polynoms p)(t) Vektoren aus diesem verallgemeinerten
Eigenraum. a

Wenn man mit reellen Matrizen A arbeitet, méchte man meist auch reelle Losungen z(t) finden. Reelle
Matrizen sind aber nichts anderes als spezielle komplexe Matrizen. Aus der Linearen Algebra ist bekannt,
dass man von einem komplexen Vektorraum der Dimension n zu einem reellen Vektorraum der Dimension
2n gelangt, wenn man in Real- und Imaginérteil aufspaltet. Auch bei linearen Differentialgleichungen kann
man bei komplexwertigen Losungen Real- und Imaginérteil getrennt betrachten:

Lemma: Sei A eine reelle n x n-Matriz und z(t) eine Lésung der Differentialgleichung & = Az mit
Anfangswert zo. Dann ist zr(t) := Rez(t) eine Ldsung von & = Az mit Anfangswert Re zg.

Beweis: Es ist

o]
—
~
~
I

Re z(t)
Re Az(t)
= A Rez(t) = Azg(t).

Daher 16st zg tatsichlich die Differentialgleichung, natiirlich mit dem Anfangswert zr(to) = Rezg O

Satz 5.4 (Exponentialansatz, reell) Sei A € GL(n,R) eine reelle nxn-Matriz. Dann hat jede Lisung
von z(t) der autonomen linearen Differentialgleichung & = Az mit Anfangswert £(0) € R die Gestalt

z(t) = Z (g (t) cos(wt) + 7x(t) sin(wt)) e,
A=atiweco(A)

wobei gy (t), ra(t) Vektor-Polynome sind.

Beweis:
1. Méglichkeit: Reelle Jordan-Normalform benutzen und die gesamte Theorie noch einmal beweisen.
2. Moglichkeit: Fasse A als komplexe Matrix auf. Dann lisst sich die Losung von & = Az schreiben als
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Aus dem vorigen Lemma wissen wir, dass der Realteil dieses Ausdrucks ebenfalls eine Losung ist, und
zwar zum Anfangswert Re zo = zo. Wegen der Eindeutigkeit ist also die Lésung gegeben als

z(t) = > Repx(t)eM
AET(A)

Zerlege dann die Polynome py sowie e’ = e®*(coswt + isinwt) in Real- und Imaginérteil, um die im

Satz angegebene Darstellung zu erhalten. a

An dieser Stelle soll noch einmal der wichtigste Spezialfall erwidhnt werden:
Rezept: Falls alle Eigenwerte A1, A2, ..., A, von A einfach sind, dann zerlegt man die Anfangsbedingung
xo beziiglich der Basis aus Eigenvektoren vy, v, ..., vy:

o = a1V1 + A2U2 + ... + ApUy.
Die komplexe Losung des Anfangswertproblems £ = Az mit 2(0) = zo lautet dann
z(t) = a1vieMt + asv0e?t + ... + anv,ent.

Die Menge der Losungen einer linearen Differentialgleichung bildet einen Vektorraum. Bevor wir das
beweisen, zur Erinnerung die folgende

Definition: Man nennt k Funktionen fi, fa,..., fr € C°(R,R") linear unabhiingig, falls gilt:

Oélfl(t) +a2f2(t) +...Oékfk(t) =0 Vit = ap=ay=...=qa,=0.

Achtung ! Beispielsweise sind die Vektoren (1,0)” und (¢,0)7 fiir alle Zeiten ¢ linear abhingig, die
Funktionen selbst jedoch nicht, denn

1 t
a1<0>+a2<0>:0w = a; =as =0.

Satz 5.5 (Vektorraumstruktur) Sei A € GL(n,n). Dann bildet die Menge der Lisungen der autono-
men Differentialgleichung & = Az einen n-dimensionalen Vektorraum.

Beweis: Setze L := {z € C*(R,R"); ¢ = Az}. Dann ist L offensichtlich ein Vektorraum, da die Summe
zweier Losungen wieder eine Losung ist und auch pz(t) fiir 4 € R eine Losung liefert. Um die Dimension
des Vektorraums zu finden, erinnern wir uns, dass eine Losung z(t) eindeutig durch ihren Anfangswert
z(0) bestimmt ist. Damit ist L isomorph zum Raum R" der moglichen Anfangsbedingungen und es ist
dim L = n. m|

5.3.1 Langzeitverhalten

Da wir die Losungen von linearen Gleichungen (fast) explizit berechnen kénnen, ist es auch méglich, das
Verhalten fiir ¢ — oo zu beschreiben.

Satz 5.6 Sei A eine reelle oder komplexe n x n—Matriz.

(1) Alle Losungen der Differentialgleichung © = Az konvergieren gegen 0 fiir t — oo genau dann, wenn
alle Eigenwerte von A in der linken komplezen Halbebene {z; Re z < 0} liegen.

(ii) Besitzt A einen Eigenwert in der rechten Halbebene {z; Rez > 0}, so gibt es eine Lisung x(t) mit
lim; o |2(t)] = 0.

(i5i) Alle Losungen der Differentialgleichung & = Az sind fir t > 0 beschrinkt genau dann, wenn alle
Figenwerte von A in der abgeschlossenen linken Halbebene {z; Rez < 0} liegen und fiir alle Eigen-
werte auf der imagindren Achse die geometrische und die algebraische Vielfachheit tibereinstimmen.
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Beweis:
(i) Wir zeigen sogar etwas mehr. Sei a > 0 so klein, dass alle Eigenwerte von A Realteil kleiner —« haben.
Dann gilt

(x) et < Cee

fiir alle ¢ > 0 mit einer Konstante C' > 0. Insbesondere gilt fiir Losungen mit Anfangswert zg

z(t)] = [e**zo| = [le™|] |zo| < Ce™|ao| — 0.

Dabei ist || - || eine beliebige Matrixnorm, beispielsweise || B|| = max |b;;]|.
Um (x) zu zeigen, betrachten wir wieder ohne Einschrinkung A in Jordan-Normalform. Jeder Jordanblock
B trégt einen Block der Form

m—1
t t2/2! (fn—_lz)!
1t <fn—,23>'
Brt— | 001 =
0 0 0 t
0 0 0

zu et bei. Da Re A < —a vorausgesetzt war, sind die entsprechenden Blécke in der Matrix e**e“?* immer
noch gleichméBig beschrédnkt fiir alle ¢ > 0. Daraus ergibt sich die Existenz einer Konstanten C' mit
|le®teA4t|| < C, woraus dann sofort (x) folgt.

Die Konstante C' selbst hingt dabei noch von der gew#hlten Matrix-Norm ab, die wir nicht spezifiziert
hatten (denn schlieBlich sind alle Matrix-Normen dquivalent).

(ii) Wéhle als Anfangsbedingung zo den Eigenvektor v zum Eigenwert A mit positivem Realteil. Dann
ist die Losung von der Form z(t) = e*wv, insbesondere gilt

lz(¢)| = |e>‘tv| = eRe)‘t|v| — 400.

(iii) In diesem Fall treten keine Jordan-Blocke der Grofie 2 oder mehr fiir Eigenwerte auf der imaginédren
Achse auf. Jede Losung ist also von der Form

z(t) = Z pa(t)er + Z caet

A€o (A),ReX<0 A€o (A),ReA=0

wobei py(t) ein Polynom ist und cy ein konstanter Vektor. Dieser Ausdruck ist aber fiir alle ¢ > 0
beschrinkt, womit die Aussage bewiesen ist. a

Wir notieren noch einmal kurz als Korollar, was wir im Laufe des Beweise iiber die Funktionen ¢ — e4?
gezeigt haben:

Korollar 5.7 Sei A eine reelle oder komplere n x n-Matriz.

(i) Falls alle Eigenwerte von A in der Halbebene {z; Rez < —a} liegen, dann existiert eine Konstante
C > 0 (die von der gewdhlten Matriznorm abhingt), so dass

lef|| < Ce=** Vi >0.

(i1) Falls alle Eigenwerte von A in der abgeschlossenen linken Halbebene {z; Rez < 0} liegen und
fiir alle Eigenwerte auf der imagindren Achse die geometrische und die algebraische Vielfachheit
ibereinstimmen, dann ezistiert eine Konstante M > 0, so dass

le** < M vt > 0.
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5.3.2 Gleichungen héherer Ordnung

Lineare Gleichungen héherer Ordnung
2™ 4 gp_12™ Y 4+ 4 asd + a1d + agz = 0, zr€eR

mit konstanten Koeffizienten lassen sich umschreiben als System 1. Ordnung

x = Ax
wobei x = (z, 2, Z,..., af:(m’l))T € R™ und A eine sogenannte Frobenius-Matrix ist:
0 1 0 0o ... 0 0
0 0 1 0o ... 0 0
0 0 0 1 ... 0 0
A=
0 0 0 0o ... 0 1
—Qp —ai —Q2 —A3 ... —Qm—2 —Qm-1

Die Eigenwerte einer solchen Matrix sind Lésungen der charakteristischen Gleichung
A" b G N a2+ a N tag=0

mit Eigenvektoren (1,\,\2,..., ™ 1)T. Natiirlich kénnen auch hier mehrfache Eigenwerte auftreten,
deren algebraische Vielfachheit echt grofer als die geometrische Vielfachheit ist.

Falls z € R* schon vektorwertig ist, dann funktioniert dieselbe Reduktion. In diesem Fall ist x ein Vektor
der Linge mk, die a; sind k x k—Matrizen und die Eintrige in der Matrix A sollte man sich jeweils als
k x k—Matrix vorstellen, insbesondere entspricht jede “1” einer k-dimensionalen Einheitsmatrix.

5.4 Lineare Differenzengleichungen

Durch Iteration kénnen wir die Losung der linearen autonomen Differenzengleichung 1. Ordnung
Ty = ATp_1

mit Anfangswert o sofort hinschreiben als
zn = A"xp.

Potenzen der Matrix A berechnet man wieder am besten, indem man A in die Jordan-Normalform
transformiert.
Differenzengleichungen héherer Ordnung

Tpn =01Tp—1+02Tp—2+ ... AnTp—m

16st man wieder, indem man sie als System 1. Ordnung fiir den Vektor

Xn = (zn—m—i-la Tn—m+2y Tn—m+3y-- - xn)T
schreibt:
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
xn = . . . . . . . xn_l
0 0 0 0 ... 0 1
am Om-1 Am—-2 am-3 ... G2 a1

Analog geht man vor, wenn
Tp=A1Tp_1 + Axp_o+ ... Appn_m

eine lineare Differenzengleichung m—ter Ordnung fiir den Vektor z,, € R* ist.
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5.5 Klassifikation ebener linearer Differentialgleichungen

Wir betrachten in diesem Abschnitt ebene autonome Differentialgleichungen der Gestalt

£ = ax+by
y = cr+dy

mit reellen Koeffizienten a, b, ¢c und d. Man kann beispielsweise die lineare gedidmpfte Pendelgleichung

iP+yt+w’z=0

mit reeller Ddmpfung v > 0 und “Eigenfrequenz” w > 0 in diese Form bringen (mita =0,b =1, ¢ = —w?
und d = —v).
Das charakteristische Polynom der Matrix A := ( (Z 2 ) ist

A —(a+d)X+ad —bc=)\> —spurd X +det A = 0.
Mit den Abkiirzungen A := det A = ad — bc und S := spurA = a + d lauten dann die Eigenwerte

S+4/52—-4A
Al,2 = f
Die Eigenwerte héngen also nicht von den vier Parametern a, b, ¢ und d, sondern nur von den zwei reellen

Groflen A und S ab.
Es sind nun eine ganze Menge Fille zu unterscheiden:

(A) S2—4A >0

(A1) A<O
Dann sind beide Eigenwerte reell mit unterschiedlichem Vorzeichen, das Gleichgewicht z =
y = 0 ist ein Sattel. In Jordan—Normalform lautet die Losung z(t) = etxzg, y(t) = e*ty,.
Daher haben Trajektorien die Gestalt

(B) = (20 Myom, = Clao, vo)a ().

Der Exponent i—f ist hier negativ. Fiir eine Skizze des Phasenportraits siehe Abbildung 4.

(A2) S>0,A>0
Dann sind beide Eigenwerte reell mit positivem Realteil. Die Ruhelage x = y = 0 ist ein
instabiler Knoten. Die Trajektorien lassen sich in derselben Form darstellen wie im Fall
eines Sattels, allerdings ist der Exponent i—f diesmal positiv.

(A3) S<0,A>0
Dann sind beide Eigenwerte reell mit negativem Realteil. Die Ruhelage z = y = 0 ist ein
stabiler Knoten.

(A4) S>0,A=0
Eigenwerte sind dann A\; = S > 0 und Ay = 0. Die Ruhelage z = y = 0 ist Teil einer (instabilen)
Linie von Gleichgewichten.

(A5) S<0,A=0
Eigenwerte sind dann A\; = S < 0 und A2 = 0. Die Ruhelage z = y = 0 ist Teil einer (stabilen)
Linie von Gleichgewichten.

(B) S2 —4A <0

(B1) S>0
Dann besitzt A zwei konjugiert komplexe Eigenwerte mit positivem Realteil. Losungen sind
von der Form z(t) = zoe® coswt, y(t) = yoe® sin wt mit o > 0. Die Ruhelage ¢ = y = 0 ist
ein instabiler Strudel.
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entarteter stabiler
Knotenpunkt

,/ stabiler Strudel

stabiler
Knoten

S%-4A=0

instabiler
Strudel

entarteter instabiler
Knotenpunkt

instabiler
Knoten

Abbildung 4: Klassifikation ebener linearer Differentialgleichungen

(B2) S<0

Dann besitzt A zwei konjugiert komplexe Eigenwerte mit negativem Realteil. Die Ruhelage
x =y = 0 ist ein stabiler Strudel.

(B3) S = 0 Dann besitzt A zwei rein imaginire Eigenwert +2iv/—A. Die Losungskurven sind
Ellipsen, die Ruhelage ist ein Zentrum.

(C) 82 —4A =0
(C1) $>0

Dann besitzt A einen negativen doppelten Eigenwert A mit algebraischer Vielfachheit 2 und
geometrischer Vielfachheit 1. Die Losung hat in Jordan-Normalform die Gestalt z(t) = e*zo+
teMyo, y(t) = eMyo. Die Ruhelage £ = y = 0 ist dann ein instabiler entarteter Knoten.

(C2) S<0

Die Ruhelage z = y = 0 ist dann ein stabiler entarteter Knoten.

5.6 Variation-der-Konstanten

Um nicht-autonome inhomogene Differentialgleichungen der Form

zu losen, erweist es sich (wie in Ubungsaufgabe 5 fiir z € R) als sinnvoll, y(t) := e A¢~t)z(t) zu

betrachten. Dann ist

y(t)

Die rechte Seite hingt iiberhaupt nicht von y ab. Durch direkte Integration erhilt man also

& = Az + b(¢),

zeR

—Ae= ATt (1) 4 e At (1)
—Ay(t) + e~ At (A + b(t))
e Altto)p(y),

u(t) = y(to) + / e Al p(5) ds
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und somit .
z(t) = eAlt=t) g, +/ e~ At=9)p(s) ds.

to

Diese Formel wird uns noch einige Male begegnen !
Die Variation—der—-Konstanten—Schreibweise kann man auch fiir echt nichtlineare Gleichungen

& = Az + g(x), r eR”

verwenden. Angenommen, wir kennen die Lésung Z(t) dieser Gleichung schon und setzen dann b(t) :=
g(Z(t)). Die Gleichung & = Az + b(t) hat dann natiirlich ebenfalls die Lésung Z(¢) die man in der Form

t t
z(t) = el gy 4 / eAt=3)p(s) ds = eAltt0) +/ eAt=3) g(z(s)) ds
to to
darstellen kann. Die Giiltigkeit dieser Darstellung kann man auch durch Differentiation leicht nachpriifen.

Eine entsprechende Formel gibt es auch fiir diskrete dynamische Systeme:
Fiir inhomogene lineare Differenzengleichungen

Tn = Amnfl +bp1

gilt die diskrete Variation—der—Konstanten—Formel
n—1
Tp = AnZEO + Z An_l_]bj,
j=0
die man natiirlich mit Vollstdndiger Induktion beweisen kann:
Induktionsanfang (n = 1): z; = Alzy + by = Alzy + E?:o AP~ ib;
Induktionsschritt (n — n+ 1):

n—1 n
Tnr = Az + by = A(A 20 + Y AT b)) 4 by = A g + )0 Ay
Jj=0 §j=0

5.7 Nichtautonome lineare Differentialgleichungen
In diesem Abschnitt geht es zundchst um nichtautonome Gleichungen der Form
&= A(t)z,

bei denen die n x n-Matrix A(t) stetig von ¢ abhingt. Nach Korollar 3.8 besitzt diese Gleichung eine
globale (d.h. fiir alle t € R) definierte Losung.
Die Losungen bilden wie im autonomen Fall einen Vektorraum, d.h. es gilt das Superpositionsprinzip:

z1(t), z2(t) Losung, o, € C = aw1(t) + fza2(t) Losung.

Da die Losung wie im autonomen Fall eindeutig durch ihren Wert zu einer festen Zeit bestimmt ist, ist
die Dimension des Vektorrraums gerade n.

Wir bezeichnen wie frither mit ®; ;(-) die Evolution zur nichtautonomen Gleichung, es ist also ®; ;, (zo)
die Losung z(t) zur Zeit ¢ mit Anfangsbedingung z(tg) = zo. Wegen des Superpositionsprinzips ist die
Evolution ®, s(-) eine lineare Abbildung, d.h. durch eine n x n-Matrix ®(¢, s) gegeben.

Definition: Die Matrix ®(t,s) heifit Ubergangsmatrix.
Da ® eine Evolution ist, gilt
®(t,s) = ®(t,0) 0 ®(0,5) = ®(,0) o ®(s,0)™".

Insbesondere benétigt man also nur die Matrizen ®(t,0) fiir alle t € R, um alle Ubergangsmatrizen ®(t, s)
berechnen zu kénnen. Leider gibt es kein allgemeines Verfahren, wie man ®(¢,0) aus A(t) berechnet.
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Viele Leute haben in den letzten 150 Jahren viel Zeit darauf verwandt, die Ubergangsmatrizen und ihre
Eigenschaften in wichtigen Spezialfillen genauer zu beschreiben. Wir werden es meist bei dem Ausdruck
(¢, s) belassen.

Definition: Sei A € GL(n). ®(t,0) heift Fundamental-Losung und ist die Lésung der Matrix-
Differentialgleichung )
Y =AY

mit Y (0) = Id.

Fiir jede Losung Y dieser Matrix-Differentialgleichung (mit beliebiger Anfangsbedingung Y (0)) heifit die
Determinante W (t) := det Y (t) Wronski-Determinante zur Losung Y (¢).

Achtung ! Wieder einmal ist die Notation bei verschiedenen Mathematikern und in verschiedenen
Biichern unterschiedlich. Gelegentlich heifien Losungen der Matrix-Differentialgleichung mit det Y (0) # 0
schon Fundamental-Losung und die Lésung mit Y (0) = Id Hauptfundamental-Losung.

Kennt man eine Fundamentallésung, dann kann man das Anfangswertproblem
&= A(t)z, z(0) =10

fiir jeden Anfangswert zo € R" bzw. C" sofort losen: Es ist 2o = ®(0,0)zo, und da ®(¢,0) Fundamental-
Losung ist, gilt fiir z(t) := ®(¢t, 0)zo:

i(t) = ®(t
= A(t
Daher ist z(t) die Losung zum Anfangswert xg.

Obwohl man die Lésung der nicht—autonomen linearen Differentialgleichung nur selten explizit berechnen
kann, gelingt dies fiir die Wronski—-Determinante immer.

Satz 5.8 Fiir die Wronski—-Determinante W der Fundamental-Ldsung ®(t,0) gilt:

t
W (t) = exp (/ Spur A(s) ds) .
0
Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass die Wronski-Determinante W die Differentialgleichung
W (t) = Spur A()W(t), W(0)=1.
erfiillt, da exp ( fot Spur A(s) ds) die Losung dieses Anfangswertproblems ist. Es ist

det ®(t + h,0) = det ®(¢t+ h,t) odet ®(¢,0)
= det(Id + hA(t) + o(h)) det ®(¢,0)

Die Berechnung der Determinante als Summe iiber die verschiedenen Permutationen ergibt:

det (Id + hA(t) + o(h))

det (h(% +A) + (9(h))) — h" det (% +A) + O(h)>

= A" ((%)n -+ (%)n_l SpurA(t) + O(h—"+2)>

= 14 hSpur A(t) + o(h).
Daraus schliefit man, dass
det ®(t + h,0) — det ®(¢,0) — h Spur A(t) = o(h).

Also ist ®(t,0) differenzierbar nach ¢ mit Ableitung

% det ®(t,0) = Spur A(t) det ®(¢,0),
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mit anderen Worten )
W (t) = Spur A(t)W (¢).

Genauso zeigt man, dass
t

det ®(t,tg) = exp ( Spur A(s) ds) .

to

Korollar 5.9 Die Wronski-Determinante W (t) einer Fundamental-Lisung ist fir alle Zeiten ungleich
0.

Satz 5.8 kann auch dazu benutzt werden, zu n—1 linear unabhéngige Losungen einer linearen Differential-
gleichung die “letzte” noch fehlende Losung zu bestimmen (Reduktionsverfahren von d’Alembert).
Meistens geht es dabei um den Fall n = 2, denn wann findet man in einem 6-dimensionalen System
ausgerechnet 5 linear unabhéngige Losungen, ohne auch die 6. zu kennen ?

5.8 Der Satz von Liouville

Der vorhergehende Satz besitzt auch interessante Anwendungen auf nichtlineare Gleichungen:

Satz 5.10 (Satz von Liouville) Betrachte die nichtlineare Differentialgleichung ¢ = f(z) mit zu-

gehorigem Fluss ®;.
d " 97,
12V = / divf(z) de = / (Z gi@) da.

®:(V) ®:(V) i=1

Beweis: Es ist zunichst mit Hilfe der Transformationsregel

|®:(V)] :/ 1dx:/ det(D, ®;) dz.
(V) 1%

Nun ist ®;(y) die Losung der Differentialgleichung # = f(z) mit Anfangswert z(0) = y. Aus Kapitel 3
wissen wir, dass dann D®;(y) die Losung der Variationsgleichung

Y = A(t)Y
mit A(t) := D f(z(t)) ist. Nach dem vorigen Satz 5.8 erhilt man

% det D®(y) = spur D f(®¢(y)) det D4 (y) = divf(®:(y)) det DD (y).

Daher ist

%@t(vn :/V%det(D@)dx:/Vdivf(@t(y))detDQt(y) dy:L(V) div f () da.

Korollar 5.11 (i) Ist f € C*(R,R™) divergenzfrei, so ist der Fluss zur Differentialgleichung & = f(z)
volumenerhaltend, d.h. fiir kompakte Mengen K gilt |9+(K)| = |K| fir alle t.

(11) Der Fluss ®; zum Hamilton-System

. 0H
o= 0q;
. 0H

q = Op:

ist volumenerhaltend.
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Beweis: (i) ist unmittelbar klar.
(ii) Die Divergenz der rechten Seite ist
0’H 0’H
b <o
~  0q:i0p;  Opi0g;

(3

Beispiel: Fiir die Lorenz—Gleichung

£ = o(y—=)
= pr—y—zz
Z = —Bz+uxy

mit den “klassischen” Parametern o = 10, 8 = § und p = 28 gilt
divf=-0-1-8<0

Volumina werden also kontrahiert. Insbesondere sieht man daran, dass der Lorenz-Attraktor eine Menge
vom dreidimensionalen Lebesgue-Maf 0 ist und daher keine offenen Kugeln enthalten kann.

Satz 5.12 (Poincaréscher Wiederkehrsatz) Sei Q C R" ein beschrinktes Gebiet und ® : Q@ — Q ein
volumenerhaltender Homdéomorphismus. Dann gilt:

Zu jedem Punkt x € Q, jeder Umgebung U von z und jeder natiirlichen Zahl ngy existiert ein Punkt y € U
und ein n > ng, so dass ®"(y) € U, der Orbit von y kehrt also in die Nihe von z zurick.

Beweis: Wegen der Volumenerhaltung gilt |®™(U)| = |U] fiir alle n € N. Insbesondere konnen daher
nicht alle Mengen &m0 (U), ®2"0 (U), ®370 (U), . .. disjunkt sein. Sei also ®*™ (U) N &m0 (U) # ) mit k > [.
Dann gibt es y, z € U mit

Hhrno (y) = PHino (2) = 2= Pk—Dno (y) e U.

Bemerkung: Beispielsweise konnen wir als ® die Zeit-1-Abbildung eines volumenerhaltenden Flusses
betrachten. Falls also unter dem Fluss eines Hamilton-System eine beschrinkte Menge in sich abgebildet
wird, dann gilt fiir diese Menge der Poincarésche Wiederkehrsatz. Insbesondere ist der Satz also wahr fiir
Hamiltonsche Fliisse auf kompakten Mannigfaltigkeiten.

Auch fiir nicht-autonome lineare Differentialgleichungen gilt eine Variation-der-Konstanten-Formel:
Die Losung der inhomogenen linearen Gleichung

i = A(t)z + b(2)
mit Anfangswert z(to) = o erhilt man mit Hilfe der Ubergangs-Matrizen ®(t, s) als
t
z(t) = ®(t, to) 7o +/ ®(t,5)b(s) ds.
to

Allerdings hat man nur in Ausnahmefillen eine geschlossene Darstellung fiir die Matrizen ®(¢, s). Dennoch
ist diese Art, Losungen von inhomogenen Gleichungen in Integralform darzustellen duflerst niitzlich. Wie
schon bei autonomen Gleichungen kann man auch die Lésung echt nichtlinearer Gleichungen

z=A(t)z + g(z(t))

in der Variation-der-Konstanten-Form

o) = 2(t, to)an + [ @, 5)g(a(s)) ds

to

darstellen.
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e—Umgebung von M

6—-Umgebung von M

Abbildung 5: Lyapunov—Stabilitit
6 Stabilitét

Definition: Sei ®; ein Fluss. Eine Menge M heifit positiv invariant, falls ®;(M) C M fiir alle Zeiten
t > 0. Analog heifit M negativ invariant, falls ®;(M) C M fiir alle negativen Zeiten ¢ < 0 und
invariant, falls ®;(M) C M fiir allet € R.

Zu den invarianten Mengen gehoéren beispielsweise Ruhelagen und periodische Orbits, aber auch der
Lorenz-Attraktor. Bei der Untersuchung solcher invarianter Mengen (bzw. Ruhelagen und periodischen
Losungen) interessiert man sich nicht nur fiir die Menge selbst, sondern auch fiir das Verhalten von
Trajektorien in der Nihe. Ein besonders wichtiger Aspekt ist die Stabilitét.

Definition: Sei ®; ein Fluss auf R™ und M C R” eine nichtleere, kompakte, invariante Menge. M heifit
(Lyapunov)-stabil, falls es zu jedem £ > 0 ein ¢ > 0 gibt, so dass gilt:

dist (zo, M) < § = dist (P¢(z0), M) < € vt > 0.

Die Menge M heifit asymptotisch stabil, falls es ein € > 0 gibt, so dass fiir alle z¢ mit dist (zo, M) < &
gilt:
lim dist (®¢(z), M) = 0.

t—00

Bemerkung: Die beiden Begriffe sind unabhéngig: es gibt invariante Mengen, die asymptotisch stabil,
aber nicht stabil sind (~ Ubungen, bzw. Amann S. 221).

Fiir lineare Gleichungen # = Az haben wir die (asymptotische) Stabilitit der Ruhelage £ = 0 schon
untersucht. Eine andere Formulierung von Korollar 5.7 (ii) ist

Satz 6.1 (Stabilitit, autonom, linear) Sei A eine reelle oder kompleze n x n-Matriz. Dann ist die
Ruhelage z = 0 genau dann stabil, wenn A keine Eigenwerte in der rechten Halbebene {Rez > 0} besitzt
und fir alle Eigenwerte auf der imagindiren Achse die geometrische und die algebraische Vielfachheit
tibereinstimmdt.

Ganz genauso kann man Korollar 5.7 (i) umformulieren und erhélt

Satz 6.2 (asymptotische Stabilitit, autonom, linear) Sei A eine reelle oder komplexe n x n-
Matriz. Dann ist die Ruhelage x = 0 genau dann asymptotisch stabil, wenn alle Eigenwerte von A
in der linken Halbebene {Rez < 0} liegen.

Dieser Satz behiilt (im Gegensatz zu Satz 6.1) seine Giiltigkeit, wenn man auf der rechten Seite der
Differentialgleichung eine kleine Storung addiert:
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Satz 6.3 (asymptotische Stabilitit, autonom, nichtlinear) Sei A eine reelle oder kompleze n x n—-
Matriz, deren Eigenwerte alle in der linken Halbebene {Rez < 0} liegen, und sei g : R — R™ eine
Lipschitz-stetige Funktion mit

o(z) = oja]), dh. tim IO g

e[—0 |z|
Dann ist die Ruhelage © = 0 der Differentialgleichung
&= Az + g(z)
asymptotisch stabil.

Beweis: Wir wollen zeigen, dass fiir Anfangsbedingungen zp mit |zg| < ¢ die Losung fiir alle Zeiten
t > 0 existiert und dass lim;_, o, z(t) = 0 gilt. Dazu werden wir das Gronwall-Lemma 3.7 verwenden. Wie
schon in Kapitel 5 erwidhnt kann man die Lésung z(t), solange sie existiert, mit Hilfe der Variation—der—
Konstanten—Formel schreiben als

t
z(t) = etz +/ e A=) g(1(s)) ds.
0

Da die Matrix A nur Eigenwerte in der linken komplexen Halbebene besitzt, existiert o > 0, so dass sogar
alle Eigenwerte in {z € C; Rez < —a} liegen. Dann ist wegen Korollar 5.7

t
|z(t)| = Ce™*xy + / Ce=*(t=9)|g(z(s))| ds.
0
Jetzt wihlen wir ein § > 0, so dass gilt

lzZ| <6 = |g(x)] <

Qle

Sei nun
<6}

Ql e

zo €U :={x; |z| <

Dann existiert lim; o, z(t) = 0, denn
t
(1)) < de=ot + / ce=o(t=9)|3(5)| ds.
0

Fiir u(t) := e*|z(t)| gilt dann
¢
u(t) < §+/ eu(s) ds,
0

zumindest solange |z(s)| < §. Aus der Gronwall-Ungleichung folgt dann direkt

t

u(t) <6+ / e6ect=%) ds = fet.

0

Fiir z(t) bedeutet das
|lz(t)| < fe~ (@)t
Insbesondere bleibt tatséchlich |z(¢)| < ¢ fiir alle Zeiten ¢ > 0 und z(t) konvergiert exponentiell schnell
gegen 0. O
Die Aussage von Satz 6.3 heifit gelegentlich auch Prinzip der linearisierten Stabilitit. Das versteht man
besser, wenn man die folgende alternative Formulierung betrachtet:
Satz 6.4 Betrachte die autonome Differentialgleichung
(x) &=f(z), zeR"

Dabei sei f : R* — R™ stetig differenzierbar und f(0) = 0. Dann gilt: Ist die Ruhelage x = 0 asymptotisch
stabil fiir die linearisierte Gleichung
i = Df(0)z,

so ist = 0 auch asymptotisch stabil fir (x).
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Falls z = O fiir die linearisierte Gleichung nur stabil, aber nicht asymptotisch stabil ist, dann erlaubt
dies keine Aussage iiber die Stabilitdt von = 0 in der nichtlinearen Gleichung. Vielmehr miissen dann
wirklich die nichtlinearen Terme héherer Ordnung genau untersucht werden.

Beispiel: Wir betrachten wieder einmal die Lorenz-Gleichung

& = oly—x)
= pr—y—zz
= —fz+zy.

Diesmal wollen wir ¢ = 10 und 8 = % festhalten und p beginnend bei p = 0 langsam erhGhen.
Unabhingig von allen Parametern ist immer x = y = z = 0 eine Ruhelage. Die Linearisierung in dieser
Ruhelage ist

-0 o 0

A=1 »p -1 0

0 0 -p
mit Eigenwerten A\;» = 3(—0 — 1+ /(0 + 1)2 —40(1 — p), und A3 = —f. Zunéchst ist die Ruhelage
fiir 0 < p < 1 daher asymptotisch stabil. Sie wird instabil fiir p > 1. Bei dieser Pitchfork—Verzweigung
entstehen zwei neue Ruhelagen (£1/B(p —1),£4/B(p — 1),p — 1), die fiir 1 < p < asymptotisch stabil
sind. Die Eigenwerte der Linearisierung in diesen Ruhelagen geniigen der kubischen Gleichung

M+ (B+o+1D)A+B(0+p)\+28a(p—1) =0.

Man kann zeigen (Hurwitz—Kriterium), dass die Eigenwerte bis zum Wert

olc+6+3)

pH = c—p—-1

negativen Realteil haben. Dann werden auch diese Ruhelagen instabil und es entstehen periodische Orbits
in ihrer Nidhe Hopf-Verzweigung. Fiir die iiblichen Parameter ¢ = 10 und 8 = % geschieht dies bei
pm = 24.74 .. .. Schon bei etwas kleineren p—Werten entsteht der bekannte Lorenz—Attraktor. Viele dieser
Anderungen (“Verzweigungen”) kann man mit DSTOOL numerisch beobachten.

6.1 Stabilitit von Fixpunkten in diskreten Systemen

Auch fiir diskrete dynamische Systeme kann man die Stabilitdt von Fixpunkten mit Hilfe des Spektrums
der Linearisierung untersuchen. Fiir eine lineare Abbildung

Tnt1 = Amn

ist x = 0 asymptotisch stabil, genau dann wenn alle Eigenwerte vom Betrag kleiner als 1 sind. Diese
Aussage erhilt man aus der Darstellung der Losung als

Tn = Z p/\(n))‘na

AEo(A)

wobei py(n) ein Polynom in n ist, dessen Grad gerade um eins kleiner ist als der gréfite Jordan—Block
zum Eigenwert \. Fiir ein beliebiges Polynom p(n) und A € C mit |A| < 1 gilt aber (~ Analysis I)

lim p(n)A™ =0.
n—oo

Analog ist der Fixpunkt z = 0 stabil genau dann, wenn alle Lésungen beschrénkt bleiben, wenn also alle
Eigenwerte vom Betrag kleiner oder gleich 1 sind und fiir alle Eigenwerte auf dem komplexen Einheitskreis
{z € C; |z| =1} die algebraische und die geometrische Vielfachheit iibereinstimmt.

Falls A einen Eigenwert vom Betrag gréfler als 1 besitzt, ist der Fixpunkt 2 = 0 instabil. Dazu braucht
man nur die Iteration des zugehorigen Eigenvektors zu betrachten.

Mit Hilfe der diskreten Variation—der—Konstanten—Formel kann man wie im kontinuierlichen Fall zeigen,
dass auch hier das Prinzip der linearisierten Stabilitit gilt:
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Satz 6.5 (Stabilitét, nichtlinear, diskret) Betrachte die nichtlineare Abbildung
ZTpt1 = F(z,)

mit f € C! und einem Fizpunkt .. Falls die Jacobi-Matriz DF(z.) in diesem Fizpunkt x. nur Eigen-
werte im Innern des komplexen Einheitskreises besitzt, so ist dieser Fizpunkt asymptotisch stabil.

6.2 Stabilitit von periodischen Losungen, Floquet-Theorie

Wir betrachten in diesem Abschitt ausschlieflich nicht-autonome lineare Differentialgleichungen
z = A(t)z,

bei denen A eine periodische Funktion von t ist. Gleichungen dieses Typs treten insbesondere als
Linearisierung, bzw. Variationsgleichung entlang von periodischen Orbits auf, vergleiche Abschnitt 3.4.
Die Periodizitét von A spiegelt sich auch in der Periodizitét der zugehorigen Ubergangsmatrizen wider:

Lemma: Betrachte
&= A(t)z

mit einer p—periodischen Matriz—Funktion A(t). Fir die zugehérige Evolution ®(t,s) impliziert die Peri-
odizitit von A die Relation
®(t+p,s+p) = (¢, s) Vs,t € R,

Beweis: Sowohl ®(t + p, s + p) als auch ®(¢, s) sind Loésungen des selben Anfangswertproblems:

L9t +p,s+p) = At +p)®(t +p,s+p) = A(t)®(t + p, s + p)

Lo(t,s) = A(t)®(t, 5).

Anfangswerte: ®(to + p,to + p) = ®(to,t0) = Id Wegen der Eindeutigkeit miissen daher ®(¢ + p,s + p)
und ®(¢, s) iibereinstimmen. |

Es gilt der folgende wichtige Satz, der zeigt, wie sich bei periodischen linearen Differentialgleichungen die
Ubergangsmatrizen in einen zeitlich periodischen und einen autonomen Anteil zerlegen lassen.

Satz 6.6 (Floquet) Sei A(t) eine reelle oder komplexe n x n-Matriz, die stetig von t abhingt und
periodisch ist mit Periode p:
At +p) = A(¥) vt e R

Dann hat die Fundamental-Lésung ®(t,0) der Matriz—Differentialgleichung
Y = A(t)Y

die Darstellung
®(t,0) = Z(t)e"™,

wobei die n x n-Matriz B nicht von t abhingt und Z(t) eine p-periodische Matrizfunktion ist.

Beweis:

Falls alles gut geht, ist wegen der Periodizitit Z(p) = Z(0) = Id. Wir miissen also eine Matrix B finden,
fiir die ®(p, 0) = ePP gilt. Das geht so:

C := ®(p,0) ist eine nicht-singulire Matrix. Ohne Einschrinkung ist C' in Jordan—Normalform. Wie
schon friiher betrachten wir einzelne Jordan-Blécke A - Id + N mit einer nilpotenten Matrix N. Da C
nicht-singuldr ist, muss A # 0 sein und wir kénnen o € C finden, so dass A = e®. (Dabei ist o nicht
eindeutig bestimmt, sondern nur bis auf 27iZ.) Sei nun

L :=log (Id + %N) = i(—l)ﬂl@.

=1
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In Wirklichkeit ist diese Summe endlich, da ja N nilpotent ist, und mit Hilfe der Potenzreihen kann man
nachpriifen, dass tatsichlich el = Id + %N ist. Diese nicht ganz kurze Rechnung filhren wir hier nicht
durch. Insgesamt ist dann

1
edtL — eoIdel = \(Id + —N) = C.

A
Die Matrix B := %(a Id + L) hat also die gewiinschte Eigenschaft ®(p,0) = eB?.
Z(t) :== ®(t,0)e Bt ist p-periodisch, denn es ist
Z(t+p) = &(t+p,0)e Bt

= ®(t,—p)e BPe=Bt (siehe Lemma)

= 3(t,0)8(0, —p)®(p,0) e~

= ®(t,0)®(p,0)®(p,0) ‘e B! (siehe Lemma)

= &(t,0)e B

= Z(t).

O

Definition: Die Eigenwerte P, M2, - - -, pn der Matrix B heiflen Floquet-Exponenten, sie sind nur bis
auf ganzzahlige Vielfache von % bestimmt. Die Eigenwerte e#1,e#2 ... et~ von ®(p,0) heiflen Floquet—

Multiplikatoren. Sie sind eindeutig bestimmt. Manchmal werden die Floquet—Exponenten auch als
charakteristische Exponenten bezeichnet.

Der Satz zeigt, dass sich die Losungen der nicht-autonomen linearen Gleichung verhalten wie Losungen
einer autonomen Differentialgleichung £ = Bz, versehen mit einer p-periodischen “Schwankung” Z(t).
Etwas préziser kann man das auch so formulieren:

Korollar 6.7 Betrachte noch einmal die lineare Differentialgleichung
&= A(t)z

mit p-periodischem A € C°(R,GL(n)). Dann gibt es eine nicht-singulire p-periodische Koordinaten-
Transformation ¥(t), so dass die Differentialgleichung in den transformierten Koordinaten autonom ist.

Beweis: Seien B, Z(t) wie in Satz 6.6. Es bietet sich an z = Z(t)y zu setzen. Dann erfiillt y wegen

t=Z@{)y+ Z(t)y = A(t)z = A(t)Z(t)y
die Differentialgleichung
§=207" (A2 - 2(0)) v.
Es ist aber Z(t) = ®(¢,0)e B¢, also
Z(t) = A(t)®(t,0)e "Bt — Z(t)B = A(t)Z(t) — Z(t)B

und schlief8lich
§ = Z() " (AW Z(t) — AWZ () + Z(H)B) y = By.

O

Damit ist klar, dass die Stabilitdt durch die Matrix B bzw. deren Spektrum bestimmt ist. Es gilt der
folgende Satz:

Satz 6.8 Betrachte die homogene lineare Differentialgleichung ¢ = A(t)z mit p—periodischen Koeffizien-
ten A(t).

(i) Die Ruhelage x = 0 ist genau dann stabil (d.h. alle Losungen sind beschrinkt), wenn alle Floquet-
Ezponenten in der abgeschlossenen linken Halbebene {Rez < 0} liegen und fir die Floquet-
Ezxponenten auf der imagindren Achse die algebraische und die geometrische Vielfachheit iiberein-
stimmdt.
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(i) Die Ruhelage x = 0 ist genau dann asymptotisch stabil (d.h. alle Lésungen konvergieren gegen 0),
wenn alle Floquet-Ezponenten in der offenen linken Halbebene {Rez < 0} liegen.

Bemerkung:

1) Wichtig ! Die Frage, ob die Eigenwerte von B in der linken komplexen Halbebene liegen oder nicht,
1iBt sich nicht direkt mit Hilfe der Spektren der Matrizen A(t) beantworten. Es gibt Gegenbeispiele, die
zeigen, dass B Eigenwerte in der rechten komplexen Halbebene besitzen kann, selbst wenn fiir jedes feste
t € R alle Eigenwerte von A(t) in der linken Halbebene liegen !.

2) Fiir die Floquet—Multiplikatoren lautet das entsprechende Kriterium: Die Ruhelage z = 0 ist asym-
ptotisch stabil, falls alle Floquet—Multiplikatoren im Inneren des komplexen Einheitskreises liegen.

Beispiel: Kopfstehendes Pendel (Arnol’d, S. 269 f.)

Eine interessante Anwendung der Stabilitéitstheorie fiir periodische Systeme ist die Stabilisierung der
oberen normalerweise instabilen Ruhelage eines Pendels der Linge ¢ durch schnelle vertikale Schwingungen
des Aufhingepunkts. Die Bewegungsgleichung lautet in diesem Fall

= (w?+hl)z
mit einer 27—periodischen Funktion

—a? fir0<t<T,
h(t)_{ +o? fiirT <t <2

Die Amplitude a der vertikalen Schwingung ist dabei so mit der Frequenz der Anregung verkniipft, dass
die Beschleunigung w? sich immer um denselben Wert &ndert. Bei konstanter Beschleunigung —a? auf
[0, 7], bzw. +a? auf [r,27] ergibt sich fiir die Bewegung A(t) des Aufhéingepunktes um seine Ruhelage

a?t(t —t) firo<t<r
a?(t—T1)(t—27) firT<t<27

A(t) = {

MR NI

mit 27—periodischer Fortsetzung. Man muss o® = 24 wihlen, damit die Maximalauslenkung A(7/2) =

(a?1?)/8 gerade a ist.

Fiir a = 0 ist = 0 ein Sattelpunkt mit Eigenwerten +w, also instabil. Dabei ist w = 4/g/¢ wie in Beispiel
1.1.5.

Wir schreiben die Gleichung wieder um als System 1. Ordnung:

(5) = (Creny ) () =20(;)

Fiir o > 0 kann man die lineare Differentialgleichung auf [0, 7] und [r, 27] jeweils explizit 16sen. Falls die
Schwingung schnell genug ist, dann ist o := 8a/7% > w?, d.h. die Matrix A(t) hat dann fiir ¢ € (0, 7] ein
Paar imaginirer Eigenwerte und fiir ¢ € (7, 27] zwei reelle Eigenwerte.

Man erhilt dann fiir die Ubergangsmatrix nach einer vollen Periode die Darstellung

B(27,0) = coshkr k= 'sinhkr cos Qr Q~lsinQr
DY =\ ksinhkr coshkr —QsinQr  cos Q7

¢(;,T) 2(7,0)

mit k%2 = a® +w? und Q2 = a® —w?. Nun zur Frage der Stabilitéit: Da beide Matrizen ®(27,7) und ®(7,0)
die Determinante 1 haben, gilt auch det ®(27,0) = 1 und die Eigenwerte der Ubergangsmatrix ®(27,0)
(d.h. die Floquet—Multiplikatoren) lauten

spur ®(27,0) + +/(spur ®(27,0))2 — 1

AL =
+ 2

Die Stabilitdtsbedingung lautet daher

| spur ®(27,0) | < 2
<= |2coshkrcoswr + (k/Q — Q/k)sinhkrsinQr| < 2.
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Man setzt nun voraus, dass
2, @ 2._ 9
ef=-<«1 und p*":=%5<K1
l a?

beide sehr klein sind. Dann ist

kT = 2v2e/1+ p2, Qr = 2v/2e/1 — 12

und PN )
a % =24 + O(u*)
und man kann entwickeln:
coshkr = 1+4*(1+p?) + §64 +..t,
cosQr = 1—4e*(1 —p?) +§64+...,
(g - %) sinhkTsinQr = 16e2u® +....

Damit erhidlt man als Stabilitdtsbedingung
16
2(1 — 16e* + ?54 +8e2u% +..) +16e2u% < 2

und unter Vernachlédssigung von Termen hoherer Ordnung

€ g<a

%@; g.

u<

Fiir die Details der Rechnung, siehe [Arnol’d].

Bemerkung: Ahnlich wie man im vorhergehenden Beispiel eine instabile Ruhelage durch duBere An-
regung stabilisieren kann, kann man auch eine stabile Ruhelage durch periodische Anregung instabil
machen. Die meisten Menschen hierzulande begegnen dieser Tatsache mit etwa drei Jahren, wenn sie
alleine schaukeln lernen. Dabei wird durch die Verlagerung des Schwerpunktes die Lange des “Pendels”
periodisch variiert.

6.3 Kleiner Ausblick: Lyapunov—Exponenten

Man kann die Uberlegungen des letzten Abschnitts noch sehr viel weiter verallgemeinern. Betrachten
wir aber zunichst noch einmal einen p-periodischen Orbit z,, einer Differentialgleichung & = f(z).
Das Verhalten der Losungen in der Nihe dieses periodischen Orbits ist bestimmt durch die Floquet—
Multiplikatoren, bzw. im wesentlichen durch den Floquet—Multiplikator mit dem gréfiten Realteil.

Man kann nun eine ganz allgemeine (nicht unbedingt periodische) Trajektorie z(¢) betrachten und un-
tersuchen, wie sich andere Losungen in der Nihe dieser Trajektorie verhalten. Dazu untersucht man die
Linearisierung entlang von z(¢) und fragt sich: Wenn diese nichtautonome lineare Gleichung Lésungen
hat, die sich wie e’ verhalten, wie gro8 ist dann A ? Mit anderen Worten: mit welcher exponentiellen
Rate laufen Losungen in der Nihe von z(¢) (im Mittel) zusammen bzw. auseinander ? Entscheidend ist
dabei wieder die exponentielle Rate mit dem gréfiten Realteil. Diese erhidlt man aus der Formel

1
)\Lyalmnov = tILIg) Z In HDq)t (xO)“’

falls dieser Limes iiberhaupt existiert.
Im Fall eines diskreten dynamischen Systems z,,+1 = f(z,) hat man analog

1 n
ALyapunov = lim —In||D(f")(zo)|l (11)

n—o0o N

o 1¢
= nlggogzllnllDf(mn)ll (12)
]:
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wobei die Identitit

D(f")(zo) = Df(f* *(20)) DS (f" *(0)) ... Df(f(z0)) Df (o)

benutzt wurde. Auch hier ist die Existenz des Grenzwerts zunéchst vollig unklar. Es ist eigentlich ziemlich
erstaunlich, dass man die Existenz dieses Limes unter ziemlich allgemeinen Bedingungen nachweisen kann:

Satz 6.9 (Oseledec, 1968, Grobversion) Fualls das diskrete dynamische System zn+1 = f(zn) die

Trajektorien gut genug “mischt”, dann existiert

X 1
)\Lyapunov = nlggo n In ||D(fn)($0)||

fir “fast alle” Anfangswerte xo und stimmt fir diese Anfangswerte tberein.

Die Eigenschaft, dass f die Trajektorien geniigend mischt, macht man dabei fest an der Existenz eines
ergodischen, invarianten Mafles. Was das ist, werden wir in der Vorlesung “Dynamische Systeme II”
lernen. Beziiglich dieses invarianten Mafles ist auch die “fast alle”—Aussage zu verstehen.

Die genauen Bedingungen und den Beweis des Satzes kann man in Biichern iiber Ergodentheorie finden.

6.4 w-Limesmengen

Um das Verhalten eines dynamischen Systems fiir grofie Zeiten zu beschreiben, fiihrt man den Begriff der
w-Limesmenge ein. Fiir eine einzelne Trajektorie mit Anfangswert zy unter einem Fluss ® schreiben wir
im folgenden wieder ®;(zo).

Y+ (o) := {®¢(x0), t > 0}
bezeichnet den Vorwirtsorbit durch zy und

V- (o) := {®¢(0), t <0}
den Riickwirtsorbit durch den Punkt zg.

Definition: Wir nennen
w(zo) :={y € X, I, /" +oo,y = lim P (z0)}
n—oo
die w-Limesmenge von zo. Ganz analog nennen wir
a(zg) :={y € X, Tt, \y —o0,y = lim &; (z0)}
n—oo

die a-Limesmenge von z.

Bemerkung: Direkt aus der Definition folgt
w(zo) = [ 7+ (2¢(20)) (13)
>0

und entsprechend

(o) = () 7= (@4(0)),

<0
wobei M den Abschluss einer Menge M bezeichnet.

Es ist durchaus moglich, dass die w-Limesmenge leer ist. Der folgende Satz beschreibt die wichtigsten
Eigenschaften von w-Limesmengen.

Satz 6.10 Sei der Vorwdrtsorbit v4(zo) beschrinkt. Dann ist w(xo)

(i) nichtleer
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(ii) kompakt

(iii) invariant und

(iv) zusammenhingend.

Dasselbe gilt fir a(zo), falls der Rickwdrtsorbit y_(zo) beschrinkt ist.

Eine Menge heifit dabei zusammenhingend (~ Topologie I), falls sie sich nicht in zwei nichtleere disjunkte,
abgeschlossene Teilmengen zerlegen 1:ft.
Beweis: Wir zeigen die Aussagen nur fiir w(zg), alles geht genauso fiir die a-Limesmengen.

(i)

6.5

Betrachte eine beliebige Folge ¢, — +00, dann ist die Folge (®;, (20)),,c; beschrénkt, enthélt also
eine konvergente Teilfolge ®;, (o) mit

Too = klggo P, (z0)-
Dann ist zo € w(zo).

Benutze diesmal (13), um zu zeigen, dass w(zg) abgeschlossen ist: Fiir jedes feste ¢ > 0 ist vy (®+(zo)
abgeschlossen. Da der Durchschnitt abgeschlossener Mengen immer abgeschlossen ist, gilt dies auch
fiir w(zp). Weiter ist w(zg) beschriankt und daher kompakt.

Sei y € w(xg) und T € R beliebig. Wir miissen zeigen, dass ®7(y) € w(xo). Zuniichst existiert eine
Folge ¢, — +00, so dass ®;, (zo) — y. Dann gilt aber

& ir(zg) = Prod; (z9) wegen Flusseigenschaft von ®
— ®p(y) fiirn - co  wegen der Stetigkeit des Flusses ®1

Dat, +T — oo, ist D7(y) € w(zo).

Hier argumentiert man indirekt und nimmt an, dass w(zg) nicht zusammenhingend ist. Dann
existieren zwei disjunkte, abgeschlossene, nichtleere Mengen w; und wo, so dass w(zg) = wy U ws.

Da w; und w2 abgeschlossen und beschriankt sind, sind beide Mengen kompakt und lassen sich daher
trennen: Es gibt € > 0, so dass die Umgebungen U (w;) und U, (w2) immer noch disjunkt sind. Die
Trajektorie 4 (zo) kann nicht vollstédndig in einer der beiden Umgebungen liegen. Wihle daher eine
Folge t,, — +00, so dass ®;, (zo) ¢ Ue(w1) U Ue(w2). Diese Folge besitzt eine konvergente Teilfolge,
deren Limes in w(zp), aber weder in w; noch in we liegt. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme
w(zo) = w1 Uws.

Lyapunov-Funktionen

Ein Hilfsmittel, um die Stabilitit von invarianten Mengen nachzuweisen, sind sogenannte Lyapunov—
Funktionen. In einem gewissen Sinne handelt es sich um eine Verallgemeinerung von Ersten Integralen.

Definition: Betrachte die gewohnliche Differentialgleichung z = f(z). Dann heifit die stetig differen-
zierbare Funktion V : R* — R Lyapunov—Funktion, falls gilt:

%V(x(t» = VV (z(1) - f(z(t)) <0

lings Losungen z(t).

Beispiele:
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1. Gradienten—Systeme
Gleichungen der Form
&t =—-VF(z) = f(x), zeR"®

bei denen die rechte Seite der Gradient einer skalaren Funktion F' ist, bringen ihre Lyapunov—
Funktion schon mit: Es gilt ndmlich

d . 2
ZF®) = -VF(2)é = ~f(2)* <0

2. Nichtlineare Pendel mit Reibung
Betrachte wie in Kapitel 2 ein nichtlineares Pendel Z + g(z) = 0, diesmal aber mit Reibung;:

t+vyz+g(z) =0, ~v>0.
Dann ist V(z,&) = $4? 4+ G(z) mit G'(z) = g(z) eine Lyapunovfunktion, denn es ist

d

2V (@(t) = & + g(2)d = —yi® <0.

3. Traveling waves
Bei partiellen Differentialgleichungen der Form

Ut = Ugy + W' (u)

sucht man oft nach Lésungen u(t, z) = U(z —ct), die sich mit konstanter Form und Geschwindigkeit
c fortbewegen. Mit £ := x — ct 16st U dann die Gewohnliche Differentialgleichung

—cU' =U" +W'(U).
Fiir die Funktion .
V(U(€),U'(€) = 50" + WU ()
gilt daher

d
il

@)U (€) + WU (€)
= (e

U©),U'(©)

Wenn also ¢ > 0 ist, dann ist V' eine Lyapunov-Funktion, ansonsten —V'.

Das Ganze funktioniert auch noch fiir Systeme v € R” und Gleichungen der Form
us = DAu+ VW (ug,us,...,u,)
mit einer Diagonalmatrix D und einer Nichtlinearitit, die Gradientenform hat.

4. Neuronale Netzwerke
Die ANregung gekoppelter Neuronen (Nervenzellen) wird beschrieben durch ein System von Diffe-

rentialgleichungen
N

i = —ui + > Tijg(u;) + I;
j=1
i = 1,2,...,N, wobei N die Anzahl der Neuronen ist, (T;;) eine symmetrische Matrix und g
eine differenzierbare, monoton wachsende Funktion mit g(0) = 0 ist. Jedes Neuron erfihrt also
eine gewisse Dampfung, aber auch eine Anregung durch die iibrigen Neuronen, sowie eine globale
Anregung I;.

Betrachte w; := g(u;) als neue Koordinaten und setze G(w;) := Owi g () dz. Dann ist

V(wy,wy,...,wy) := —% ZTijwiwj + ZG(wi) - Zwifi
i : :
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eine Lyapunov—Funktion.

Dazu berechnet man zunéchst

ov 1 1 _
w0, = —§;Tijwj_§zj:Tjiwj+g Ywi) = I
N
= —ZTijg(uj) +u; — I;
j=1
= g

Damit ist dann
N

= ;g (w) i; <0
——

i=1

dV LIV dw
dt =~ 4~ Jw,; dt
=1 >0

Wie Lyapunov-Funktionen und Stabilitdt zusammenhingen zeigt beispielsweise das folgende einfache
Lemma:

Lemma: Sei V' Lyapunov—Funktion und x = 0 sei ein striktes lokales Minimum von V, d.h. es existiert
Umg. U mit V(y) > V(0) fir alley € U \ {0}.
Dann ist x = 0 ein stabiles Gleichgewicht.

Beweis: Zeige zunichst, dass x = 0 ein Gleichgewicht ist.
Stabilitdt: Wihle eine Umgebung U.(0). Sei o := min{V (y); y € 0U.(0)}. Wegen der Eigenschaft von V
und der Kompaktheit des Randes U, (0) ist a > 0. Wihle nun ¢ > 0 klein genug, so dass

B :=max{V(y); y € Us(0)} < a.

Dann gilt fiir zg € Us(0) natiirlich V(zg) < 8 und daher auch V(®;(z¢)) < S fiir alle ¢ > 0. ®;(zo)
erreicht also nie den Rand von U.(0), d.h. z = 0 ist stabil. O

Auch zur asymtotischen Stabilitit kann man mit Hilfe von Lyapunov—Funktionen Aussagen treffen:

Lemma: Sei V eine Lyapunov-Funktion fir = f(z) mit

V(z) =VV(z)-f(z) =0 < f(z)=0

und x = 0 sei sowohl isolierte Nullstelle von f als auch lokales striktes Minimum von f. Dann ist z =0
asymptotisch stabil.

Beweis: ~» Ubungsaufgabe ?

Satz 6.11 (Invarianzprinzip von La Salle) Sei ®, Fluss mit Lyapunov-Funktion V und w(zo) # 0.
Dann ist w(zo) in einer Niveaumenge {z; V(z) = const.} enthalten:

Y1,92 € w(zo) = V(y1) = V(y2).

Beweis: Da die w—Limesmenge nichtleer vorausgesetzt wurde, existiert yo € w(zo) und eine Folge ¢, — oo
mit @, (z9) — yo. V ist monoton fallend entlang der Trajektorie ®;(xz¢), also existiert

lim V(®4(z0)) € RU{—o00}.

t—o00

Natiirlich muss dann
lim V' (®¢(xo)) = V(yo)

t—00

sein und fiir alle Punkte y aus der w-Limesmenge gilt wegen der Stetigkeit von V:

V(y) = lim V(®,(20)) = V(¥o)-

tn—00
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Bemerkung: Damit gilt dann insbesondere, dass

w(zo) € {z; V(2) = VV(z) - f(z) = O}.

6.6 Mittelung (Averaging)

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Stabilitit von Losungen unter kleinen periodischen Stérungen.
Dabei geht es anders als bisher nicht um Lyapunov—Stabilitdt oder asymptotische Stabilitit, sondern man
mochte zeigen, dass die Losungen der gestorten und der ungestorten Gleichung iiber einen endlichen, aber
von der Grofle der Storung € abhingigen Zeitraum nahe beieinander bleiben.

Ein typisches Ziel dabei ist es zu zeigen, dass Losungen mit derselben Anfangsbedingung nach der Zeit
t = 1/e sich nur um ce unterscheiden. Ganz naiv wiirde man ja vermuten, dass eine Stérung der Gréfie ¢,
die iiber eine Zeit der Ordnung O(1/¢) einwirkt am Ende eine Differenz der Gréfienordnung O(1) bewirkt.
Solche Probleme mit periodischen Storungen tauchen auch an Stellen auf, an denen man sie nicht auf
den ersten Blick erkennt.

Als Beispiel dafiir betrachten wir einen “schwach nichtlinearen” Oszillator

t+z=cf(z,z)
mit |¢| < 1, den wir auch als System
T =y
y = —z+ef(z, )

schreiben konnen. Die “Storung” f wird dabei keineswegs periodisch angenommen, sie soll nur stetig
differenzierbar und beschrankt sein.
Fiir € = 0 sind alle Losungen von der Form

z(t) =rcos(t + ¢), y(t) =rsin(t+ @)

mit einem Parameter ¢, der durch die Anfangsbedingungen bestimmt ist.
Fiir € # 0 kann man nun Lésungen in der Form

z(t) =r(t)cos(t + ¢(t)), y(t) = —r(t)sin(t + (t))

suchen und Gleichungen fiir » und ¢ herleiten. Das geht dhnlich wie bei der Transformation von Glei-
chungen auf Polarkoordinaten. Es ist

z(t) = r(t)cos(t+ o(t)) —r(t)(1 + gb(t)) sin(t + ¢(t)) = —r(¢) sin(t + ¢(t))
g(t) = —r(t)sin(t + () — r(¢)(1 + ¢(t)) cos(t + ¢(t)) = —rcos(t + @) + ef(r cos(t + @), —rsin(t + ¢)).
Durch geeignete Linearkombinationen dieser Gleichungen erhélt man fiir » und ¢ dann

r(t) = —esin(t+ @(t))f(rcos(t + ¢), —rsin(t + @) =: —eg(¢,r, P)

() = —; cos(t + @) f(r cos(t + @), —rsin(t + ¢)) =: —;h(t, T, d).

Falls nun r # 0, dann ist die rechte Seite dieser Gleichung klein (nimlich O(g)) und 2r—periodisch in .
Man mochte nun die Lésungen dieser Gleichung mit den Losungen der autonomen Gleichung vergleichen,
die man erhélt, wenn man die periodischen rechten Seiten durch ihre Mittelwerte

1 27
g(Ta ¢) = % o g(t7 T, ¢) dt7
R 1 2m
h(Ta ¢) = o= h(t7 r, ¢) di

2m Jo
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ersetzt.

Die Motivation dafiir ist die folgende:

Skaliert man die Zeit, indem man 7 := ¢t einfiihrt, dann gelten beziiglich dieser neuen Zeit die Differen-
tialgleichungen

HOREREERN)
#) = —n(C,r6).

Die kleinen 2m—periodischen Stérungen kann man also auch auffassen als grofle, aber hochozillatorische
Storungen. Man hofft, dass sich von diesen Stérungen nur der Mittelwert auswirkt und alles andere sich
“im Mittel” ausgleicht. Préziser sagt das der folgende Satz.

Satz 6.12 (Averaging) Betrachte das Anfangswertproblem
b= cf(t,z) +2g(tz,e), 2(0) = .

Wir nehmen an, dass f und g stetig differenzierbar sind und mitsamt ihren Ableitungen gleichmifSig
beschrinkt sind. (Diese Annahmen kann man ohne Probleme abschwichen, wenn es ndotig ist.) Weiter
sei f eine T—periodische Funktion und

. 1 [T
fo) =7 [ feya
0
sei der Mittelwert von f. Mit y(t) bezeichnen wir die Lésung des gemittelten Anfangswertproblems

2)=6f(y), ZE(O) = Zo-

Dann gilt:
|z(t) — y(t)| = O(e) auf der Zeitskala O(1/e), d.h. es existieren €9 > 0, so dass

l2(t) — y(t)] < Cre fir0<t< 0_

gilt fiir alle 0 < e < g mit Konstanten Cy, Cy > 0, die nicht von £ abhdngen.
Beweis: Wir suchen eine Koordinatentransformation z = £ + €h(t, £), so dass ¢ die Differentialgleichung
£=ef(€) +R(E te)

erfiillt. Dabei soll h eine beschriankte Funktion sein, damit z und £ O(¢)-nahe sind. Es gilt

: oh - oh
€ + 68_65 + SE = Ef(tv 5 + Sh(ta g)) + 52g(t7 € + Eh(tv 5)7 5)
Daher ist
: oh 9
€= =20 +ef(1,6) + OF)
Um die gewiinschte Form fiir die {é-Gleichung zu erzielen, muss gelten:
Oh 2
E(ta 5) = _f(ta §) + f(g)

Lose diese Gleichung, um h zu erhalten. Da die rechte Seite Mittelwert 0 hat, ist A eine T-periodische
Funktion und damit insbesondere gleichméflig beschrankt.
Wir schiitzen nun die Differenz zwischen y(¢) und der Losung &(¢) von

£ =ef(€) +R(E,te), €(0) = xo

ab. Es ist
d

/6@ —y(@)] < elf(&) = f)| + 7R (E, t,e)].
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Wegen der Bedingungen an f und g ist f Lipschitz—stetig und R gleichméfig beschrinkt. Wir erhalten
daher

d
716 —y(®)] < eLlg —y] +€2Cp.

Mit der Gronwall-Ungleichung 3.7 erhélt man dann

£@) —y(®)]

IN

e?Cr + /t e2Cr Leels(t=5) 45
= C’Rsz(eLE? —1).
Fir0<t < % ist die rechte Seite von der Ordnung O(£?). Damit ist
l2(t) — y(0)] < |a(t) — €0 + |€() — y()] = e|h(t, &)] + O(?) = O(e)
fiir Zeiten der Ordnung O(1/¢). a

Ein weiteres wichtiges Resultat zu kleinen periodischen Storungen besagt, dass ein Fixpunkt des ge-
mittelten Systems normalerweise zu einem kleinen periodischen Orbit des periodisch gestérten Systems
wird.
Satz 6.13 Betrachte die Gleichung

z=cf(t,z,e), z€eR" (14)

wobei f eine stetig differenzierbare Funktion sei, die T —periodisch in der Variablen t ist. Wir definieren
dhnlich wie oben den Mittelwert von f als

T
fo) =7 [ 1604

Falls yo eine Ruhelage der gemittelten Gleichung § = € f(y) ist und det D f(yo) # 0 ist, dann besitzt die
Gleichung (14) fiir kleine € genau einen T —periodischen Orbit in einer kleinen Umgebung von yo.

Beweis: Eine Losung z(s) von (14) mit Anfangswert zo ist T-periodisch genau dann, wenn

xo—l-s/OTf(s,x(s),s) ds = xo (15)
Insbesondere ist dann -
o) =0l <= [ 1£(s.2(5)2)|ds = Ofe)
fiir ¢ € [0, T]. Man kann daher den Integranden nach € entwickeln und erhilt
f(s,z(s),e) = f(s,20,0) + eR(s, 2o, €)

mit einer Funktion R, die stetig differenzierbar ist. Damit erhilt man aus Gleichung (15)

I » I
—/ f(s,20,0) +eR(s, zo,€) ds:f(x0)+s—/ R(s,xo,e)ds = 0.
T Jo T Jy

Fiir € = 0 kennen wir eine Losung 2o = yo. Die Ableitung der linken Seite nach zg in (zo = yo,e = 0) ist
gerade D f(yo). Da D f(yo) invertierbar vorausgesetzt war, folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen,
dass lokal nahe € = 0 eine Losung z(¢) existiert. O

Bemerkung: Averaging kann man noch in viele Richtungen verfeinern:
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1. Man kann & = e f(¢, z,€) betrachten mit f, das nicht periodisch ist in ¢. Falls aber

1 /T
lim —/ f(s,y,0)ds
0

T—oo T
fiir alle y existiert, kann man dhnlich vorgehen wie im periodischen Fall.

2. Man kann auch versuchen, durch weitere Koordinatentransformationen die Genauigkeit der Appro-
ximation noch zu steigern. Das geht analog wie bei unserer Koordinatentransformation  — ¢, ist in
konkreten Fillen, aber meist viel schwieriger durchzufiihren als die einfache Mittelung 1. Ordnung.

3. Vor allem im Zusammenhang mit Hamilton—Systemen interessiert man sich fiir Systeme, die sich
auf die Form

I = eH(I,9¢)
b = w

bringen lassen. Dabei ist im einfachsten Fall I € R und ¢ € S?, die Herausforderungen treten
allerdings hauptsichlich im Fall I = (I1,,...,I,) € R*,¢ = (¢1,¢2,...,¢0n) € T™ auf. Hier

hingt das Verhalten entscheidend von den Frequenzen wi,ws,...,w, ab: Es kénnen sogenannte
Resonanzen auftreten (d.h. die Frequenzen sind rational abhingig), die die Analysis sehr schwierig
machen.

7 Lokale Struktur von Vektorfeldern

In diesem Kapitel geht es darum, moglichst viel iiber die Struktur der Orbits in einer kleinen Umgebung
eines gegebenen Punktes auszusagen. Dabei macht es einen wesentlichen Unterschied, ob dieser gege-
bene Punkt ein Gleichgewicht ist oder nicht. Im letzten Fall kann man nadmlich durch geschickte Wahl
der Koordinaten jedes Vektorfeld in eine sehr einfache Form bringen, wihrend in der Umgebung eines
Gleichgewichts alles nicht so einfach ist.

7.1 Der Satz von der Begradigung

Zur Erinnerung: Transformiert man die Differentialgleichung
&= f(z)
mittels eines Diffeomorphismus y = ¥(z), dann gilt (nach der Kettenregel) fiir y die Differentialgleichung
y=D¥(z)d = DE(T(y)) - F(T(y)).

Ziel wird es nun sein, dass die Gleichung fiir y méglichst “einfach” wird. Falls f(zo) # 0 ist, dann list
sich die Differentialgleichung so transformieren, dass das Vektorfeld in einer Umgebung von z, konstant
ist. Die Trajektorien sind dann parallele Geraden:

Satz 7.1 (Satz von der Begradigung, flow box theorem) Set U C X = R" und f : U — X ein
C*-Vektorfeld, k > 1 und zo € U ein Punkt mit f(xo) # 0. Dann existiert eine offene Umgebung V
von xg, eine Umgebung W von 0 € R® und ein C*-Diffeomorphismus ¥ : V. — W, so dass fiir das
transformierte Vektorfeld gilt:

fly) =DU(T W) (T () = f(zo) VyeW.

Beweis: Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, dass zo = 0 und f(zo) = (1,0,...,0) ist. Das
erreichen wir schon mit einer affinen Koordinatentransformation. Sei ®; der Fluss zur Differentialgleichung
= f(z). Wir betrachten einen transversalen Schnitt

S :=((1,0,...,00* ={(0,91,...,¥n_1)} CR",
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Abbildung 6: Satz von der Begradigung
Fiir £ = (7,y1,...,Yn—1) € R" setzen wir ganz explizit

\Il_l(f) = (I’T(anla . -ayn—l)'

setzen.
1. Behauptung: ¥ ist tatsédchlich ein lokaler Diffeomorphismus.

Zunichst ist ¥ € C* wegen Korollar 3.13 (“Von der Differentialgleichung zum Fluss”).

Die Jacobi-Matrix der Umkehrabbildung

fi(zo) |0 O 0
f2(zo) |1 O 0
D(T’y)\I’il(T =0,y = 0) = f3($0) 0 1 0

ist nicht—singulér, also ist ¥ nach dem Satz iiber inverse Funktionen lokal invertierbar.

2. Behauptung: ¥ transformiert & = f(z) auf y = (1,0,...,0).

¥ transformiert den Fluss ®; nach <i>t mit

®(6) = V(B(TT(E)))

1l
gy
G
13
~
z I

Die zugehorige Differentialgleichung lautet dann
7 =1
g = 0.

7.2 Der Satz von Grobman-Hartman

7

Da wir nun schon so viel iiber lineare Differentialgleichungen wissen, ist es von Interesse, welche Vektor-
felder in der Nihe eines Gleichgewichts so aussehen, wie ein lineares Vektorfeld. Etwas priziser: welche
Vektorfelder sind C°- oder C*-konjugiert zu einem linearen Vektorfeld. Bevor wir uns aber nichtlinearen

Gleichungen zuwenden, wollen wir erst noch einmal den linearen Fall betrachten:

Definition: Eine n x n—Matrix A heifit hyperbolisch, falls kein Eigenwert von A auf der imaginiren

Achse liegt:
a(A4) NiR = ).
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Abbildung 7: Zum Satz von Grobman-Hartman

Der Raum R” zerfiallt dann in zwei invariante Unterrdume:
R* = E* ® E*, AE° = E°, AE" = E"“.

Diese Unterrdume heiflen stabiler und instabiler Unterraum.
Ein Gleichgewicht z( einer Differentialgleichung # = f(z) heifit hyperbolisch, falls die Linearisierung
D f(zo) keine Eigenwerte auf der imaginiren Achse besitzt.

Satz 7.2 (Grobman-Hartman, Differentialgleichung/Fluss) Seiz = 0 ein hyperbolisches Gleich-
gewicht von

T = f(x)’
d.h. £f(0) =0 und Reo(Df(0)) # 0. Dann ist der zugehorige Fluss ®; lokal C°-konjugiert zum Fluss der

Linearisierung
z=Df(0)x =: Az

von f in x =0, das heifit es existiert ein lokaler Homdomorphismus h mit
eAtoh=ho d,.
Ein ganz analoger Satz gilt auch fiir Abbildungen.

Satz 7.3 (Grobman-Hartman, Abbildungen) Sei z = 0 ein hyperbolischer Fizpunkt einer diffe-
renzierbaren Abbildung F d.h. F(0) = 0 und Rec(DF(0)) # 0. Dann ist F' lokal C°-konjugiert zur
Linearisierung

Zpt1 = DF(0)z,

von F in z =0, das heifst es existiert ein lokaler Homdomorphismus h mit
DF(0)oh=hoF.

Der Beweis dieser Sitze ist aber relativ aufwindig und entspricht nicht ganz seiner doch eher begrenzten
Bedeutung. Aus diesem Grund verweisen fiir den Beweis auf die Biicher von [Hartman] oder [Palis & de
Melo].

Wie wir unten sehen werden, ist es in der Praxis niitzlicher, wenn man es schafft, ein hyperbolisches
Gleichgewicht mit einer glatten Transformation zu linearisieren.

Satz 7.4 (C'-Linearisierung) Betrachte wieder
&= f(z), fec?

mit f(0) = 0 und nimm an, dass die Realteile der Linearisierung D f(0) im Gleichgewicht x = 0 in der
Vereinigung der Intervalle [—ar, —ar]U[br, br] enthalten sind. Dabei sei natiirlich —ag < 0 < br,. Weiter
sollen reelle Zahlen 0 < u <1 und 0 < v < 1 existieren, so dass

ar — QR <,LLbL, br — b < vag.
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Dann ist f lokal C*-konjugiert zur Linearisierung
t=Df(0)z
von f inx =0, d.h. es gibt einen lokalen Diffeomorphismus h mit
et oh=hod,.
Unter gewissen Bedingungen kann man sogar eine unendlich oft differenzierbare Transformation finden.

Satz 7.5 (C'*°-Linearisierung, Satz von Sternberg) Sei f € C*°(R") und z = 0 ein hyperbolisches
Gleichgewicht von

& = f(z),
d.h. f(0) =0 und Reo(Df(0)) # 0. Falls die Eigenwerte 1, X2, ..., \, die Nichtresonanzbedingung

Ai 7& ml)\l —|—m2/\2 —+——|—mn/\n

fiir jedes n—Tupel ganzer Zahlen mit 2 < Y. m; erfillen, Dann ist f lokal C*°-konjugiert zur Linearisie-
rung
t=Df(0)z

von f inxz = 0.

Beispiel / Ausblick: Homokline Verzweigung
Eine typische Anwendung fiir Linearisierungssétze sind homokline Verzweigungen, von denen wir hier
den einfachsten Fall kurz skizzieren. Ausfiihrlicher besprechen wir homokline Verzweigungen im néichsten
Semester. Sei

&= f(z, ), T € R?

eine Differentialgleichung, die von einem Parameter A € R abhingt. Es sei auerdem f(0,\) = 0 fiir alle
A, d.h. £ = 0 ist immer eine Ruhelage. Fiir A = 0 existiere ein homokliner Orbit v, also eine Lésung, die
fiir ¢ — oo gegen z = 0 konvergiert, siche Abbildung 8. Die Eigenwerte der Linearisierung D, f(0,0)
seien —p_ < 0 < py mit Eigenvektoren (1,0)7 und (0,1)T. Wir wollen periodische Lésungen fiir Werte
von A nahe A = 0 finden. Dazu fithren wir zwei transversale Schnitte

Tin i=A{z1 = p, [z2| < p} und Do = {|z1] < p, 72 = p}

ein und verfolgen, wie Trajektorien von X;, nach %,,; gelangen, bzw. umgekehrt. Die Abbildung ITj,. :
Yin — Yout ordnet dann jedem Punkt (p,z2) € X;, mit z2 > 0 den Schnittpunkt der Trajektorie durch
(p, 2) mit ¥y, zu. Entsprechend bildet die globale Riickkehrabbildung II4;., jeden Punkt (z1, p) auf den
niichsten Schnittpunkt der Trajektorie durch diesen Punkt mit ¥;,, ab.

Wir machen dabei die folgenden Annahmen:

1. Die Eigenwerte der Linearisierung D, (0, \) seien —u_(\) < 0 < p()\) mit Eigenvektoren (1,0)%
und (0,1)T.

2. 1-(0) # pu4(0) (Nichtresonanz-Bedingung)
3. Mjpe = Xip — Yot ist gegeben durch den Fluss der linearen Differentialgleichung

Ctl = —,U,_()\)Cbl
g2 = pr(N)z2

4. Die globale Abbildung Ilgop : Yoyt — Xip bildet den Punkt (z1, p) auf den Punkt (p, mgi0p (21, A))
ab mit
Tgion(€1,X) = aX + By + O((|z1] + [A])?)

mit a, 8 # 0.
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Abbildung 8: Homokline Verzweigung

Periodische Orbits finden wir, indem wir nach Fixpunkten der Riickkehrabbildung oder (Poincaré—
Abbildung)
II= Hglob oIljoc : Xin — Xip,

suchen.
Zunichst kénnen wir I1;,. ziemlich explizit berechnen:
Die Trajektorie, die im Punkt (p, ) zur Zeit ¢ = 0 startet, hat die Form

z1(t) = pe #
z2(t) = mge’“ft

Dabei schreiben wir der besseren Lesbarkeit wegen ui statt pi(A), solange es noch nicht auf die A\—
Abhingigkeit ankommt. Insbesondere erreicht eine Trajektorie mit xg > 0 den Schnitt X,,; zur Zeit

1 p
tioe(z9) = —In (—) ,
2 Mt 3
und zwar im Punkt (7,.(23, \), p) mit
Tioc(25, 3) = p' /% (a8) 7.
—_——
=:C

Trajektorien mit 9 < 0 erreichen hingegen %, nicht, sondern verlassen eine Umgebung von z = 0 in der
entgegengesetzten Richtung wie der homokline Orbit . Fin wichtiger Punkt ist hierbei: Die Abbildung
Toe ergibt auch einen Sinn fiir 3 = 0, obwohl der Punkt (p,0) unter II;,. nicht nach ¥,,; gelangt.
Trotzdem wird gerade 3 = 0 der Punkt sein, an dem wir mit dem Satz iiber implizite Funktionen
ansetzen werden.

Unter I, wird der Punkt (C(29) "+ , p) dann auf den Punkt (p, ﬁglob(C(acg)ﬁ,)\) mit

Taton(C(23) "+, A) = a + BC(2) "+ + O((|23]"+ + |A)?)

abgebildet. Fixpunkte von Il o I;o. entsprechen nun Fixpunkten von 704 © 0. Um diese zu finden,
miissen wir die Verzweigungsgleichung

29 = aX + BC (£3)+ + O((|z3] "+ + |A])?)

16sen. Dazu setzen wir

Fy\) =y — ah— BCy T + 0 ((|y|~+ n |A|>2) -
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Eine Losung y = A = 0 kennen wir bereits, einen Lésungszweig y = y(\) erhalten wir mit Hilfe des Satzes
iiber implizite Funktionen, da wir Z—; # 1 vorausgesetzt hatten. Dabei sind allerdings verschiedene Fille
zu unterscheiden, die wir hier nicht im Detail ausfiihren. Sei beispielsweise p— > p. Dann ist

0 _ kB B
—f(O,O) =1 —BCZTZU” " o((lyl "+ A)?)

=1.
Oy

y:A:O

Es existiert also lokal ein eindeutiger Losungszweig yper = yper(A). Die Ableitung y;,.,.(A) in A = 0 ist

e == (550.0)) / (520.0)) =

Wir miissen uns nun erinnern, dass nur die Punkte, die in X;, mit positiver zo—Koordinate starten,
iiberhaupt den transversalen Schnitt X,,; erreichen. Falls o > 0 ist, dann erhalten wir damit fiir alle
A > 0 eine Anfangsbedingung (p, Yper(A)), die zu einem periodischen Orbit in der Nihe von + gehort.
Fiir A < 0 nahe A = 0 gibt es dagegen keine periodischen Orbits. Wenn man die iibrigen Fille analog
untersucht, gelangt man schliellich zu dem folgenden

“Satz”: Unter einigen generischen Annahmen gilt: Wenn

= f(z, ), z € R?

mit f(0,A) = 0 fir A = 0 einen homoklinen Orbit v an das Gleichgewicht © = 0 besitzt, dann existiert
fiir alle hinreichend kleinen A > 0 genau ein periodischer Orbit in einer kleinen Umgebung von v und fir
alle A < 0 nahe 0 existiert kein periodischer Orbit in der Nédhe von v oder umgekehrt.

Bemerkung: Wo benétigt man, dass das Vektorfeld in der Nahe von = = 0 tatséchlich C*-linearisierbar
ist ?

Antwort: In unserem Beweis gar nicht. Allerdings ist die Voraussetzung 1 normalerweise nicht automa-
tisch erfiillt, denn die urspriingliche Gleichung ist nichtlinear nahe x = 0. In diesem Fall setzt sich Iy
zusammen aus der globalen Riickkehrabbildung in den urspriinglichen Koordinaten und der Transforma-
tion auf die einfachen Koordinaten nahe 0. Eine (Taylor-)Entwicklung von Iy, kénnen wir deshalb nur
hinschreiben, wenn alles (auch die Koordinatentransformation) glatt genug ist.

7.3  Stabile und instabile Mannigfaltigkeit

Manchmal ist man gar nicht so sehr daran interessiert, den Fluss durch eine Koordinatentransformation zu
linearisieren, sondern méchte nur diejenigen Losungen in der N&he einer Ruhelage beschreiben, die fiir ¢ —
oo gegen dieses Gleichgewicht konvergieren. Wir wissen schon, dass alle Lésungen gegen das Gleichgewicht
konvergieren, falls die Linearisierung im Gleichgewicht nur Eigenwerte mit echt negativem Realteil besitzt.
Falls diese Bedingung nicht erfiillt ist, dann konvergieren normalerweise die meisten Trajektorien nicht
gegen das Gleichgewicht. Diejenigen Trajektorien, die fiir ¢ — oo gegen x = 0 konvergieren liegen in
einem linearen Unterraum, dem verallgemeinerten Eigenraum zu den Eigenwerten mit negativem Realteil.
Der folgende Satz besagt, dass sich dieses Bild fiir nichtlineare Gleichungen nur “verbiegt”, aber nicht
entscheidend &ndert: Statt linearer Unterrdume existieren nun Mannigfaltigkeiten, die alle Lésungen
enthalten, die fiir ¢ — co gegen = = 0 konvergieren.

Satz 7.6 (Stabile Mannigfaltigkeit, lokal) Betrachte die autonome Differentialgleichung

&= f(z)

mit f € C1(R*,R*) und f(0) = 0. Die Linearisierung A := Df(0) sei hyperbolisch, habe also keine
Figenwerte auf der imagindren Achse. Sei wie oben 0® := o(A)N{Rez < 0} und o* := o(A)N{Rez > 0}
und E*, E* seien die stabilen bzw. instabilen Figenrdume von A.

Dann ezistiert eine Umgebung U von z = 0 in E° und eine Funktion ¥ € C*(U, E"), so dass die lokale
stabile Mannigfaltigkeit

Wit (0) := graph(¥) = {(z°,2"); =" = ¥(z°)}
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die folgenden Eigenschaften besitzt:
(i) W .(0) ist positiv invariant, d.h. o € W} .(0) = ®:(x0) € W;,.(0) fir alle t > 0.
Es ezistieren sogar Konstanten K, n > 0, so dass

|4 (20)| < Ke™"|xo|

fir xo € W7 _(0). (i1) Umgekehrt ist jede Lisung, die fir alle Zeiten t > 0 in einer kleinen Umgebung
von & = 0 bleibt, in WS _(0) enthalten.

Der Beweis zerféllt in mehrere Schritte. Zundchst werden wir W}} ., bzw. die Abbildung ¥ konstruieren
und erst anschlieflend nachweisen, dass alle Eigenschaften erfiillt sind. Fiir die Konstruktion modifizieren
wir zunéchst das Vektorfeld, so dass es auflerhalb einer Umgebung von x = 0 linear ist. Dann schreiben
wir die Differentialgleichung als Integralgleichung und benutzen schliefllich den Banachschen Fixpunkt-
satz.

Notation: Wir zerlegen wieder R = E° @ E* und bezeichnen mit P : E° @ E* — E?® die Projektion auf
den stabilen Unterraum E?°. Analog sei @ := (Id — P) : E°* @ E* — E* die Projektion auf den instabilen
Unterraum. Fiir z € R™ schreiben wir z° := Pz und z" := Qz.

Insbesondere gibt es wegen der Hyperbolizitit von A Konstanten C, § > 0, so dass die Abschétzungen

[P
le?*Ql

Ce™ % fiirt > 0,

<
< Ce fiirt<o

gelten. Als Norm wéhlt man auf der linken Seite irgendeine der (dquivalenten) Matrix-Normen, beispiels-
weise ||A|| = max|a;;]|.

Man stellt sich dann A am besten wieder in Jordan-Normalform vor. Dann hat A Blockdiagonalgestalt
(jeweils ein Block zu Re A > 0 und Re A < 0) und man kann auf jeden der beiden Blscke die Argumentation
aus Korollar 5.7 anwenden.

Mit g(z) := f(z) — Az bezeichnen wir den nichtlinearen Anteil von f. Wir betrachten von nun an also
die Gleichung

&= Az + g(z). (16)

Angenommen wir haben eine Losung z(¢) gefunden, die fiir alle ¢ > 0 beschrénkt ist, dann gilt nach der
Variation—der-Konstanten—Formel

z(t) = ez (0) + /Ot et g(z(7)) dr.
Mit Hilfe der Projektionen P und Q = Id — P zerlegen wir diese Gleichung in das dquivalente System
z°(t) = Pz(t) = e*Px(0)+ /0 t eAt=7) Pg(z(r)) dr
g(t) = Qu(t) = e*Qu(0)+ /Ot A" Qg(a(r)) dr.

Fiir beschrinkte Losungen koénnen wir diese Gleichungen noch etwas vereinfachen:

Lemma: Falls x(t) eine Ldsung von (16) ist, die fir t > 0 beschrinkt bleibt, dann erfillt z(t) =
(z8(t), z%(¢t)) die Integralgleichung

z°(t) = eAth(O)+/teA(t_T)Pg(x(T))dT
0
gi(t) = - /t et Qg(z(r)) dr.

Umgekehrt gilt: Falls (z°(t), z%(t)) eine beschrinkte Lésung dieser Integralgleichung sind, dann ist z(t)
eine beschrinkte Lésung von (16) fir alle t > 0.
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Beweis des Lemmas: Fiir festes ¢t > 0 und beliebiges T' > ¢ gilt:

z"(t) = eA(t_T)x“(T) + /t eA(t_T)Qg(x(T)) dr.
T

Nun gilt
e D (T)] < [T 2*(T)| < Ce e (T).

Fur T — 400 strebt dieser Term gegen 0, da ja z beschriankt ist. Der zweite Term strebt gegen
f eAt=7)Qg(z(r)) dr. Dieses uneigentliche Integral ist absolut konvergent, da.

e4¢DQg(a(n)] < leA7IQl g(a(r))] < Cet T g(a(r))] fiir 7> .

Umgekehrt rechnet man durch Differenzieren nach, dass jede Losung der Integralgleichung eine Lésung
von (16) liefert. O

Beweis des Satzes iiber die stabile Mannigfaltigkeit:

Da wir uns nur fiir Lésungen in einer kleinen Umgebung von z = 0 interessieren, kénnen wir ||g||pco und
die Lipschitz—Konstante von g beliebig klein machen, indem wir g durch g(z) - x(|z|) ersetzen mit einer
Abschneidefunktion y € C* fiir die gilt:

() = 1 fiir |z| <,
X o 0 fiir |z| > 2r

sowie Vx| < 2/r

Durch Wahl von r kénnen wir dann erreichen, dass fiir die Lipschitz-Konstante von g gilt:

Lip (g9) < o

Wir definieren nun eine Abbildung

T(z*,2%) := ( A+ [y A Py(a(r )+w“(r))dr>

= Ji eMt=Qg(a (1) + 2(r)) dr

durch die rechte Seite der Integralgleichung aus dem obigen Lemma mit festem z{. Fixpunkte von T sind
dann Losungen der Integralgleichung.
Zeige:
T : BC°(RT, E* x E*) — BC°(R",E® x EY)
ist eine Kontraktion.
Behauptung: T bildet tatséichlich BC°(R*, E* x E%) in sich ab:
Betrachte zunichst die z°*~Komponente:

et Pz(0) +/t A=) Py (x(r)) dr

sup
>0
< supCe™ ‘5t|mg|+sup/ Ce 00— T)|g (z(7))|dr
>0
C_.
< Clillseo + S Lip ()il seo-

z"—Komponente:

/ " A Qg(a(r)) dr

sup |—
t>0

< sup / Ce™ gz (r))|ds
t>0

<

FLIP( Dzl peo-
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Behauptung: T ist eine Kontraktion mit Kontraktionsrate 1/2 unabhingig von z§:
Seien dazu z; = (z§, z¥), 22 = (23, 7Y%) € BC°(R", E* x E*). Dann ist

t
IPT(ef,at) = PT(a5,a5)lsce = sup / A=) P(g(21 (7)) — g(a(7)) dr
> 0
t
< sup [ Ce ¥ TLip (g)fos (1) — aa(r) dr
t>0 Jo
C .
< FLlp(g)Hxl_$2”BC°
< 4 I
= 3 T Z2||BCO-
und
o0
1Q7 (&, 2t) = QT (5,23 lacn = sup / ACQ(g(z1 (7)) — glza(r)) dr
= t
< sup/ C’e*‘s(th)Lip(g)|x1(T)—x2(7)|d7'
t>0 J¢
c_.
< ngp(Q)HﬂT/‘l—902||Bc0
< 4 I
= 7 T Z2||BCO-

Insgesamt ist dann

1
IT(x1) — T(z2)||pco < ||PT(21) — PT(x2)||poo + [|QT (21) — QT (2)||pco < §||$1 — 23| pco-

Aus dem Banachschen Fixpunktsatz folgt nun direkt, dass T' einen Fixpunkt besitzt. Diesen Fixpunkt
nennen wir (z%,z¥)(¢,z§). Aus der Konstruktion folgt sofort, dass z:(0,z§) = z§. Nun konnen wir ¥
definieren als

U(zg) = (0, 25)-
¥ ist so glatt wie f, da der Fixpunkt beim Banachschen Fixpunktsatz so glatt von Parametern (hier z§)
abhingt wie die die Kontraktion T selbst. Beweise dazu finden sich beispielsweise in den Biichern von
[Deimling] oder [Chow & Hale].
Graph (¥) ist positiv invariant, da der Fixpunkt eindeutig ist. Betrachte dazu einen Punkt zo :=
(z§,¥(z§) € Graph (¥) und eine Zeit to > 0. Zerlege &, (z9) = (£°,2%). Dann bleibt der Vorwirts-
orbit von (£°,%") beschrinkt. ¥(Z°) ist aber der eindeutige Punkt in E*, so dass der Vorwirtsorbit
durch (£°, ¥(£°)) beschrinkt bleibt. Also ist £* = ¥(£°), und damit ®;,(z¢) € Graph (¥).
Um zu zeigen, dass Losungen in W} (0) exponentiell schnell gegen 0 konvergieren, bedient man sich eines
Tricks: Man definiert fiir n > 0

BC’g(]R"‘,]R") := {z € BC°(R",R"); ||x||303 :=supt > 0|z(t)e™| < oo}

den Banachraum der stetigen Funktionen, die mindestens mit der Rate n exponentiell abfallen
und zeigt, dass T eine Kontraktion auf BCp(R',E® x E*) ist, falls n < 6. Das geht vollig ana-
log zum obigen Beweis fiir BC?(R", E* x E%). In diesem Fall muss man nur alle Terme e~% durch
e~ (0=Mt erstzen, etc. Eine Lésung in BC’g liefert dann automatisch ein exponentiell abklingendes z*(t). O

Analog zeigt man die Existenz einer lokalen instabilen Mannigfaltigkeit W,
enthélt, die fiir ¢ < 0 gegen z = 0 konvergieren.

Bemerkungen:

1. Man kann die Mannigfaltigkeiten W} .(0) und W}%_(0) zu globalen invarianten Mannigfaltigkeiten
fortsetzen durch den Fluss:

(0), die alle Losungen

we0) = |J®(Wp.(0)
W) = [(J@:(WL.(0)).

£>0
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Dann gilt:
wWe(0) = {zo€R"; lim ®;(zo) =0},
t— o0
w*0) = {zo€R"; lim ®:(z) = 0}.
t——00

2. W#(0) ist tangential an den Eigenraum E®. Um dies zu zeigen, kann man die Invarianz der lokalen
stabilen Mannigfaltigkeit ausnutzen und eine Taylor-Entwicklung von ¥ erhalten. Auf diese Weise kann
man ¥ auch ndherungsweise bestimmen.

3. Auch wenn das Spektrum Eigenwerte auf der imaginéren Achse besitzt, kann man eine &hnliche Kon-
struktion durchfithren. Dann erhélt man neben der stabilen und instabilen Mannigfaltigkeit noch eine
Zentrumsmannigfaltigkeit, die (kleine) Losungen enthilt, die fiir alle ¢ € R beschrinkt sind, also
beispielsweise periodische Orbits nahe z = 0 (~» Dynamische Systeme II).

4. Homokline Orbits, d.h. Trajektorien mit lim;_, 1 oo 2(¢) = 0 liegen im Schnitt W*(0) N W*(0). Generell
trennen die invarianten Mannigfaltigkeiten oft Bereiche mit qualitativ unterschiedlichem Verhalten.

5. Stabile und instabile Mannigfaltigkeiten findet man auch fiir diskrete dynamische Systeme

Tn4+1 = F(ZEn)
Der entsprechende Satz lautet:

Satz 7.7 (Lokale stabile Mannigfaltigkeit, diskret) Sei F : R®™ = X — X ein C'-
Diffeomorphismus und x = 0 ein hyperbolischer Fizpunkt von F, d.h. F(0) = 0 und die Jacobi-Matriz
DF(0) habe keine Figenwerte mit Betrag 1. Sei E® der verallgemeinerte Eigenraum zu den Eigenwer-
ten mit Betrag < 1 und E" der verallgemeinerte Figenraum zu den Eigenwerten mit Betrag > 1. Dann
existiert eine positiv invariante lokale stabile Mannigfaltigkeit WS (0), genauer:

Es eristiert eine Umgebung U von z = 0 in E* und eine Funktion ¥ € C*(U, E%), so dass

Wi (0) := graph(¥) = {(z°,2"); =" = ¥(z°)}

die folgenden Eigenschaften besitzt:
(i) Wi .(0) ist positiv invariant und es existieren Konstanten K >0, 0 <n < 1, so dass

[E™ (o) [ K™ ol

fiir xg € W§#

loc
einer kleinen Umgebung von x = 0 bleiben.

(0). (i) Umgekehrt enthdlt W7

> .(0) alle Losungen, die fir alle positiven Zeiten t > 0 in

Auch diese lokale stabile Mannigfaltigkeit kann man natiirlich zur globalen stabilen Mannigfaltigkeit

w*(0)

U F (Wi (0))
neN
= {zo € X, ILm F"(z9) =0}

fortsetzen. Analog existiert auch eine instabile Mannigfaltigkeit, die alle Punkte enthilt, deren Riickwérts-
orbit gegen x = 0 konvergiert.

8 Ebene Vektorfelder

Fiir Vektorfelder in der Ebene gelten Sétze, die in hoheren Dimensionen z € R™, n > 3 nicht mehr wahr
sind. Da aber Differentialgleichungen im R? in einigen wichtigen Anwendungen auftreten (nichtlineare
Schwingungen, Riuber—Beute-Modelle,. ..), ist es durchaus gerechtfertigt, sich mit diesem Spezialfall
etwas ndher zu beschéftigen.
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Abbildung 9: Mogliche w-Limesmengen von ebenen Fliissen

8.1 Der Satz von Poincaré-Bendixson

Das wichtigste Resultat fiir ebene Vektorfelder ist eine Aussage iiber die moglichen w—Limesmengen.

Satz 8.1 (Satz von Poincaré-Bendixson) Sei vy, (zo) beschrinkt. Dann gilt die folgende Alternative:
Entweder ist

(i) w(zo) ein periodischer Orbit oder

(i) fiir jedes y € w(xo) bestehen a(y) und w(y) nur aus Gleichgewichten.

Satz 8.2 (Jordanscher Kurvensatz (0.Bew.)) Sei v : S' — R? stetig und injektiv (man nennt
Bild (y) in diesem Fall eine Jordankurve). Dann teilt v die Menge R? \ Bild(y) in genau 2wei Zusam-
menhangskomponenten. Fine dieser Komponenten ist beschrinkt und heifit das Innere von ~y, die andere
ist unbeschrinkt und heift AuBeres von .

Der Beweis dieses Satzes ist iiberraschend schwierig. Eine Beweisstrategie benutzt Windungszahlen, wie
man sie aus der Funktionentheorie kennt: Identifiziere R2 mit C und definiere fiir z € C und differenzier-

bare v die Windungszahl
w(y,z) = _1 / dc
1A o L, C—2

Zeige dann (mit Cauchys Integralsatz), dass w(v, z) fiir alle z aus einer Zusammenhangskomponente von
R? \ Bild(7y) konstant ist.

Beweis des Satzes von Poincaré-Bendixson:

Strategie: Zeige, dass w(zo) ein periodischer Orbit ist, falls Fall (ii) nicht gilt. Genauer: Wihle yo € w(zg)
und setze voraus, dass w(yo) nicht aus lauter Gleichgewichten besteht. Dann ist zu zeigen, dass y, auf
einem periodischen Orbit y(yo) liegt und dass w(zo) = y(yo)-

Sei also zg € w(yp) kein Gleichgewicht. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei zo = (0,0). Behaup-
tung: 2y € w(zg), denn: yo € w(zp) und wegen der Invarianz von w—Limesmengen ist der ganze Orbit
Y(yo) C w(zo). Da w(xo) abgeschlossen ist, gilt sogar y(yo) C w(zo). Insbesondere ist damit zg € w(zo).

Weiter kénnen wir mit dem Satz von der Begradigung (Satz 7.1) annehmen, dass in einer Umgebung von
2z das Vektorfeld die Form f(z;,z2) = (1,0)T hat. Ein transversaler Schnitt zum Vektorfeld ist dann
S :={(z1,22); 1 =0, |z2| < p}.

Da zp € w(zo) muss der Orbit v, (zo) die Linie S unendlich oft schneiden. Sei ¢,, die Folge aller Schnitt-
punkte (0, z2(t,)). Wir zeigen nun, dass die Folge (z2(t5))nen streng monoton ist. Ohne Einschréankung
sei 0 < z2(t2) < z2(t1). Wir gehen dabei induktiv vor und zeigen, dass dann z2(t3) < z2(t2). Der Orbit
von zg zwischen ¢; und ¢y und ein Stiick von S schlieflen ein positiv oder negativ invariantes Gebiet
ein. Wir betrachten den Fall eines negativ invarianten Gebietes wie in Abbildung 10. Fiir alle ¢ > ¢, ist
®;(zo) daher im AuBeren dieses Gebiets. Aus diesem Grund muss auch zs(t3) im AuBeren liegen und
damit ist z2(t3) < z2(t2). Im Fall eines positiv invarianten Gebietes argumentiert man &hnlich: dann
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negativ invariantes Gebiet

Abbildung 10: Zum Satz von Poincaré-Bendixson

ist ®;(xzo) im Innern des Gebiets fiir alle ¢ > ¢5. Die Folge der z2(t,,) konvergiert gegen 0, da sie als
monotone beschrinkte Folge einen eindeutigen Grenzwert besitzt und zy € w(zg). Insbesondere ist dann
w(zo) NS = {20}

Behauptung: Der Orbit y(yo) ist periodisch.

Da zp = (0,0) in der w-Limesmenge von yo liegt, schneidet 4 (yo) den transversalen Schnitt S unendlich
oft. Da aber v(yo) C w(zo) und w(zg) NS = {20} miissen diese unendlich vielen Schnitte immer derselbe
Punkt sein ~ yo liegt auf einem periodischen Orbit.

Behauptung: w(zg) = y(yo).

Da w(zo) zusammenhingend ist, muss es in jeder Umgebung von 7(yo) Punkte aus w(zg) \ 7(yo) geben.
Dann miisste aber auch (w(zo) \ ¥(yo)) N S # 0 sein im Widerspruch zu der oben gezeigten Eigenschaft
w(zo) NS = {20} O

Bemerkung: Der Satz von Poincaré-Bendixson schrinkt die méglichen w-Limesmengen von ebenen
Fliissen stark ein, er gibt jedoch keine vollstindige Charakterisierung. Es gibt Mengen, die nach dem
Satz von Poincaré-Bendixson erlaubt sind und die trotzdem nicht als w-Limesmengen auftreten. Dazu
gehort beispielsweise e—e——e.

8.1.1 Beispiel: Briisselator

Prigogine und Lefever (aus Briissel, daher der Name Briisselator) haben 1968 ein vereinfachtes Modell fiir
die oszillierende chemische Belouzov-Zhabotinskii—-Reaktion angegeben. Niheres dazu im Buch [Prigogi-
ne & Nicolis: Self-Organization in Nonequilibrium Systems, 1977]. Die Gleichungen fiir die chemischen
Konzentrationen z und y lauten:

& = a—x—br+aly

= bzr—2z%y

Dabei sind a, b > 0 Parameter.
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Abbildung 11: Briisselator: Das positiv invariante Gebiet

Satz 8.3 Firb > a’? + 1 existiert ein periodischer Orbit im Gebiet x >0, y > 0.

Beweis: Wir bestimmen zunéchst die Ruhelagen.

b
y:0:>ba:—a:2y:O:>x:a:>y:E‘

() -5 =) ()

Spur = b — (a® + 1) > 0 undDet = a® > 0,

Linearisierung

Also ist

nach unserer Klassifikation von Ruhelagen im R? ist (a,b/a) ein instabiler Strudelpunkt der linearisierten
Gleichung. Daraus folgt (— Prinzip der linearisierten Stabilitit), dass (a,b/a) eine instabile Ruhelage ist.
Wir werden nun noch ein positiv invariantes Gebiet finden, das nur diese Ruhelage enthilt.

Dann sind wir fertig, denn: fiir eine beliebige Anfangsbedingung (zo,yo) in diesem Gebiet kann die w—
Limesmenge das einzige, instabile Gleichgewicht nicht enthalten. Es tritt also Fall (i) aus dem Satz von
Poincaré-Bendixson ein und die w-Limesmenge ist ein periodischer Orbit. Insbesondere existiert also ein
solcher periodischer Orbit.

Um das positiv invariante Gebiet zu konstruieren gehen wir in zwei Schritten vor: Zunéchst ist

P:={(z,y); >0,y > 0}

positiv invariant. Auf der x—Achse ist § > 0, sobal z > 0 ist. Auf der y—Achse ist £ = a > 0 iiberall.
Auch die Trajektorie durch z = y = 0 lduft ins Innere von P, denn sonst miissten auch alle Trajektorien
mit einem Startwert nahe z = y = 0 das Gebiet P verlassen (wegen der stetigen Abhingigkeit von den
Anfangsbedingungen). Also ist P positiv invariant.

Betrachte nun noch zwei Geradenscharen

lbi:z+y =

by:y—x = co

mit Parametern c;,c; € R Es gilt

d

Ew(t) +y(t) =a—z(t) <0 falls z(t) > a,

fiir z(¢t) > a kreuzen die Trajektorien Geraden dieser Form in Richtung kleinerer Werte von c;. analog
kreuzen wegen

d

Ey(t) —2(t) = —a + z(t) + 2bx(t) — 2x(t)y(t)
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Abbildung 12: Kaldors Konjunkturmodell

fiir y(t) > z(t) die Orbits die Geradenschar in Richtung kleinerer Werte von c;. Ein kompaktes positiv
invariantes Gebiet erhilt man also, indem man die Region betrachtet, die von z =0,y =0, {z+y =c1}
und {y — = c2} mit hinreichend groflem ¢; und ¢ eingeschlossen wird (siche Abbildung 11). a

8.1.2 Beispiel: Kaldors Konjunkturzyklus

Eines der &ltesten nichtlinearen Modelle in der Volkswirtschaftslehre stammt von Kaldor (1940), der da-
mit die immer wiederkehrenden konjunkturellen Schwankungen zu erkldren versuchte. Sein Ansatz ist
insofern bemerkenswert, als Kaldors Modell eines der ersten nichtlinearen Modelle in den Wirtschaftswis-
senschaften war und er periodisches Verhalten aus dem System heraus, d.h. ohne Einwirkung von dufleren
Schocks oder Anregungen zu erklédren versuchte.

Kaldor betrachtet die Sparrate S und die Investitionsrate I jeweils abhéngig vom Einkommen E. Dabei
ist der Graph I = I(FE) eine S-férmige Kurve, wihrend S(F) wie in Abbildung 13 aussieht. Weiter hiingen
I und S vom Vermogen V' ab. Wihrend Kaldor rein geometrisch anhand der Graphen argumentierte, um
die Existenz einer periodischen Losung plausible zu machen, betrachten Chang und Smyth die zugehérige
Differentialgleichung

E = a(I(E,V)-S(E,V))
Vv = I(E,V)

Dabei werden die folgenden Annahmen gemacht:

(H1) I und S sind monoton wachsende Funktionen von FE, d.h. mehr Einkommen fiihrt sowohl zu
vermehrter Investition als auch zu gréferem Sparen.

(H2) g—é ist von der Form wie in Abbildung 12. Kleine Einkommen E gibt es meist in Zeiten von
Uberangebot, in denen Investitionen nicht lohnend sind, da zunichst jede groBere Nachfrage schon aus
diesem Uberangebot bedient werden kann. Fiir groBe Einkommen E geht die Investitionsrate ebenfalls
zuriick, da alle profitablen Investitionen bereits getdtigt sind und ein Sattigungseffekt eintritt.

(H3) g—g ist Kleine Einkommen E konnen iiberhaupt nicht sparen. Ab einem gewissen F wird Sparen
moglich und zwar mit einer anfangs sehr hohen Rate (aus Vorsicht wird relativ viel des iibrigen Geldes
zuriickgelegt). Die Sparrate steigt auch bei hohen Einkommen wieder an, wenn alle Bediirfnisse gestillt
sind.

Zur Plausibilitit dieser Annahmen, siehe [Gabisch & Lorenz: Business Cycle Theory. Seite 109 ff.]

Satz 8.4 (Chang & Smyth 1971) Das System

E = o(l(E,V)-S(E,V))
V = I(E,V)

erfiille die Voraussetzungen
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Abbildung 13: Die invariante Region in Kaldors Modell

(i) I(E,V) >0 VE>0
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(iv) Die Kurve {V =0} schneidet die V-Achse bei Vi >0

(v) Die Kurve {E = 0} schneidet die E-Achse bei Ey > E, und es gilt limg_,o0 V = oo lings dieser
Kurve.

Dann ezistiert ein periodischer Orbit.

Beweisskizze: Der Beweis ist eine direkte Anwendung des Satzes von Poincaré-Bendixson &hnlich wie
im vorigen Beispiel. Sei dazu V; so gewiihlt, dass V =0 = I(Ey, V;). Dann ist das Gebiet

D:={(E,V); 0<E<LE,0<V <V}

kompakt, positiv invariant und das einzige in D enthaltene Gleichgewicht ist wegen (iii) instabil. a

Bemerkung: Natiirlich hat man viel dariiber nachgedacht, welche Verallgemeinerungen des Satzes von
Poincaré-Bendixson gelten, bzw. nicht gelten. Ein paar Resultate in verschiedene Richtungen seien hier
ohne Beweise angefiihrt:

1. Auf der Sphére S? gilt der Jordansche Kurvensatz (mit der Modifikation, dass S? durch die Kurve
in zwei beschrénkte Gebiete zerlegt wird). Daher hat dort auch der Satz von Poincaré-Bendixson
weiterhin Giiltigkeit.

2. Auf den iibrigen kompakten zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten (Torus, Brezel, Kleinsche Fla-
sche,...) gilt der Satz von Poincaré-Bendixson nicht. Beispielsweise ist auf dem Torus T? = R? /7>
fiir die einfache Differentialgleichung & = « mit irrationalem o und beliebigem Anfangswert z
immer w(zg) = T2
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3. Auf kompakten zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten kann man immerhin etwas iiber sogenannte
Minimalmengen aussagen. Dies sind nichtleere, kompakte, invariante Mengen, die keine echte
Teilmenge mit diesen Eigenschaften enthalten. Es gilt dann

Satz 8.5 (Denjoy-Schwartz) Sei M eine kompakte zweidimensionale Mannigfaltigkeit und P
ein C?~Fluss auf M. Sei weiter A eine Minimalmenge. Dann ist A entweder eine Ruhelage, ein
periodischer Orbit oder die ganze Mannigfaltigkeit M. Der letzte Fall tritt nur ein wenn M ein
Torus ist.

Der Beweis dieses Satzes findet sich beispielsweise im Buch von Hartman, S.182 ff.

ANHANG NOCH UNVOLLSTANDIG !!!

A Hilfsmittel aus Analysis I/II und Linearer Algebra I/II

A.1 Der Banachsche Fixunktsatz, C*—Version

Satz A.1 Seien X und A Banachriume und E eine offene Teilmenge von X. Sei weiter T : ExA—
E x A C*—glatt in \ und auferdem eine gleichmdfige Kontraktion in x, d.h. es existiert eine Zahl o < 1,
so dass

IT(2,2) = T(y, Vllx <ellz —yllx  Vz,y€E.
Dann besitzt die Abbildung T fiir jedes X € A genau eine Fizpunkt x.()\) in E und die Funktionz, : A — E
ist C*—glatt in \.

A.2 Der Satz iiber implizite Funktionen

Eines der wichtigsten Hilfsmittel aus der nichtlinearen Analysis ist der folgende Satz, der aussagt, wann
man Losungen einer nichtlinearen Gleichung in der Nihe einer schon bekannten Losung finden kann.

Satz A.2 (Satz iiber implizite Funktionen) Seien X ein Banachraum und F : X — X eine C*-
glatte Abbildung. Sei weiter F(z9) =0 .

A.3 Matrixnormen

A.4 Abschneidefunktionen

B Der Beweis des Satzes von Grobman—Hartman

Dieser Satz besagt (sieche Kapitel 7), dass Vektorfelder in der Nihe eines hyperbolischen Gleichgewichts
“so aussehen wie ein lineares Vektorfeld”. Priziser formuliert, das Vektorfeld ist lokal C°—konjugiert zu
seiner Linearisierung:

Satz B.1 (Grobman-Hartman) Sei z =0 ein hyperbolisches Gleichgewicht der Differentialgleichung
T = f(x)’

d.h. es sei f(0) =0 und Re o(D f(0)) # 0.
Dann ist f lokal C°-konjugiert zur Linearisierung

t=Df(0)x =: Az
von f in x =0, es existiert also ein lokaler Homdomorphismus h mit

Aoh=nhof.
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Der Beweis verlduft im wesentlichen mit Methoden aus der Funktionalanalysis, d.h. wir 16sen die Glei-
chung Aoh = ho f in einem geeigneten Banachraum. Zun#chst formulieren wir diese Gleichung aber
um, indem wir f(z) = Az + g(z) und h(z) = z + u(z) setzen, da wir annehmen kénnen, dass sich A nur
wenig von der Identitdt unterscheidet. Man erhélt dann

Ao(ld+u) = (Id+u)o(A+g)
Au—uoA—uog = g.

Definition: Sei X ein Banachraum. Dann heifit eine lineare Abbildung, bzw. ein linearer Operator
beschrinkt, falls

I1All = sup [|Az]| < oo.
lzl=1
Wir beginnen mit einem Lemma, das etwas iiber die Invertierbarkeit von linearen Operatoren sagt.
Lemma: Sei X ein Banachraum.

(i) Sei L: X — X ein linearer Operator mit ||L|| < a < 1. Dann ist Id + L ein Isomorphismus und es
gilt die Abschitzung ||(Id + L)7|| < 1/(1 — a).

(ii) Sei G : X — X ein linearer Isomorphismus mit |G~ || < a < 1. Dann ist Id+G ein Isomorphismus

und ||(Id + G) 71| < a/(1 — a).

Beweis:
(i) Zu y € E miissen wir ein ¢ € E finden mit (Id + L)z = y, d.h. £ = y — Lz. Die Abbildung
z + p(z) =y — Lz ist eine Kontraktion, da

(1) = (o)l = [|L(z1 — 22) || < aller — 22|
Eine Kontraktion in einem Banachraum hat einen eindeutigen Fixpunkt z. Fiir ||y|| = 1 ist dann
lzll < flyll + [|1Lz]| <1+ all«]l,
also gilt ||z|| < 1/(1 —a), und (Id + L) 'y = 2. Damit ist
1(Id + L) 7| = supy,—, {(Id + L) "'y} < 1/(1 — a)

wie gewiinscht.
(ii) O

Zerlege R = E° @ E* wobei E° und E" der stabile und instabile Eigenraum einer hyperbolischen Matrix
A ist. Wir nennen A° = A|E?® und A* = A|E"™.

Behauptung: Durch die geeignete Wahl einer Norm kénnen wir ||A°|| < a < 1 und [|[(A*)7}| <a <1
voraussetzen.

Sei wieder BC°(R") der Banachraum aller beschréinkten stetigen Funktionen von R™ to R™. Dann ist
BC°(R*) = BC°(E?) & BC°(EY), jede Funktion u € BC?(R") lasst sich also zerlegen als u = u® + u*
mit u®(z) € E* und u%(z) € E* Vz € R". Als Norm auf BC®(R") benutzen wir ||u|| := max (||u®], ||u®||)-

Lemma: Fulls ¢ € BC°(R"™) Lipschitz-stetig ist mit Lipschitz—Konstante k < ¢ = (1 —a)/||A7Y|| fir
eine hyperbolische Matriz A, dann sind A und A + ¢ zueinander C°-konjugiert.

Beweis:
Wir miissen einen Homdomorphismus A finden, so dass

hoA=(A+¢)oh. (17)
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Wir werden nahe der Identitéit suchen und machen daher den Ansatz h = Id + u mit u € BC?(R").
Daraus folgt

hoA = (A+¢2)oh
< (Id+u)od = (A+¢)o(Id+u)
= A+uoAd = A+ Aou+¢o(Id+u)
— —¢po(ld4+u) = Aou—wuocA

Definiere daher L(u) := Au—uoA = A(u— A 'uA). Wir miissen daher zeigen, dass A~! L invertierbar ist,
denn dann ist auch L invertierbar. Sobald wir gezeigt haben, dass L invertierbar ist, ist (17) dquivalent
dazu, einen Fixpunkt der Gleichung

Tu:=L Y (—po(Id+u))=u

zu finden.
Wir schreiben u in der Form u® + u“ und betrachten zunichst die Einschriankung von A~'L auf
BC°(E*(R")). und schreibe die Einschrinkung von A'L als Id — G wobei G:BC°(E*(R")) —
BC°(E*(R"™)) definiert ist als G(u®) = A~'u®A. Wir miissen nachpriifen, dass G invertierbar ist. Dazu
zeigen wir, dass die Abbildung z — A(2) ein Homdomorphismus ist.
1) z — A(z) injektiv:
Aus
(A+¢1)z1 = (A + ¢1)22

folgt

ellzr — 22/l > [|61(21) — ¢1(22)l| = [|[Az1 — Azl > [JA7H|7H|21 — 22|
Da e < ||[A7Y]|71, muss z; = 25 sein.
2) z + A(z) ist surjektiv: Anstatt A(z) = w nach z aufzul6sen, konnen wir auch einen Fixpunkt der
Abbildung 2 = A 'w — A 1¢;(2) finden. Diese Abbildung ist wegen ||[A~!||e < 1 eine Kontraktion, hat
also nach dem Banachschen Fixpunktsatz einen Fixpunkt. Dies alles bedeutet, dass G:u® — A lu®A
invertierbar ist, mit G 1:u® — A*u*A~!. Aus dem zweiten Teil des vorigen Lemmas folgt nun, dass
u® = A71L(u®) = (Id — G)(u®) invertierbar ist, und ||(Id — G)~!|| < a/(1 — 1) < 1/(1 — a). Wir haben
dabei benutzt, dass |G| < a (betrachte dazu u® mit sup, |u®(z)| = 1. Dann ist

[ Au® (A + ¢1) 7 (v)| < 4w’ (y')] < alu’(y)] < a,

wobei wir in der vorletzten Ungleichung ausgenutzt haben, dass ||A|E?|| < a). Esist L = Ao (Id — G)
und daher L™! = (Id — G) ! o A~!. Daraus ergibt sich

||L~! eingeschriankt auf (BC?(E*(R™)))|| < [J[A7Y/(1 - a).

Wir betrachten die Einschrinkung auf BC?(E“(R™))E* of AL, d.h., die Abbildung u* — u*—A"lu"A.
Nach dem vorigen Lemma ist diese Abbildung invertierbar (da ja ||A‘}51u|| < a) mit Norm [[A7Y| <

1/(1 — a). Insgesamt ist also ||L || beschrénkt durch ||[A7||/(1 — a).
Wie schon oben zerlegen wir Tu = L™ (—@#(Id + u)). Dann ist

[Tur — Tuzl| < [IL7HII¢(Id + u1) — $(Id + )|
< LT K- flun = uel.

Nun ist [|[L7Y| - k& < [[L71]| - e < 1, ist also eine Kontraktion and hat einen eindeutigen Fixpunkt. Somit
haben wir v und damit auch A bestimmt.
Schliefllich zeigen wir, dass h = Id + u ein Homdomorphismus ist. We have u mit

(Id+u)oA=(A+¢)o(Id+ u).

Es gibt auch v mit
(Id+v)o(A+¢) =Ao(Id +v).
Nun ist
(Id+u)o(Id+v)o(A+¢) = (Id+u)oAo(Id+v)
= (A+¢)o(Id+u)o (Id + v).
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Aus der Eindeutigkeit folgt (Id + u) o (Id + v) = Id, und aus Symmetriegriinden (Id + v) o (Id + u) = Id,
ist h ein Homdomorphismus. O

Beweis von Satz B.1 Schreibe f(z) = Az+ g(z) mit A = Df(0), g(0) = 0 und Dg(0) = 0. Auch Dg(z)
ist klein fiir || klein.

Sei x eine glatte monotone Abschneidefunktion mit x(¢) = 0 fiir |¢] > 1 und x(¢) = 1 for |¢| < 1/2.
Ausserdem sei |x'(t)] < k fiir ein & > 1 und alle t. Wéhle ein festes p > 0 und zerlege g(z) = Az +
x(|z]l/p)g(z). Falls ||z|| < p/2, dann ist g(z) = f(2), im Fall ||z|| > p ist g(z) = Az. Es geniigt zu zeigen,
dass A konjugiert zu g ist, da A dann lokal konjugiert zu f ist.

Wiéhle € > 0 so dass ||Dg(z)|| < €/2k fiir alle ||z|| < p. Schreibe §(z) = x(||z]|/p)g(z). Wir miissen noch
zeigen, dass fiir hinreichend kleine p > 0 die Lipschitz-Konstante von g tatsichlich kleiner als € ist. Es ist

la2) =32 < o ) = o ) aten)l + I (P20 ) o) = g

1]l = [l
< i)l ‘#

+IDg(@)[] llz1 = 22|l

£ |21 — 22l
57 1211
< eller — 22|

k

IN

+—| I
— 1|21 — %
2k‘ 1 2

wobei die zweite Ungleichung aus dem Mittelwertsatz folgt und z ein Punkt auf der Verbindungslinie von
zp und 2o ist, falls beide Punkte in B,(0) liegen. Falls nur z; € B,(0) liegt, dann verschwindet in der
zweiten Zeile der zweite Term und die Abschitzung gilt immer noch. Falls keiner der Punkte in B,(0)
liegt, dann ist sowieso g(z1) = g(z2) = 0.

Der Satz folgt nun aus Lemma B. a

C (Nicht ganz unvoreingenommene) Kommentare zur Literatur

Es gibt sehr viele Biicher iiber Gewohnliche Differentialgleichungen und Dynamische Systeme. Schon von
daher kann dieser kurze Uberblick keinesfalls vollstéindig sein.

Ich empfehle besonders die beiden Biicher von Amann [Ama95] und Arnold [Arn84] als Begleitung zur
Vorlesung. Beide Biicher decken den Grofiteil des Stoffes ab und sind auf Deutsch erhéltlich. Dabei ist
Arnold wesentlich “geometrischer”, sehr vieles wird durch Skizzen anschaulich erklédrt. Allerdings sind
manche Beweise dann doch sehr elegant, sprich sehr knapp gehalten. Fiir meinen Geschmack etwas zu
ausfiihrlich (und in der Notation auch etwas zu umsténdlich) ist das Buch von Amann. Auch hier wird
nahezu der gesamte Vorlesungsstoff behandelt und gut erklart.

Als Ergiinzung eignet sich das Buch [JS99] von Jordan und Smith. Es richtet sich auch an PhysikerInnen
und IngenieurInnen. Man wird daher nicht alle Beweise darin finden, aber sehr viele konkrete Rechnungen
und eine Fiille an Beispielen. Ein Schwerpunkt des Buches ist die Stérungstheorie, die in der Vorlesung
nicht so detailliert behandelt wird.

Auch einen Hang zur Storungstheorie hat das Buch von Verhulst [Ver89], das aber ebenfalls den Stoff der
Vorlesung zum Grofiteil abdeckt (und einiges mehr).

Des weiteren gibt es noch die “klassischen” amerikanischen Lehrbiicher von Coddington-Levinson [CL55],
Hale [Hal69] und von Hartman [Har64]. Inhaltlich sind vor allem die beiden letzten nicht so unaktuell,
wie man es nach fast vierzig Jahren erwarten konnte, aber der Stil ist natiirlich etwas ungewohnt. Zum
Nachschlagen sind diese Biicher aber durchaus geeignet.

Die Fiille neuerer amerikanischer Biicher zum Thema (z. B. [Chi01], [Cooetal00], [HK91] und [Per01])
ist kaum zu iiberschauen, die meisten, die ich davon kenne, sind durchaus brauchbar, ansprechend auf-
gemacht, aber auf eine etwas knappere Behandlung des Stoffs abgestimmt. Die meisten dieser Biicher
enthalten auch sehr viel zu den Themen Verzweigungen (“bifurcations”) und Chaos, die uns erst im
Sommersemester intensiv begegnen werden.

Im Semester-Handapparat steht zudem ein Buch-Manuskript von Katok und Hasselblatt. Hier wird eine
Einfiihrung in die Dynamischen Systeme hauptsédchlich vom Standpunkt diskreter dynamischer Systeme
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gegeben. Inhaltlich hat dies mehr mit der Vorlesung “Dynamische Systeme II” im Sommersemester zu
tun, aber wer schon mal einen Vorgeschmack bekommen méchte, kann dies hier tun.

Von der deutschsprachigen Literatur seien noch die Biicher von Aulbach [Aul97], Heuser [Heu91] und
Walter [Wal00] erwihnt. Diese Biicher haben aber thematisch deutlich weniger Uberschneidungen mit
der Vorlesung als die oben angegebenen und sind als Begleitung zur Vorlesung nur bedingt geeignet. Wer
historisch interessiert ist, wird im Buch von Heuser viele interessante Anmerkungen finden.

Vor allem zum Schmékern eignet sich auch das Buch von Braun [Bra94], in dem einige Anwendungen
sehr breit und anschaulich erz&hlt werden.

Beispiele aus der Vorlesung wurden unter anderem [BD01], [GL87] entnommen.
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