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3 Normalformen

Dieses Kapitel ist teilweise angelehnt an [A. Vanderbauwhede: Centre Manifolds, Normal
Forms and Elementary Bifurcations, Dynamics Reported 2, 1989].

Um ein dynamisches System nach der Reduktion auf eine Zentrumsmannigfaltigkeit weiter
zu untersuchen, bedient man sich oft sogenannter Normalformen. Dabei geht es darum,
durch eine geschickte Koordinatentransformation das dynamische System in der Néhe
einer Ruhelage oder eines Fixpunktes moglichst ,,einfach® zu machen. Ziel dabei ist, dass
ein dynamisches System entsteht, dessen Taylor-Entwicklung um die Ruhelage (bzw. den
Fixpunkt) moglichst wenige Terme enthélt.

Da wir Normalformen hauptséchlich iiber ihre Taylor-Entwicklungen charakterisieren wol-
len, fithren wir die folgende Notation ein.

Definition: Fiir g € C*(R") und 0 < m < k sei
1 « (07
Tog(w) = ) —D(0) =

|laj<m

das Taylor-Polynom von g in 0 bis zur Ordnung m und

Trg(z) := Z %Do‘g(()) -z

|a|=m
der homogene Anteil vom Grad m.
Hierbei ist v = (o, g, . .., cv,) € N™ ein Multiindex, d.h. es bedeutet wie iiblich
la] = a1 +as+... 4 ay,
al = (a!)(aa!)... ()
olel
D* = und
0x*0xy? ... Oxon
= afteaxy? e anm.

Sei weiter H,,(R") der Vektorraum aller Abbildungen A : R™ — R", so dass h; ein homo-
genes Polynom vom Grad m in xq,xs,..., 2z, ist fir i =1,2,... n.
Dabei ist natiirlich

(h+ il)(l‘l,ﬂfz, cosy) = h(xy, e, .. x,) + B(xl,xg, cey )
und

(c-h)(z1,29,...,2,) =+ h(x1,29,...,2,)

fiir c € R.

Bemerkung: Fiir jedes g € C™(R") ist T)ng € Hyn(R™) ein homogenes Polynom vom
Grad m.
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3.1 Normalformen fiir Diffeomorphismen

Zunéchst wollen wir Normalformen von Diffeomorphismen
Tpr1 = F(xy,)

mit z € RY mit £(0) = 0 und DF(0) = A, anschlieBend werden wir sehen, wie man bei
Differentialgleichungen weitgehend analog vorgehen kann.
Durch eine Koordinatentransformation = = ®(y) ergibt sich die neue Abbildung

Yni1 =D (F(P(yn))) = Glyn)

bzw. es gilt
PoG=Fod

Sei weiter ®(0) = 0 und D®(0) = Id, dann ist weiterhin y = 0 ein Fixpunkt, denn
G(0) = 21 (F(2(y))

Auch die Linearisierung DG(0) = A bleibt unveréndert, denn man rechnet sofort nach,
dass

D®(G(0))DG(0) = DF(2(0)) D2(0)

Zunichst rechnet man nach, dass

G = Fod—-PoG+dG
= (F-—A)o®P+A0d—(P—Id)o(G—A)—DPoA+ A
= AodP—-Po A+ (F—-—A)od—(P—Id)o(G—-A)+ A

Wir definieren nun die Abbildung AP := P +— Ao d — do A.
Offenbar bildet A den Raum H,,(R") in sich ab, denn fiir ® € H,,(R") ist jede Kompo-

nente von

(AD)(x) = AD(x) — P(Ax)

ein homogenes Polynom vom Grad m. Aus diesem Grund ist es gerechtfertigt, die Ab-
bildung A,, : H,,(RY) — H,,(RY) als Einschrinkung von A auf den Raum H,,(RY) zu
definieren. Wir versuchen nun, die Taylor-Reihe von G soweit wie moglich zu vereinfa-
chen, d.h. durch geschickte Wahl von ® so viele Terme wie méglich wegzutransformieren.
Ausgangspunkt ist die oben hergeleitete Identitét

G=AP+ (F—A)od— (®—1d)o (G- A)+ A.

Fiir m > 2 folgt daraus

TG = T (AD) +R,,
N——
=AmTm®

wobel

R =T((F—A)o® — (& — Id) o (G — A))

sich aus T, F, T 1@ und 7,,,_1G berechnen lasst. Daraus ergibt sich, dass durch Wahl
von T,,® genau diejenigen Terme aus der Taylor-Entwicklung wegtransformiert werden
konnen, die im Bild der Abbildung A,, liegen. Sukzessive kann man daher To®, T3P,
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Ty® . .. bestimmen. Die Frage ist dann jedoch, ob es iiberhaupt eine Funktion ® gibt, die
genau diese Taylor-Entwicklung besitzt.

Das folgende Lemma von Borel zeigt, dass zu jeder Folge T,,® von Taylorgliedern auch
wirklich ein Diffeomorphismus gehort, der diese Taylor-Entwicklung hat.

Lemma 3.1 [Borel]
Sei (Gm)m>2 eine Folge von Abbildungen in C*°(R™) mit ¢,,, € H,,,(R™). Dann existiert
ein Diffeomorphismus ® € C* mit D®(0) = Id so dass

T, =¢, Ym>2.
Beweis (in der Vorlesung weggelassen): Sei y eine C*-Abschneidefunktion mit
x(x) =1 fur |z| < 1 und x(z) = 0 fiir || > 2. Dann hat ¢x(z) = ¢(z)x(z) kom-

pakten Trager und es ist

My := sup ||D™p(z)| < oo.
zeR™,0<m<k

Mit py, := min(1,27%M, ") definieren wir nun Funktionen

Fiir festes m > 0 und alle k > m, k > 2 gilt dann
| D™ ()| < pp ™ My, < ppMy < 27, Vo € R™.

Daher konvergiert die Reihe

fiir jedes m € N gleichméfig in # € R™. Daraus folgt, dass ¢ := ¥(® eine C*-Funktion
ist mit D™ (x) = ™ (z). Insbesondere ist dann ¢(0) = 0, D(0) = 0 und

D™ (2)(0) ZD% ZD%k = D" ¢n(0)

fir alle m > 2.
Auflerdem ist fiir alle x € R®

[e.e]

IDe(z)| <> 27*

k=2

Also ist @ := Id + ¢ ein C*°-Diffeomorphismus mit den gewiinschten Eigenschaften. O

Damit haben wir alle Zutaten beisammen, um den folgenden Satz beweisen zu kénnen:
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Satz 3.2 (Normalformen fiir Diffeomorphismen)
Sei F ein C*—Diffeomorphismus mit F(0) =0 und DF(0) = A. Fiir jedes m > 2 sei Wy,
ein Unterraum von H,,(R™) mit

Hn(R™) = R(Ap) & Wi,

Dann existiert ein C*—Diffeomorphismus ® mit D®(0) = Id so dass fiir das transformierte
dynamische System

Ymr1 = G(Ym)
mit x = ®(y) und G =P 1o Fod gilt:

T,.G € Wi, 2<m<k.

Wir nennen G eine Normalform.

Beweis: Wir konnen sukzessive ¢,, € H,,(R") wihlen, so dass mit ®,, = Id + Y ", o,
gilt:
TG = (An)pm + Ry € Wiy,

Das Lemma von Borel stellt sicher, dass zu dieser Folge ¢9, ¢, ... ein Diffeomorphismus
® gehort. a

Wir geben noch eine spezielle Wahl der Komplemente W,,, an, die oft benutzt wird:

Lemma: Sei
(A*®)(z) = ATd(z) — ®(ATx)

und A%, die Einschrinkung von A* auf H,,(R™).
Dann ist Wy, .= N (A%) ein Komplement von R(A,,).

Den Beweis lassen wir als Ubung, die nach der Lektiire des folgenden Abschnitts nicht
allzu schwer fallen diirfte.

3.2 Normalformen fiir Differentialgleichungen

Fiir eine gewohnliche Differentialgleichung der Form

i=f(z), feCHRY) (1)

mit f(0) = 0 kann man ebenfalls versuchen, durch Koordinatentransformationen moglichst
viele Terme der Taylor-Reihe wegzutransformieren. Das Vorgehen ist ganz analog zu dem
bei Diffeomorphismen. Dabei kann man entweder mit einer polynomialen Transformation
eine Normalform ,,endlicher Ordnung“ + ein Restglied polynomialer Ordnung erhalten,
oder durch einen Grenziibergang eine Normalform ,,unendlicher Ordnung* mit einem Rest-
glied, das kleiner ist als jede polynomiale Ordnung, beispielsweise von der Form O (e~%/1#1).
Sei
A:=Df(0).
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Wir suchen eine Klasse NF(A) von Vektorfeldern, so dass sich die Gleichung (1) durch
eine Koordinatentransformation auf die Gestalt
9=9()

mit g € NF;(A) bringen 148t.

Satz 3.4 iiber Normalformen wird uns eine Charakterisierung der Elemente von N Fj(A)
durch ihre Taylor-Entwicklung bis zur Ordnung &k im Ursprung liefern.

Wir beginnen mit einigen Definitionen und Voriiberlegungen. Sei dazu ® € C*°(R™) ein
Diffeomorphismus. Mit

r = ®(y)
ergibt sich dann aus der Kettenregel
&= f(2(y)) = DY) -y
so dass unsere Gleichung (1) in den neuen Koordinaten die Form
= (DP(y)) " f(2y), yeR
lautet.

Definition: Fiir zwei Abbildungen ¢,1 € C*°(R") definieren wir die Lie-Ableitung
Ly¢ € C*(R™) von ¢ in Richtung ¢ als

Loé(x) = Dolx)-v(z) Vo eR"
= L st p),

dt],_,
Die Lie-Klammer von ¢ und v ist die bilineare Abbildung
[¢a 1/}] = LIDQS - Ldﬂvb

Fiir eine n x n-Matrix A sei die adjungierte Darstellung
ad A : C*(R") — C*(R")

gegeben durch
ad A- ¢ :=[A, ¢ Vo € C*(R")
beziehungsweise ausfiihrlicher

(ad A-¢)(z) = [A,¢| = LyA — Lap = Ap(x) — Do(z) - Az Vo e R™

Bemerkung: ad,, A :=ad A|y,, : H, — H,, bildet den Raum H,, in sich ab, denn fiir

¢ € H,, ist
(adA-¢)z)=  A¢) - Do) - Az
homogen Grad m hom. Grad m—1 hom. Grad1

Bevor wir den Satz iiber Normalformen formulieren kénnen, zeigen wir noch ein vorbe-
reitendes Lemma.
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Lemma 3.3 Sei f € C* fiir ein k> 2, f(0) =0, Df(0) = A und ® € C* mit ®(0) = 0,
D®(0) =1d

Sei g:=DP ! (fod).

Dann ist g € C* mit g(0) =0, Dg(0) = A und

Tg = adpA-T,® + T [(Tnf — A) 0 Trp1® — Lz, gy (Thna® — 1d)]

fir alle 2 < m < k. Insbesondere ldsst sich ng daher aus Ty, f, T, ® und T,,_1g berech-
nen.

Beweis: Es ist
D&(z) - g(z) = f(®(x)),
das heifit, speziell fiir = 0 ergibt sich sofort g(0) = 0. Differenziert man diese Gleichung
einmal, erhédlt man
D*®(x)(g(x), 9()) + D®(x)Dg(x) = D f(®(z)) DP() (2)
und wieder mit z = 0 erhélt man Dg(0) = 0, also g € C°(A). Wegen
Li®=DPog=fod
ist
g = fod—L,(P— Id)
= AP+ (f—A)od — L, 4(® — Id) — Ls(P — 1d)
= (adA)P+(f—A)o® — L, 4(P— Id) + Lald
= Tng = Tn(ad, A)O+ T, Lald+T,[(f —A)o® — L, 4(® — Id)].
=(adm A)Tm @ =0
Dabei benutzt man im letzten Schritt die Identitdt 77 (f — A) = T1(g — A) = 0.

Weiter ist . .
Ton((f —A)o®) =T, (T, f — A) o T, 1),

da T,,f — A nach Voraussetzung mit quadratischen Termen beginnt. O

Der Anteil von T,,g, der im Bild von H,, unter ad,,A liegt, kann also durch eine geeignete
Wahl von T,,® wegtransformiert werden. Man kann sich daher Schritt fiir Schritt die
Glieder der Taylor-Reihe von ¢ und von g besorgen.

Nun sind wir in der Lage den folgenden grundlegenden Satz zu beweisen:

Satz 3.4 (Satz iiber Normalformen)
Ser A € L(R™) und fir jedes m > 2 sei W, ein Unterraum von H,,(R™) mit

Ho(R™) = R(ad, A) & W

Sei k > 2. Dann existiert fiir jedes f € C* mit Df(0) = A ein C*-Diffeomorphismus ®
mit D®(0) = Id so dass fiir die transformierte Differentialgleichung

v=29)
mit x = O(y) gilt:
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Beweis: Wir kénnen sukzessive ¢, € H,,(R") wihlen, so dass mit ®,, = Id + >_,", ¢m,
gilt: 3

Tng = (ad,, A)pp, + Ry, € Wi,
Bemerkungen:

1. Die ¢,, im Beweis des Normalform-Satzes sind nicht eindeutig bestimmt, wir konn-
ten noch beliebige Elemente aus dem Kern von ad,, A addieren.

2. Die Klasse von Vektorfeldern
NFEy(A) :={g € C*; Dg(0) = A und T,,g € W,, fiir alle 2 < m < k}

ist also eine verniinftige Auswahl an Normalformen. Der Beweis hat auch gezeigt,
dass es unmoglich ist, diejenigen Terme, die zu W,,, gehoren, durch eine polynomiale
Koordinatentransformation zu beseitigen. In diesem Sinne ist unsere Klasse N Fj(A)
,minimal“. Allerdings hingt N Fj(A) noch von der Wahl der W,, ab, iiber die wir
bisher nichts gesagt haben. Die Hoffnung ist natiirlich, dass wir durch eine giinstige
Wahl der Komplemente W,, erreichen koénnen, dass dim W,,, << dim H,, ist, dass
also nur wenige ,resonante Terme in der Normalform stehenbleiben.

3. Analoge Versionen fiir den Fall f € C* bzw. den Fall, dass f noch von einem
Parameter abhéngt, existieren ebenfalls und werden dhnlich bewiesen.

(),

Wir konnen das Bild von ady(A) bestimmen, indem wir die Bilder der sechs Basisvektoren
von Hy(R?) berechnen.

Es ist eine leichte Aufgabe zu zeigen, dass diese Vektoren den gesamten Raum H,(R?)
aufspannen. Durch geschickte Koordinatentransformationen koénnen in diesem Fall also
alle quadratischen Terme entfernt werden.

Beispiel: Sei speziell

Bisher haben wir uns noch nicht iiber die konkrete Wahl der Raume W,, geduBert. In
einem Artikel von [Elphick et al.: A simple global characterization for normal forms of
singular vector fields (1987)] wurde gezeigt, dass es immer moglich ist, als Komplement
zu den R(ad,,A) die Rdume

W,, := N (ad,,,A™)

zu wihlen, wobei AT die Transponierte von A ist, das heifit
(ATz,y) = (v,Ay)  Va,y € R™

Diese Behauptung und die sich daraus ergebenden Konsequenzen wollen wir im folgenden
Abschnitt behandeln. Wir beginnen wieder mit einem niitzlichen Lemma:

Lemma 3.5 Sei A wieder eine n x n-Matriz und h € C*(R™). Definiert man dann fir
jedes t € R eine Abbildung hy € C*°(R™) durch

hy(x) == e Mh(ez)

so gilt:
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(i) (ad A) - hy(x) = ((ad A) - h)i(x) = = Fhu(2)
(i1) N(ad A) = {h € C*°(R") ; hy = h Vt € R}.
Beweis:

(i) berechnet man leicht

(ad A) - hy(z) = Ae A h(eMz) — e M Dh(eMz)e Az
((ad A) - h)(z) = e (Ah(e™z) — Dh(et'z)Ae'z)

—%ht(x) = e MAW(eMr) — e M Dh(er)AeM .

Da A mit e™* vertauscht, stimmen alle drei Ausdriicke iiberein.

(ii) Fiir h € N(ad A) folgt aus (i) sofort, dass h; = h fiir alle t € R. Umgekehrt zeigt
die Relation iy = h, dass £hy(z) =0 in ¢ = 0 und damit » € N(ad A).

Nun sind wir in der Lage, die folgende Aussage zu beweisen.

Satz 3.6
N(ad,, A") ® R(ad,, A) = H,,(R")

Beweis: Wir werden in Kiirze ein Skalarprodukt (-, ) auf H,,(R™) konstruieren, fiir das
die Identitat

((adi A") - g, 1) = (g, (ady, A) - h) (3)
gilt. Dann ist fiir dieses Skalarprodukt

(R(ad,, A))* = N((ad,, A)*)
= MN(ad,, AT) = W,

wobei die erste Identitiit ganz allgemein fiir die adjungierter Abbildung (ad,, A)* gilt !,
und die zweite aus (3) folgt. Wir definieren nun ein Skalarprodukt und zeigen anschlieiend,
dass es genau die gewiinschte Eigenschaft hat. Es geniigt, wenn wir das Skalarprodukt
von zwei Monomen festlegen und es dann linear auf alle Polynome fortsetzen. Sei also

(a,x7, bgzx"l> = 05.00!(g, by)
wobei o und ¢’ wieder Multiindizes sind und d,, das Kronecker-6.
Lemma 3.7 Um (3) zu beweisen, geniigt es zu zeigen, dass fir jede n x n-Matriz B gilt:

(9,hoB) = (go BT h) Vg, h € Hp,(R") (4)

lg e R(ad,, A))* < (g,(ad,, A)-h) =0Vh < ((ad,, A)*g,h) =0Vh < g € N((ad,, A)*)
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Beweis: Mit Hilfe von (4) speziell fiir die Matrix B := e erhilt man zunichst

o T o
BT — (eAt)T _ (Z %Aktk) _ Z %(AT)ktk: _ eATt
k=0 k=0

und damit
(g, e ohoet) = <e’ATt ogo eATt, h).

Differenziert man diesen Ausdruck nach ¢ ergibt sich die Gleichung

<g/,e_AtohoeAt>+<g,e_AtthoeAt—|—(e_AtohloeAt)A>

_ <6—ATt ogo eATt7 h/> + <_6—ATtAT 0go eATt + e—ATt o (g o eATt)AT, h)

aus der (3) sofort folgt, indem man bei ¢t = 0 auswertet. O

Es bleibt noch, die Gleichung (4) zu verifizieren. Dazu stellen wir zunéchst fest, dass sich
das Skalarprodukt (-,-) noch auf eine andere Art bescheiben 148t. Es ist ndmlich

(g, h) = (9(0x) h(2))],—0 » ()
wobei 0, = (Oyyy Ouyy - - -, O, ) ist.
Beispiel: Seien g(z,y) = (Ii;;/s) und h(z,y) = (in;ny) beide in H3(R?). Dann ist

3 03 03

0 3 2 3 2 2
G(0z, 0y)h(z,y) = @(Qx —zy’) — 8—y3(2x —zy’) + %xy =12.
In der Schreibweise (5) bedeutet (4) nichts anderes als
(9(8:)(h o B))(0) = ((g© B)(02)h)(0). (6)
Nun betrachten wir den linearen Koordinatenwechsel z = BTy.
0 = 0
— = bjj— = B0, = 0,.
ayj ; / 891;1 = Y
Nun gilt
(go B,h)y = {gjoB.hj) = Y g;(B0k).hyx)],_,
=1 j=1
= 3 50,). h(B"Y)]
j=1
= Z<9j7 hj © BT> = <g7 ho BT>>
j=1
das heifit, wir haben (6) gezeigt. O

Insgesamt haben wir damit den folgenden Satz bewiesen.
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Satz 3.8 (Normalform eines gegebenen Vektorfelds)
Sei A eine n x n-Matriz und f € C* mit Df(0) = A. Dann existiert ein lokaler C*—
Diffeomorphismus ®, so dass ®* f = g ist, wobei g € C* ist mit Dg(0) = A und

TkgoeATt:eATtoTkg vt € R.

Also reduziert sich die Suche nach der Normalform von f auf die Frage, welche polyno-
mialen Abbildungen mit der Gruppe

I':={c"""|teR} C GL(n,R)
kommutieren.

Bemerkung: Die Restterme von hoherer Ordnung als &, die noch in g enthalten sind,
kénnen in manchen Féllen wegtransformiert werden, das ist aber wesentlich schwieriger.
Einfacher ist es oft zu zeigen, dass diese zusétzlichen Terme die Dynamik nicht &ndern.

Bei konkreten Rechnungen erweist sich manchmal eine alternative Charakterisierung der
Normalformen als niitzlich .

Lemma 3.9 Sei P ein Polynom. Dann ist

P 'z) = eM'P(z)  Va,t (7)
dquivalent zu
DP(x)ATz = AT P(x) V. (8)
Beweis:
Ubungsaufgabe ! O
Beispiele:

1. A = Diagonalmatrix

Falls
A O 0
0 X 0
A= .
0O 0 ... M\,

eine Diagonalmatrix ist, dann 148t sich ad,, A explizit berechnen und ist ebenfalls
diagonal. Dazu betrachten wir eine Basis von H,,(R™), ndmlich

{29 |c e N" |Jo|=m, 1 <j<n}
Wir berechnen fiir ein Element dieser Basis

O'.
ad,, A(z%;) = x7Aej — Z —27 (Ax); €,
% \Z,./ e
:agix”

= (/\J — Z O'z‘)\i>$06j,
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also sind alle unsere Basisvektoren Eigenvektoren von ad,, A mit Eigenwerten \; —
>, 0i)i. Falls alle diese Eigenwerte von 0 verschieden sind, das heifit, wenn keine
Resonanzen auftreten, dann ist ad,, A bijektiv fiir beliebiges m. Nach dem Satz iiber
Normalformen existiert dann eine Koordinatentransformation ® € C*°, so dass in
der transformierten Gleichung

y=Ay+g(y)

alle Ableitungen von g in y = 0 verschwinden. Sternberg hat bewiesen, dass man
sogar ein ® finden kann, so dass lokal in einer Umgebung von y = 0 dieser Rest
vollig wegtransformiert wird, also g = 0.

2. Zwei rein imaginire Eigenwerte
Als néchstes interessiert uns der Fall rein imaginérer Eigenwerte, d.h. der Linearteil

A ist von der Form
0 —w
A_(w . )

Es wird sich zeigen, dass es viele Rechnungen erleichtert, wenn man statt mit der

Differentialgleichung
x x
(Y Y

mit komplexen Variablen z = x + 7y und z = x — iy rechnet. Dann ist
Z = —wy+iwx

= iw(x +1y)

= 1wz
und analog

Z = —iwz.
Genau genommen geht man zur Komplexifizierung C? von R? {iber und identifiziert
dabei R? mit dem Unterraum U := {(z,2) | z € C} C C%

Dort wird eine lineare Abbildung induziert, die beschrieben wird durch die Matrix

A w0
A_<0 —z'w)'

Nach Satz 3.8 enthélt die Normalform von f nur Terme, die mit den Matrizen

ATy B efiwt 0
€ - 0 eiwt

kommutieren. Da unser Ausgangspunkt eine reelle Differentialgleichung war, muss

der Unterraum U invariant bleiben. Die Normalform muss daher die Gestalt (g(z, 2), g(z, 2))
haben. Wir wollen nun die Normalform m-ter Ordnung fiir beliebiges m € N be-
stimmen. Dazu schreiben wir das Polynom ¢ als

g9(z,2) = Z ape?" 7.

k+L<m
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Die Bedingung aus Satz 3.8 lautet hier konkret

G_iwtg(Z, 2) — g(e_i“’tz, eiwtz)

2 akﬁe—zwtzkzé — 2 akge—zkwtzkezéwtgé
k4+0<m k+é<m
E Y (efzwt . ez(éfk)wt) Zkzé — 0

k+¢<m

fiir alle t € R. Daraus folgt sofort, dass k = ¢ + 1 gelten muss. Die Gleichung in
Normalform lautet also

[m/2]
Z=iwz+g(z) =iwz + Z 12> ] =.
=0

Kehren wir zu reellen Koordinaten (z,y) = ((z + 2)/2, (z — z)/2i) zuriick, ergibt
sich als Normalform m-ter Ordnung

i o= —wy+aP’+y’) —yQ(a® +y7)

y = wr+aQ(z®+y*) +yP(z* +y7)
mit Polynomen P und Q).

Diese Normalform werden wir spéater benutzen, um die Hopf- Verzweigung zu unter-
suchen.

. Jordan-Block

Betrachte als néchstes den Fall, dass

0 1
=(0)
ein Jordan-Block zum Eigenwert 0 ist. Sei eine Differentialgleichung

&= f(z)

mit f(0) = 0und Df(0) = A gegeben. Sei weiter P(z1,x2) = (Py(21,22), Pa(x1, x2))
das Taylor-Polynom 7T;g der Normalform g.

Nach Lemma 3.9 erfiillt P dann die Gleichung DP(x)ATz = AT P(x), bzw. ausfiihr-
licher

or on
0x; Oxs 00 1\ (00 P (21, 29)
or, 0n, 10 s ) 10 Py(z1,9)
8271 8372
Daraus erhélt man sofort die beiden Gleichungen
0P
— =0
= 01’2
P.
0P, _ p

T1——
8x2
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Insbesondere héngt damit P; nicht von xs ab, d.h. Pi(z1,z5) = p1(x1), wobei p;
wieder ein Polynom ist. Setzt man dies in die zweite Gleichung ein, so folgt

OP.
_2(351,33'2) = p1(I1).

8.732 T

Da auf der linken Seite ein Polynom steht, muss auch die rechte Seite polynomial
sein, daher muss p; von der Form pi(x1) = x1¢;1(21) sein. Dann ldsst sich Py leicht
durch Integration bestimmen:

Py(x1,72) = q1(71) 72 + @2(71).

Setzt man alles ein und behélt nur die ersten Terme bis zur 2. Ordnung, kommt
man auf diese Weise zur Normalform

i1 = g+ axi + O(z)

Ty = arixy +brt + O} + vixy)
wobei a und b Parameter sind, die sich aus der vorgegebenen Nichtlinearitdat f
ermitteln lassen.

Hier kann man iibrigens durch eine andere Wahl der Komplemente auch andere
Normalformen erreichen. Takens hat 1974 die Normalform

iy = @y +azi+ O(a})

By = bai + Oz} + alzy)

hergeleitet.

Diese Normalformen spielen eine wichtige Rolle bei der Untersuchung der Takens-
Bogdanov-Verzweigung, denn die komplette Dynamik in der Ndhe von xy = x5 = 0
fiir Parameter a, b nahe 0 wird bereits von der Normalform 2. Ordnung beschrieben.



