VorerC.

a man die Urszlllchen fgr dig harmonischen Verh
in geometrischer und wilbarer Hinsicht méel; ; :
ses%n eine bestimmte Anzahl gleicher TEile,g l(lic.:}ll]e.nb;eﬁ:::ggg qceilKrel-
cbenen reguldren Figuren, glaubt? ich gingangs darauf hinweisen zu gzlﬁgnbaéeg
man heutzutage, wie aus dem Ver‘offenthc}'lten Schrifttum hervorgeht, die be, rieflf
lichen Unterschiede der geometrischen Dinge ginzlich auBer acht lﬁht Ja gau }-1
bei den Alten findet- sich, abgesehen von Euklid und seinem Komment‘ator Prco-
klus, niemand, der eine genaue Kenntnis dieser spezifischen Unterschiede der geo-
metrischen Dinge an den Tag legte. Die Einteilung der Probleme in ﬂ'achenhe%fte
raumliche und lineare, wie sie der Alexandriner Pappus und seine Vorlaufer vor.
nehmen, stellt zwar in geniigender Weise das heraus, was sich dem Verstand bei
der Anschauung der einzelnen Teile eines geometrischen Gebildes darbietet. Allein
diese Einteilung geschieht nur in knappen Worten und ist ganz auf die Praxis
zugeschnitten; der Theorie geschieht keine Erwihnung. Und doch werden wir
nie die harmonischen Verhiltnisse ergriinden kénnen, wenn wir nicht allen Scharf-
sinn auf die Theorie dieser Dinge aufwenden. Proklus Diadochus zeigt sich in
den 4 Biichern, die er zum ersten Buch des Euklid herausgegeben hat, in der
Rolle eines theoretischen Philosophen auf dem Gebiet der Mathematik. Hitte
er uns auch seinen Kommentar zum zehnten Buch des Euklid hinterlassen, so
hitte seine aufmerksame Lektiire die heutigen Mathematiker von ihrer Unkennt-
nis befreien kénnen; mich selber hitte er dann auch der Miihe voéllig enthoben,
die Unterschiede der geometrischen Dinge auseinanderzusetzen. DaB8 ihm diese
Unterschiede der Gedankendinge wohl bekannt waren, geht klar hervor aus seinen
einleitenden Ausfiihrungen. Hier stellt er fiir jegliches mathematische Sein die
gleichen Prinzipien auf, die auch bei allen anderen Wesen auftreten und alles aus
sich vermégen, namlich die Begrenzung und das Unbegrenzte, inde¥n er die ‘Be-
grenzung als die Form, das Unbegrenzte als die Materie der geometrischen Dinge
anerkennt. )
 Fiir die GroBen charakteristisch sind Figuration und Proportion, und zwar
Figuration fiir die GréBen im einzelnen betrachtet, Proportion in Hinsicht auf
ihre gegenseitigen Beziehungen. Die Figuration wird durch Grenzen vollzogen.
S({ wird eine gerade Linie durch Punkte, eine ebene Fliche durch Linen, e1tn
Kérper durch Flichen begrenzt, umschlossen und figuriert. Was nun begrenzt,
umschlossen und figuriert ist, das kann auch durch den Verstand erfait werd_er;.
Das Unbegrenzte und Unendliche dagegen 148t sich, eben weil es dieser Art 555
I keiner Weise durch die Schranken einer durch Definitionen zu geyvmfgen rzn
El‘kennt.nis oder einer geometrischen Konstruktion einschliefen. 'Dleattllgillhen
aber existieren erstlich im Urbild, dann im Einzelwerk, erstlich im g
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n verschiedener Wfﬂ'se Je nach dem Syt
fen . Wesens. SO wird fiir die GréBen die i;lig:kt.
_ lt,;,r:sentli cher Unterschied liegt im Gedanklichep, 1on
Wesenheit, ihr die Proportionen betrachtet. Denn da gje Fi‘guras
an vollzogen wird, geschieht es, daf3 wegen dieser Meh::
. 1 Proportionen Gebrauch macht. “1/(35_ aber die PmPOT‘tior;
hl die Figuration V%’ standes seinl soll, kann man 1n keiner Weise €insehey
za kt Qes eG Cenzen als Wesensprinzip zuweist, der gibt damit auc};
den Grden . ine intellektuelle Wesenheit besitzen Alleip o
u, daB die figurier Beweisfilhrung. Man lese das ganze Buch deg Proklys
sige hervor, daB ihm die intellektuellen Unterschieqe der
Daraus geht Zur-Gen inz wohl bekannt waren. Er spricht sich freilich Uber
geometrischen Dmge-cght in besonderen Ausfithrungen so klar und durchsichy

diesen Gegenstand mber flachlicher Leser merken wiirde. Der Strom seiner Rede

allllsé 331113 iecsha;:rcril i(::r:ei(;lem vollen breiten Bett und fiihrt iberall eine reiche Fyjj,
flieBt gle

k Gedanken der ziemlich schwer verstandlichen platonischen Phjj,.
:;);hiS: ;Zlf? ;gi ugd Ex;:er diesen findet sich auch der besondere Gegenstand
des Vogliigg:ec;zrrlxwaﬁ hat jedoch bisher noch nicht Zeit und MuBe gefunden ip

+ diese Geheimnisse einzudringen. Petrus Ramus fi.ndet. zwar das Buch des Pro-
klus interessant. Allein den Kern seiner Philosophie mitsamt dem zehnten Buch
des Euklid lehnt er ab und verwirft er. Der Verfasser des Euklidkommentars
wird zuriickgewiesen und zum Schweigen verdonnert, wie wenn er eine Vertei-
digungsschrift fiir Euklid abgefaBt hatte, und der Zorn des feindseligen Kritikers
wendet sich gegen Euklid, wie wenn dieser Angeklagter wire. Dessen zehntes
Buch wird durch einen grimmigen Richterspruch verurteilt, daB nur ja der Mann
nicht gelesen wird, der die Geheimnisse der Philosophie vor einem ausbreiten
kann, wenn man ihn liest und versteht. Man lese bitte nur die Worte des Ramus
in seinen Scholae mathematicae Kapitel 21; nie hat er etwas geduBert, was eines
Ramus unwiirdiger ist. Er sagt da: ,,Der Stoff im zehnten Buch ist in einer
gnelllsie tiialr)ges‘cellt, daB ich in der gesamten wissenschaftlichen Literatur nie etwas
Euklicd lehrurtlldss gefunden habe. Dunkel nicht insofern um einzusehen, was
standlich Sein( ;nn das kann auch fiir ungelehrte und ungebildete Leute ver-
um vllig gy 3 e;gtl(:}lllr auf das schauian, was da und vorhanden ist), dunkel aber
Buch hat, welches dieenGu?td Zu ergriinden, Welcher} Zweck und Sinn das gané:
sind; ich habe nie solat attungen, Arten, Unterschiede der behandelten Begr t

verworrenes und verwickeltes Zeug gelesen oder gehort.

Ja der pythagore;
rochen zu hgl());fll,slcl}sle Aberglaube scheint sich hier gleichsam in eine Hohle ver

ms des Buyg oW Doch b_eim Kuckuck, Ramus, hittest du das Verstand-
wurf so gro}gzsr Iijl)?tkfur allzu leicht gehalten, so hattest du ihm nicht den Vor-
der Ruhe, eg bedal::c elheit gemacht. Hier bedarf es groBerer Miihe, €s bedar!
den Plan e Verf angespanntester Aufmerksamkeit des Verstandes, bis 180
dumhgemngen daassers ergrindet. Hat sich aber der Geist hochsinnig welt
o podlt; ein u;lglarlirl;re ISt wird er sich bewuBt, daB er im Licht der Wahrheit
? hier aufs genauest iches Entziicken erfaBt ihn, und frohlockend durchschaut
erschiede jhrep Teils e Xne'von einer hohen Warte a;us die ganze Welt und alle Un-
NWissenheit und de;- llein fiir dich, der du dich hier aufsg ielst a.ls‘Schutzherr der
grofen Menge, die aus allem, Géttlicll)lem und MenschliChan’

nur Gewinn he
rausholen & s .
9 mochte, fijr euch alle sind das ,,ungeheuerliche Sophis

zwar i



« fiir euch ,,hat Euklid seine MuBe in ungebiihrli . : .
?iliineuch _haben jene Geistreicheleien in der Ggggﬁgtedﬁgnxeﬁa{“? bquauchjc ’
iiberlasse €s euch zu zerpfliicken, was ihr nicht versteht. Fiir mif;h- bun, ich
ich die Ursachen der Dinge aufspiire, kann ich sagen, daB sich mir - e;{ der
quBer im zehnten Buch des Euklid nirgends ein Zugang aufgetan ha:u iesen

Im Gefolge des Ramus hat Lazarus Schoner in seiner Geometrie gest +
den, er habe nicht eingesehen, dal die fiinf reguliren Korper in der Welt igr eirdll:
einen Zweck haben, bis er mein Buch mit dem Titel ,,Mysterium Cosmogfaphi-
cum" gelesen habe. Darin beweise ich, daB die Zahl und die Abstande der Pla- 1
neten von diesen .funf regu'l‘aren Koérpern hergenommen sind. Man sieht, wie der
Lehrer Ramus seinem Schiiler Schoner geschadet hat. Zuerst hat Ramus durch
die Lektiire des Arlstotelps, der (.i1e pythagoreische Philosophie betreffs der von
den fiinf Kérpern hergeleiteten Eigenschaften der Elemente abgelehnt hatte, sich 1
qur Verachtung der ganzen pythagoreischen Philosophie hinreiBen lassen. Als er
sodann erfuhr, daB Proklus der pythagoreischen Sekte angehdrte, glaubt er diesem
nicht, wenn er, was durchaus richtig ist, behauptete, daBl der letzte Zweck von
Euklids Werk, auf den sich schlechterdings alle Satze aller Biicher (auBer den
die vollkommene Zahl betreffenden) beziehen, die fiinf reguliren Kérper sind.
Daraus ist bei Ramus die feste Uberzeugung entstanden, man miisse die fiinf
Korper aus dem SchluBteil von Euklids Elementen herausnehmen.

Strich man aber den Schlu8 des Werkes, so nahm man gewissermaBen
dem Gebzude seine sinnvolle Form, und es blieb bei Euklid nur ein unférmiger
Haufen von Satzen iibrig, gegen den Ramus wie gegen ein Gespenst in den
ganzen 28 Kapiteln seiner Scholae loszieht mit einer so grofen Schirfe der Rede,
einer so groBen Unbedachtsamkeit des Urteils, wie sie eines so bedeutenden Man-
nes hochst unwiirdig ist. Schoner folgte dieser Auffassung des Ramus und glaubte
auch selber, daB die reguliren Korper keinerlei Bedeutung besitzen. Aber nicht
allein dies, er vernachléssigte oder miBachtete auch Proklus, indem er dem Ur-
teil des Ramus folgte; und doch hétte er von Proklus die Bedeutung der fiinf
Korper fiir die Elemente Euklids, wie fiir den Bau der Welt lernen kénnen. Nun
war freilich der Schiiler gliicklicher als der Lehrer; denn er hat unter Glucli—
wiinschen die Bedeutung der Kdrper angenommen, die ich fiir den Weltbau ent-
hiillt habe, und die Ramus verschmiht hatte, yvell sie von Proklus kam. D.er;lré
was soll man jetzt sagen, wenn die Pythagoreer diese Figuren den Elemcﬁltenarilelgen
wie ich den Weltspharen zuteilten ? Ramus hatte sich Miihe geben sollen, d eser
ihren Irrtum betreffs des wahren Subjekts der Figuren zu besgltlgel(l}, WI:I tllirteil
getan habe. Er hatte dann nicht diese ganze Philosophie m_lt f:uﬁel}l dei;’: o hre
erledigt. Wie, wenn die Pythagoreer das gleiche lehrten ?w16 _lct , 'mht Tie koper-
Anschauungen durch eine Hiille von Worten verdeckten ? Tr.lt mi hrter Weise
nikanische Weltform bei Aristoteles selber auf, wenn er diese 1n vdeire Esaoime Feuer
unter fremden Bezeichnungen widerlegt, indem die Pythagoreer der Sohiren bei
und den Mond Gegenerde nannten? Wenn namlich die Anc;;(ilm;ilégdie fﬁflf Korper
den Pythagoreern die gleiche war wie bei Kopernikus, Vf{e bestindig lehrten, die
und die Notwendigkeit ihrer Fiinfzahl kannten, wenn a

i i ben zu
fiinf Korper seien die Urbilder der Weltteile, s fehlt sehr wenig uns glaube

s T8 lesen be-
machen, daB ihre Anschauung, die Aristoteles 1n ratselvoller Form zu 1€5

- ampft
4 . kt von diesem bekamp
kam, wie unter dem wahren Sinn der Worte VerStecien Wiirfel zuwiesen, wih-

wurde. So liest Aristoteles Erde, der die Pythagoreer ¢ e haltung
rend diese vielleicht den Saturn meinten, dessen Sphire durch die Ei
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) Der Erde wird ferner gemeinhip g;
: trennt ist. ; e Ryp,
wiirfels vor J uPlter}%:t Saturn die IangsamSt.edBewI?Igl‘tl)ng' die der Ry, a :
1. Buch. des oben; I aber weswegen €T auch bei den Hebriern von ge; Rup
zugeschr! erhalten, Weise liest Aristoteles, der Lysy Sei

: ten Omm ’ t- In gleiCher . . d
:t;;}gl ,men erhalten ha nd die Pythagoreer vielleicht den Merkur me, iy

i wahre ist: auch hat Merkur ten,
Jer zugewiesel Ktaeder umschlossen 1st; 2 hat (als schpey’
O Cphre durch 428 O Mo nliche Beweglichkeit, wie sie von der Ly n
ster von allen Plane T ot Feuer sollte v1elle1.cht Mars bedeuten, der aycp, Soney
- dci Ill) algamen Pyrois tragt; ihm ist das Tetracder zugewiesen yiq)

her de

vom Feuel n€ sre durch diese Figur umscmosse“ 15‘[‘2 }P nd unter der Be-
\Wasser, dem das Jkosaeder zugeteilt 1st, mag sic das Venusgesti
seichnung Wasser, Bahn durch das Tkosaeder eingeschlossen wird; wie map, ia
verstecken, dessen bizkeit unterordnet und von ihr selber. erzahlt, sie g aus
die Feuchhis woher der Name Aphrodite kommt. Schljeg.

ebOI‘en,
né desW I\g:fr\e’\?elgt Erde bedeuten und der Welt das Dodekaeder zuge.
as da die in zwolf Teile eingeteilte Bahn der Erde durch diese

wird, die ihrerseits ringlshe1§u1;(r111 zwolf Sg@te?ﬂ;’ifcl’r;en enthilt
- der Geheimlehre der Pythagoreer die finf Figuren ays.
Daﬁ.ﬂemegtjﬂffﬁddig glemente, wie Aristoteles glaubte, sondern aggiie Pllli-
ﬁfﬁeeil ilz?rd besonders dadurch bgstatigt, glaB Proklus den Sinn der Geometrie
u. a. darin sucht, daB er lehrt, wie der Himmel in seinen verschiedenen Teilen
wohlbestimmte Figuren erhalten hat. .
Aber noch ist des Schadens kein Ende, den Ramus angerichtet hat. Da ist
+ Snellius, der geschickteste unter den heutigen Mathematikern, der dem Ramus
véllig beipflichtet in der Vorrede zu den Problemata des Ludolph van Ceulen.
Er sagt da zum erstenmal, daB jene Einteilung der unaussprechbaren GréBen in
13 Arten praktisch unniitz sei. Ich gebe dies zu, falls dieser keine praktische
Verwendung gelten 148t auBer im gemeinen Leben und wenn die Betrachtung
der Naturdinge fiir das Leben bedeutungslos ist. Aber warum folgt er nicht dem
Proklus, den er anfithrt und fiir den die Geometrie ein héheres Gut ist als das
zum Leben notwendige Handwerk? Dann wire ihm auch die Bedeutung des
zehntep Buchgs aufgegangen, die in der vergleichenden Darstellung der Arten
vo}rll Figuren liegt. Snellius fiihrt als Gewahrsmanner Mathematiker an, die das
:;u?rfﬁclﬁuchPEukhds nicht beniitzen. Aber alle diese handeln von linearen oder
iy selbg-l tl;oblemen und von solcheq Figuren und GréB8en, die keinen Sinn in
abzielen und oiine, g?élden} 1(l)ffenkundlg auf andere praktische Verwendungen
werden um ihrer selbsts\?villilc ¢ erlorscht Wurdgn. Al.lem die ;egul aren Figurer
heit in sich selber ung h"en erforscht als Urbilder, sie tragen ihre Vollkommen-
gehoren zu dem Gebiet der Flichenprobleme, ohngeachtet

daB durch die eb . N ,
ihnlicher W eiseeb:z?:ﬁ Seitenflichen auch ein Korper eingeschlossen wird. In

lich auf fl3 t sich auch der Gegenstand des uches hauptsich-
T Art sindf?la:{zl:?‘? aft; Gebilde. Warum wergden Dinge hefzggggg]:n, die heter%gener
Bauch zy fﬁttenlln e Ware niedrig geschitzt, die nicht Kodrus kauft, um seinen
»Hat sich die Cru.xs‘ondgm die Kleopatra erwirbt, um ihre Ohren zu schmiicken?
die durch Zaflen, g 3 5 L0 die Képfe eingepragt 2 Namlich in die Kopfe dereh
aber behangle diese A, curch Aussprechbares, das Unaussprechbare quélen- Ic
em Qurch verstapgen. . JCht mit Zahlen, nicht mit Hilfe der Algebra, SO
Uhrung von Waren; abige Uberlegung, weil ich sie ja nicht brauche zuf Aus-

echny :
6 nigen, sondern zur Erforschung der Ursachen der Ding®

schrieben werden,
Figur umschlossen



in den Bibliotheken \_f‘erbe'rgen. Er zeigt sich durchaus a]s
Ramus und leistet fur. dlgsen keine ungeschickte Arbeit.
euklidischen Bauwerk die sinnvolle Form, stiirzte die Spitze, die fiinf Kérper, um
Nach deren Entfernung war das ganze Gefiige aufgelost : die Mauern sind voller
Risse, die Gewdlbe drohen einzustiirzen. Snellius nimmt nun auch noch den
Mortel weg, der ja doch.nur dazu dient, dem unter dep finf
gefiigten Haus Festigkeit zu geben. O die gliickliche Auffas
lers! Wie gewandt hat er von Ramus den Euklid versteh
glauben beide, der Name Elemente komme daher, daB
punte Fiille von S’atzen,.Problemen und Theoremen finde
GroBen und jegliche Art ihrer praktischen Verwendung. U
seinen Namen Elementenlehre von seiner Form, insofern immer der folgende Satz
sich auf den vorausgehenden stiitzt bis zum letzten Satz des letzten Buches (teil-
weise auch des neunten Buches) und dieser letzte Satz keinen vorausgehenden
entbehren kann. Aus dem Architekten machen sie einen Waldarbeiter oder Holz-
faller, indem sie glauben, Euklid habe deswegen sein Buch geschrieben, um fiir
alle anderen zu arbeiten, selber aber verzichte er auf ein gigenes Haus. Doch ich
habe mehr als genug hievon an dieser Stelle gesagt; wir wollen zum Anfang
unserer Vorrede zuriickkehren. .

Als ich sah, da8 die wahren und echten Unterschiede der geometrischen
Dinge, von denen ich die Ursachen der harmonischen Proportionen herholen
muB, allgemein véllig unbekannt sind, da8 Euklid, der sie zum Studium ubﬁr-
liefert hat, durch die bissige Kritik des Ramus unterdriickt und ausgelflatsc.‘ii
durch den Larm iibermiitiger Leute iiberschrien und von nlefnand geh%rt 1\{av11r
oder auch tauben Ohren die Geheimnisse der Philosophie erzahl.t, daﬁ hro u?i,
der das Verstindnis Euklids hitte eréffnen, Verborgenes ans Licht z1ehen il:;n
Schwerverstandliches leicht machen kénnen, zum Gespétt dient und 'aulil ie nen
Kommentar nicht bis zum zehnten Buch fortgesetzt hat, wurde mir klar,

: t aus dem zehnten
ich zu tun hatte. Ich erkannte meine Aufgabe glarm, zuerst o ben be.
Buch Euklids das herauszuschreiben, was fiir mein gegenﬁvar‘ﬂﬁfzr Verwendung
sonders wichtig ist, die Reihe der Gedanken ]ec?esUIiglzicc If:nl;nzugeben, arm
gewisser Einteilungsgriinde klar herauszustellerlll, tleund A Leplich von den Figu-
Euklid manche Einteilungsglieder ausge1a§sen at, 1 e hen Anfiihrung der
ren selber zu handeln. Dabei habe ich rplch mit emelr ein o uklids handelt.
Satze begniigt, soweit es sich um ,vé‘lhg klarle lgarlffdltengm uBte ich wegen des
Vieles, was von Euklid auf andere Weise dargeleg ‘I’V hung der wiBbaren und
Lweckes, den ich verfolge, d. h. wegen der Ve’:g eiliuBteg ich verbinden oder
nicht wiBbaren Figuren, neu darstellen; G(;t{e-nn es B und Theoreme habe
die Anordnung andern. Die Reihe der 'Defu‘utloneni)e auem zitieren zu konnen.
ich fortlaufend numeriert, wie n der Dloptrlk, gnﬁabeqmich nicht allzusehr um
In den Lehnsiatzen war ich nicht sehr genau unc o e selber bedacht, da ich
den Ausdruck bekiimmert; ich war mehr auf g;ederi in diesem Teil der Mathe-
ja nicht in der Philosophie als Mathematiker,

S i etri-
" ich hitte iiber die geomet
matik als Philosoph auftrete. Ich wiinschte I.lf%gr;r reden konnen. Allein ich

larer, klarer und grel ich geometrische Dinge
ifg;?n (I;ragen noch EZE;- %Verden in beiden Fallen, wenllla:: %ie Dunkelheit des
in Pz,l)ullgrgeernle?lgrtr;nvortrage oder wenn e€s mir nicht gelans, freundlich

i i ine Bemithung
Stoffs durch eindringlichen Flei zu iiberwinden, me

getreuer Schiiler des
Ramus nahm dem

sungsgabe des Schii-
en gelernt! D. h. sie
man bei Euklid eine
t fiir jegliche Art von
nd doch hat das Buch
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Uber die Darstellbarkeit der regelmifigen Figuren.

I. DEFINITION.

Ebene regulédre Figur heiBt eine solche, die lauter gleiche
Seiten und gleiche, nach auBen gekehrte Ecken besitzt.

7. B. hier QPRO. Die Seiten QP, PR, RO, 0Q sind gleich;
ebenso die Winkel QPR, PRO, ROQ, OQP.

Q
M L
0

II. DEFINITION.

Die einen dieser Figuren sind primar und urspriinglich, namlich jene,
die iiber ihre Grenzlinien nicht hinausragen; ihnen kommt die angegebene Defini-
tion im eigentlichen Sinn zu. Die anderen sind erweitert, indem sie gleich-
sam iiber ihre Seiten hinausragen; sie entstehen, indem man nichtbenachbarte
Seiten einer primaren Figur bis zu ihrem Schnitt
verlingert; sie heiBen Sterne.

So ist hier ABCDE ein vollkommenes Fiinf-
eck: es ist eine primare Figur, die keine andere
vollkommene Figur erfordert, aus der es durch
Verlingerung der Seiten hervorginge.

Dagegen ist FGHJK ein fiinfeckiger Stern
und eine erweiterte Figur, die entstanden ist durch Verlangerung von je zwel
nicht benachbarten Seiten, z. B. AB und DC bis zum Schnitt in J.

I1I. DEFINITION.

Halbregulire Figuren sind jene, die verschie-  f— 7 E )
dene Winkel, aber vier gleiche Seiten haben, wie die / /
Rhomben NM PO, GEKD. N_ 0 (- 2

IV. SATZ.

Alle reguliren Figuren kénnen mit allen ihren Ecken zugleich auf ein und
denselben Kreis gelegt werden. ’

Denn nach Euklid ITI, 21 kénnen gleiche Winkel ein unc! dem.selben KICIS-
segment, also auch gleichen Segmenten ein und desselben Kreises embeschneben
werden. Nun sind aber alle Winkel einer reguldren Figur gleich, also konnen alle
Winkel einer bestimmten Figur gleichen Segmenten eines bestimmten Kreises
einbeschrieben werden. Es miissen aber auch wirklich, wenn nur einer einbe-
schrieben ist, alle zugleich einbeschrieben werden. Denn die Seiten sind alle ein-
ander gleich, daher sind auch die Kreissegmente einander gleich, die von je zwel
einen Winkel einschlieBenden Seiten abgeschnitten werden, nach Euklid I, 24.
Also liegen mit einer Ecke auch die Endpunkte der Seiten auf dem Kreis. Diese
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Anders ware es, WenNn zwar dje W

- - , Inke]
Ecken. wiirden sich nicht a]) 3
aber ebiecrlllt gTeich waren. Dann € kael
Endpu ten aber 1
1. Buch :ch, di€ n. EFINITION
gleich, hreiben lasse v.D
einbesC

(describere) heiBt das Verhiltnis zwisch,
eiben

: . en dey,
Wink
Eine Figur befqhel;l Gehnen und den Schenkeln eines Winkels dy

. diesen Verhiltnissen 4
. horig ren bestimmen, ‘aus s
Jen Winkel gizmetrischesiliéﬁzzr Figur konstruieren und aus den D i
: ElemF?;;?rggflends zusammensetzen.
die I'1

8egeben,
4]t man die Dreiecke DAE, DAC und CAB, aus depey
SO erhd

die Figur besteht.

vI. DEFINITION.

i i inscri heiBt das Verhaltp;
i beschreiben _(1nsc.r1bere.) . i
elxln i{sls'glrs g;sn Kreises, dem die Figur elqbeschnebefl werden
der Seite zum Durcmg;risches Verfahren be§t1mr_11en; ist d}eses' Xle]rhaltms be-
soll, durch_ein 86}? leicht die vorgegebene Figur in den Kreis z_ech en.
stimmt, so 1aBt sic So moge z. B. der Halbmesser LD oder sein oppeltes, der
Durchmesser, gegeben sein. Wenn. WIr nun wissen, was wir mit
'hurc achen ,miissen, um fiir die Seite DE die Wah}'e Linge zu be-
i(orrI:lrIr?en so werden wir hernach leicht. durch Wlederhonltes Ab-
tragen von DE auf der Peripherie die Figur vollenden konnen.

Eine Figur einl

VII. DEFINITION.

Wissen (scire) heiBt bei geometrischen Dingen messen durch ein bekanntes

MaB. Dieses bekannte MaB ist hier bei der Aufgabe, Figuren einem Kreis en-
zubeschreiben, der Kreisdurchmesser.

VIIL. DEFINITION.
WiBbar (scibilis)

ist, was entweder selbst unmittelbar meBbar ist durch den
]?urchmesser, falls es sich um eine Strecke, oder durch deren Quadrat, o "
sich um'eine Fliche handelt, oder was wenigstens nach einem wohlbestimn i
8eometrischen Verfahren ayg solchen GréBen gebildet wird, die, wenn auch
noch so langer Kette,

: . b-
5 : schlieBlich vom Durchmesser bzw. seinem Quadrat 2
1 hingen. Ayf griechisch sagt man ydouuov.

IX. DEFINITION.

stellung (demonstratio) ; i : beschreibenden
den Gra atio) ist die Herleitung der zu - chen-
grielém:fl?ﬁzfﬁm Durchmesser mit Hilfe von moglichen Zwisc

. 0 erzeypt g _ as
Wissen Dabeiggigltedli) arstellung gemeinhin entweder die Beschreibung 0def den
podem ancy” ;& Beschreibung reip nur die GroBe an, das Wissen dag®
IWar 8eomet riscl, be tQ valitdt oder Ay der GréBe. Es kann aber eine Str:lfon

i e SSIABig gy IR (auf griechisch rayy). ohue daB man ey
er o de » Yon WGICheI' Art Sie ist. Umgekehrt ISt es mOgh(': »

T
Mehreren Strecken zwar die Qualitit weil, da8 sie 2



arch nicht eindeutig bestimmt werden, j ) N
g:geren an’GrﬁBe verschi_edenen Dingen ZUkol;S::lfte_rK 13(<:«lr11<;StQVuaht:it auch V.iek'n
gie Beschreibung zwar leicht, das Wissen aber sehr schwer gnhr{}agghen Linien
viele GréBer} zwar d_urch irgendein geometrisches Verfahren- be(s:.c hle‘ %;Ch koénnen
man kann sie aber ihrer Natur nach nicht wissen, entsprechend reben werden,
Definition des WiBbaren. unserer obigen

X. DEFINITION.

Eine ei gentl'iche Darstellung liegt vor, wenn die Zahl d
Figur selber oder einer mit ihr durch die doppelte oder halbe S:irte];:éﬁ? vci?:

wandten Figur die Bestimmung des Verhiltnisses vermittelt. ; ; .
zum Durchmesser steht. elt, in dem die Seite

Denn jede reguldre Figur ist entweder selber ein Dreiec :
nalen in Dreiecke zerlegbar. Da aber jedes Dreieck drei Winkeli: I?:: rdcil:a1 rz?ll;all)rll;g:,;
zwei Rechte betragen, so tritt im Winkel des reguliren Dreiecks' der dritte, im
kleinsten Winkel des elementaren Vierecksdreiecks der vierte, in dem des Fiini-
ecksdreiecks der fiinfte, in dem des Siebenecksdreiecks der siebte usw. Teil von
zwei Rechten auf. Von der GréBe dieser Winkel geht die Darstellung aller dieser

Vielecke aus.
XI. DEFINITION.

Eine uneigentliche Darstellung liegt vor, wenn das Verhiltnis der Seite
zum Durchmesser aus der unmittelbaren Verwendung der Eckenzahl geometrisch
nicht bestimmt werden kann, sondern nur durch Beniitzung der Seite einer an-
deren Figur, die nicht die doppelte oder halbe Seitenzahl besitzt.

XII. DEFINITION.

Man unterscheidet verschiedene Grade der WiBbarkeit, teils entfern-
tere, teils nihere. Der erste und nichste Grad liegt vor, wenn ich von einer
Strecke weiB und beweisen kann, daB sie dem Durchmesser gleich ist, oder von
einer Fliche (mag sie auch anders geformt sein), daB sie dem Quadrat des
Durchmessers gleich ist.

In diesem Fall miBt das bekannte MaB das WiBbare vollkommen, d. h.
ohne weiteres durch sich selber.

XIII. DEFINITION.

Der 2. Grad liegt vor, wenn man den Durchmesser bzw. sein Quadrat in
eine bestimmte Anzahl gleicher Teile teilt und die zu bes’_ummende Strecke I:)?gt
Fliche gleich einem oder mehreren solchen Teilen ist. Eine solche Strg.clizle e‘D
auf griechisch gnrs) wijxes, in Linge aussprechbar. Eine derartige SFlac 1«13 ad:;'
heiBt schlechtweg gzr7), aussprechbar. Denn die Zahl ist die Sprache

Geometer. N
Zu diesem Grad der WiBbarkeit gelangen wir entweder durch Beschrel

bung und Einbeschreibung oder auch auf andere Weise durch Veﬂanggzcﬂﬁff
mit irgendeiner anderen GroSe, die man auf jenem Weg eryalt'eq aeixiigt auch
liegende Qualitit bestimmt also nicht irgendeine emnzige Gro!}e, Slengihrer Kom-
nicht zur Bestimmung, so daB ich wiiBte, irgendeme Grobe seilwegceh das wissen,
mensurabilitit so oder so beschaffen; ich mubB vielmehr auch 1
wie d. h, durch welche Zah! sie aussprechbar ist.
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pEFINITION.

XIV. sine Strecke in Lange unaussprechy, . .
4 liegt voT v:rieﬂgm 2. Grad ist. Sie heilit dann gy.y 61::4 ihy
1, Buch- Der 3 ;: eChbar un et
hb

ssp
Quadrat abe;usspfec ar. - DEFINITION. ‘

X pot o dloyot. unaussprechbar (_meffabiles) Di
N n Grade heleirilese Bezeichnung mit ,.irrational” wiedey .-
alle fol ee cetzer gebe}fll der Zweideutigkeit und Unsinnigkeit Verb‘u'n;én
ie Gefa ;rauch dieser Bezeichnung begraben; denn eq gibr;
o strecken, diey 06 4o egichert werden. Ihe ATTAMCHLET Teden in gy,
ip ihrem Bes o tauben Zahlen, d. h. von solchen, die nicht mehr gy
Ubersetzung VOA ber unter dieser Bezeichnung verstehen sie sowgp) die

" als Taube horen-h aren als auch die unaussprechbaren GroBen.
o Poten: heger 4. Grad, unter den qnaussprechbaren GroBen der eTste
Der Reihe nac weder die Strecke noch ihr Quadrat aussprechbar ist, gy,
liegt nun Vor, w?nn_n solches Rechteck verwandelt werden kann, dessen Seitey
Quadrat jedoch 1n €1 hbar sind. Eine solche Strecke heiBt Mediale

- c
; in Potenz aussprecib . _
wemg)Steclll: sie mittlere Proportionale zu zwel aussprechbaren, nur in Poten;
3

cken ist; so, wenn eine in Lange, die andere dagegen nur
il;f I;zzgz?r:é)::nwigg beide nur in Potenz aussprechbar sind, die Potenzen sich
aber nicht wie Quadratzahlen zueinander verhalten. o
Eine solche Strecke ist nicht wiBbar, d. h. sie selber, wie ihr Quadrat, wird
nicht gemessen durch die Linge einer bestimmten Zahl gleicher Teile des Durch-
messers bzw. seines Quadrats. Es werden aber auch die Strecken, zu denen die
Mediale mittlere Proportionale ist, nicht beide zugleich durch den Durchmesser
gemessen; erst die Quadrate dieser Strecken werden durch das Quadrat des
Durchmessers gemessen.
. Das Quadrat einer Mediale wird ebenfalls medial genannt, ob es die Form
:rllnes Quadrates hat oder in ein Rechteck verwandelt erscheint. Damit gewinnt
an eine neue Gattung von Flichen, itber die aussprechbaren Flichen hinaus.

In diese zwei Gattup s ;
;& gen von Flichen, de dialen, zer-
t fallen die im folgenden angefiihrten Ar’cen.n aussprechbaren und me

, XVI. DEFI
Zu weiteren besondere NITION.

VOn Je zwei Strecke n Strecken gelangen wir durch Zusammensetzung
tingeschaltet Werde?f dﬁ:h die zuvor schon ebenfalls neue Grade der WiBbar keit
a‘“Chrpesser nur jp Potn teile nimlich den Durchmesser oder eine zu 4o
b‘;.ch eine Mediale i 4y, énz kommensurable, also aussprechbare GroBe oder
el.der Zel‘legung von ze1 .ung]."el(:he Teﬂe’ Oder man fﬁge Zwei Telle, wie sle
d.ratil:lzus'clmmenges@tzt:vgt GréBen jener Art entstehen, oder zwei aus solchen
solcher Teile agqjy: recken oder Strecken, der adrate aus den Qua-
EWar zwej g v oder subtrakt; , deren Qu : inander
Stehendep, Stre €r Art nac verschi raktiv zusammengesetzt sind, anet: ent-
g‘l dnge inko cken entyye er zu miedene Teile). Im ersten Fall werden die €
all jgt Wen mmensqrabel, €lnander ip Linge kommensurabel oder 2

SUrahifiss, 1 aber . ~
Urabilitay nich?;réh?ai in Potenz kommensurabel sein. Im 1tz
e

T es kann vorkommen, daB zwei 2



peschaffen sind, daB8 die Summe ihrer Quadrate oder di _
;‘(;achen liefern, wie Wir sie bisher sc“hon kennen. Sig l:irstilr? ﬁ:g}(lit%ke aus ihnen
wie unter sich kommensurable GréBen. Da die Verbindunge ann das gleiche
artigen vollig inkommensurablen GréBen zahlreich sind gen von zwei der-

.. .. . . und ran w0
schieden werden miissen, diirfen wir nicht alle Paare zu einem é‘;fg’ng u}rlxrter-
rechnen.

XVII. DEFINITION.

Der 5. Grad der WiBbarkeit liege also vor C o
weder aussprechbar noch medial, vielriehr zueine’mz:?nvgrlviegl iili?c?rin, e e
sind, sowohl eine aussprechl?are Quadratsumme als auch ein aus;n ens}t:{)abel
Rechteck ausmachen, ganz wie das der Fall ist bei zwei in Linge auss P::chb ares
GroBen oder auch bei zwei GroBen, die nur in Potenz aussprechbar Ebe(; z aren
ander in Lange kon_lmensurabel sind (Eukl. X, 19). So stehen die Seite des gllln_
drates 2 und die SelFe des Quadrates 8 im doppelten Verhiltnis zueinander w:ii
sich die Quadrate wie I zu 4 verhalten. Sie sind also zwar in Linge unauss rech-
bar, aber unter sich kommensurabel. Thre Quadrate 2 und 8 geben zusaIr)nmen
10, eine aussprechbare Fliche, und miteinander multipliziert (d.h. zu einem
Rechteck zusammengefiigt) ergeben sie das Rechteck 4, also auch etwas Aus-
sprechbares. Genau das gleiche, so behaupte ich, leisten auch gewisse GréBen-
paare, deren Elemente weder aussprechbar noch medial, vielmehr zueinander
vollig inkommensurabel sind. Man darf sie also nicht wie die vorigen Gré8en zum
2. oder 3. Grad der WiBlbarkeit rechnen, sondern muf3 einen neuen Grad, den 5.,
setzen.

Man bemerke iibrigens, daB wir bei diesem Grad nicht die Strecken selber
oder die Quadrate der einzelnen messen, sondern vielmehr ihr gemeinsames
Rechteck und ihre Quadratsumme; was dem einen Quadrat fehlt, um aussprech-
bar zu sein, das wird gerade durch das zweite Quadrat ergédnzt.

XVIII. DEFINITION.

Ein 6., dem Rang nach niedrigerer Grad der WiBbarkeit liegt vor, wenn
bei der Vereinigung von zwei GroSen, die weder aussprechbar noch medial, viel-
mehr zueinander vollig inkommensurabel sind, nur die eine der beiden Flachen
aussprechbar, die andere aber medial wird. Und zwar liegen zwei Fille vor: ent-
weder ist die Quadratsumme aussprechbar, das Rechteck medial, oder die erstere
medial und das letztere aussprechbar. )

Im ersten Fall leisten die GroBen das gleiche wie zwei aussprechbare und
nur in Potenz kommensurable GroBen. Denn die beiden Potenzen, d. h. die ausl;
S[{)rechbaren Quadrate, haben auch eine aussprechbare Summe; das Rechtec
aber ist medial (Eukl. X, 21). - : i ]

Im zweite(n Fall leiste)n die GroBen das gleiche wie zwel medl.ale’ - Ln
Potenz kommensurable GréBen, die sich zueinander verhalten wie zwei aussprech-

bare GroBen, zu denen die erste der beiden Medialen mittlere Proportionale 1st

. - i ist die Summe
(Eukl. X, 25. 27). Denn da sie in Potenz kommensurabelbzlrntiii ::StTeilZ S dial.

ihrer Quadrate den Teilen kommensurabel. Nun sind a ?

und jede zu einer Mediale kommensurable GroBe ist selber medial (Egle(:{ )lfeuziz)n
In diesem zweiten Fall messen wir zwar das Rechteck aus dratsumme;

GréBen durch das Quadrat des Durchmessers, aber nicht auch die Qliaiches Recht-

Was wir finden, sind zwei Strecken, die ein der Quadratsumme gle
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+ Aufbau der fol

ecken messen wir durch das Ouadray q
€S

X. DEFINITION. |
noch niedrigerer Grad };i ?;Wl‘gbarkeit liegt voy
das Rechteck _der eiden mkommensm :
me noch 8% ©_ dial sind. ablen
r ist, bel . wie zwel nur in 'Pot.enz komm‘-’murab1e
.. eine sich zur anderen vgrhé}t, W}P die €ine von zwej -
dialen, VOB denen dle1 o Groben, Zu denen die eine N edlale__xmttlere Propor.
-MepotenY: ommen urf_ibt :n our in Potenz kommensurgblen GréBe (Eukl X, 2%
;;Iilonale ist, zu € aare, die sich durch dlf: zweifache Art der Zugehﬁrigen
Diese drel Stred;enziig‘t ]’guklid hauptsachlich deswegen auf, weil e um

Flichen anterscheide Arten dienen.

genden
XX. DEFINITION.

.abarkeit wird nun aus den im vorausgehenden ey

Der 8. Gr%dnc:f; xg:t; er bezieht sich wiederum auf einzelne Streckep
geSChaltetenO(li?e edie gsich durch Zusammensetzung zweier Glieder ergeben
ilgz](i n?::;nsentwé der die beiden f}ré}.?»en, die in den V(_)rausgehenden Dc{z(ﬁnitionen
auftreten, zusammentfiigt oder die eine (man hngt sie ,,Epl{annozusa ) von der
zugehorigen anderen abzieht. Dabei entsteht eine neue GroBenart. Wir wissen
oder messen bei den neuen Gréfen nicht die ganzen Strecken, nicht die Quadrate
der ganzen Strecken, nicht die beiden Glieder einer jeden von ihnen, sondern deren
Quadratsumme und Rechteck, wie bei den vorausgehenden Definitionen XVIII
und XIX. Wir konnten nun ebensoviele Grade der WiBbarkeit aufzihlen, als
wir im folgenden Arten aufstellen, von denen je die vorausgehende dem Rang
nach der folgenden vorausgeht. Da aber jede Zusammensetzung oder Subtrak-
tion innerhalb eines bestimmten Grades erfolgt und es auch keinen Unterschied
Zusmlz)lcht, ob wir addieren oder subtrahieren, vielmehr alle neuen GroBen ganz
en Faaren der Ausdriicke oder Elemente entsprechen, durch die sie definiert

werden, wollen wir sie alle zu ef inzi
. emnem Ran
verschiedene Arten aufst e einzigen Grad rechnen und nur an g

Rang nach

XXI. SATZ.

aus zwei unter sich in Linge kommensurablen
In Rechnung gezogen werden miifite, mogen

ledial oder von noch niedrigerem Rang sein-
dnge kommensurabel sind, so ist auch eine aus
wiui dd(?nt Teilen kommensurabel. Was aber durgﬁ

. me Grg » 1st aussprec finitionen v
ol ach 23, Epogcrs iner Medialen Komamensusabel st ist 95
Wie giegen Medialen steher o st eine GroBe, die zu irgendeiner der folgenden,
auch mi% Dach Eyg), , r68en kommensurabel ist, von der gleichen o

iegende G =3 von Eukliq p; ho, 103—r107. Auf gleiche Weise verhilt €S St
ies rad ausmachep \COt erwihnten GréBenarten, die noch weiter ab-
Arten gy, M8 angehen 13 €I Wenn dies auch micht dor Fall wire, s0 Wird®
0, die wip - UeNN entweder wis . er . - eine der
SOmit die Ap.., NUR Sogleich a wirden diese GréB8en unter en
der Arten m“c;dﬁn Unaussprechbaren aufstellen werd ané

t vermehren, oder machen sie dem R

Zunichst bemerke man, daf

G_régep nichfcs. entsteht, was hjer
€ beiden Linjep aussprechbar, m,

. eNn we o X
ihnen zysamper.o.¢ GroBen in L

Mmen 0
n gesetzte G
was Aussprechbares geme:;?lf .



nach niedrigere Arten ihrer eigenen oder einer anderen Gattun
5 nicht hierher, wo wir nur die den vorausgehenden Grade
folgenden aufstellen.

g aus und gehoren
n an Rang nichst-

XXII. DEFINITION.

{Ubergehen wir a'lsopdif in Il.{ﬁnge kommensurablen
an jene, die nur in Potenz kommensurabel sind. We i
g?:ecke r]1 dieser Art zusammengefiigt werden, entsteht einen,r,lBZiv:le:) 1?1‘;215%2’ sd\l:l)ear:e
e voneinander abgezogen werden, eine ,,Apotome*‘. Von beiden gibt eé sechr;
Unterarten (Eukl i Medinien aus
Wenn aber zwei . zusammengesetzt werden, die ent i -
sprechbares oder ein mediales Rechteck bilden, so entstehen beiW g(::r;gzlii?;n
die ,,Bimedlalen , bei der Subtraktion die »Medialapotomen*, und zwar
heifen sie im ersten Fall von Qer ersten Art, im zweiten Fall von d’er zweiten. t
An dieser Stelle geht es nicht an, eine aussprechbare Gré8e mit einer medi;
alen zu verbinden; denn solche GréBenpaare sind schlechthin inkommensurabel
eine Gattung, von der sogleich im folgenden die Rede sein wird. ,

GroBen und machen wir

XXIII. SATZ.

Es bleiben also noch die unter sich véllig inkommensurablen GréBen iibrig.
Irgendwelche beliebige aus ihnen gebildete Paare, wie zwei Medialen oder eine
mediale und eine aussprechbare GréBe, vermogen jedoch die geforderten Leistun-
gen nicht zu vollbringen.

Die ersteren Paare kénnen dies nicht wegen des niederen Rangs der beiden
GroBen, die letzteren wegen der Verschiedenheit ihrer Natur. Siehe Eukl. X, 71,
108, 109. Man gelangt also durch eine solche Zusammensetzung nicht zu einer
neuen Art ; es bleiben uns somit nur die an Rang niedrigeren GréBen iibrig, unter
AusschluB der aussprechbaren und medialen.

XXIV. SATZ.

Setzt man ein Paar solcher véllig unaussprechbarer GroBen, wie sie in
der XVII. Definition als vom 5. Grad aufgefiihrt sind, zusammen oder zieht sie
voneinander ab, so entsteht wiederum eine aussprechbare Grofle; sie sind also
notwendig Binomialen oder Apotomen. Siehe Eukl. X, 112—I14. Dabel
bemerke man, daB, wenn die Summe der Quadrate einer Binomiale und einer
Apotome sowie das Rechteck aus ihnen aussprechbar ist, notwendig die einzel-
nen Glieder der Binomiale zu den einzelnen Gliedern der Apotome kommensu-
rabel sein miissen, was nicht bei allen Binomialen und Apotomen der F all ist. 1

DaB die Paare solcher Strecken, die die beiden Leistungen vollbringen, not-
wendig Binomialen oder Apotomen werden, wird auf dieselbe Weise bewiesen, wie
Euklid seinen Satz X, 33 bewiesen hat; man muB bloB statt ,,zwel nur 1 Potenz
aussprechbare GréBen* setzen, ,,zwei in Lange aussprechbare’ und, wo das Wofx:t
»medial‘ quftritt, dafiir ,,aussprechbar setzen; letztlich vergleiche man die Defi-
nition der Binomiale und der Apotome. _

Da8 aber aus der Addition und Subtraktion einer Bino

tome, die die beiden Lei i i twas
’ eistungen vollbringen, wiederum €
Steht, erhellt auf folgende ‘Wgeise: Da diegSumme der Quadrate und das Rechteck

. * d
aussprechbar sind, besteht das Quadrat iiber der Summe der Binomiale un
Potome aus den ’Quadraten bei?ier und aus zwei mit ihnen gebildeten Recht-

miale und einer Apo-
Aussprechbares ent-
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dteilen. Daher ist auch ¢

a8

en Bestan recke die da. > Bange

el ausspreChlila(rjie zuSamrrlenges‘ftZ;‘e ?;rpgit" ,Adl::tdaa Quadrat
0 ! ch le. %o ihT Quadrat, A ) Potome, p,, ihr

p pocn. €K L ssprecBPR “o pinomiale, X0 e von Pk und o AUSSprecht,

) ua se

ei s 94 und Ay ausg ‘
ot ES t: ferner S Rechteck aus >SPrechhy,
potenzie Quadra aber aucﬁegﬁfecke, né’lmllcp L9y c{md x&, eTginzen ien:
und zwel solcheZ 4 dem Quadrat do iiber der zusammengesetyy,
€
uadl'atsumm is fol d .
ke Sp- :on wird der Beweis folgendermafen gefiihrt
StreCBei der Su};tﬁzlfitl;:l Zusammengesetz‘Ee Strecl;e P aUssprech,.
Wenn die l?t?ﬂi auSSprechbar"(als das grb?i?r?s tGrlrtZi) \i’ahrend A
.ot ist auch ibre 1 auch die andere Halfte spu. rechbar. ebe oD 7y dag
bar 1st, ere ist), ebenso ..t auch der Rest no aussp , NS0 Ag, das
das ]lileﬁ; gleich 94 Weg, tS)O lfle ¢ Rest bei der Subtraktion der Apotome 1a von
Stiick g ist aber d rechbar.

cli) op]%?rfrr:;gi 7;»(;»; dieser Rest ist also aussp

er

XXV. DEFINITION.

i 5llig i mensurablen St

Wenn man daszweite lzzi;ﬁ;ﬁt:flssg)}rle‘::%%lagrlIllllr{l?irrclieren Rechteck xrr?zlgf:l
(aus Nr. XVIII), deren Q;lieht cine GIGBB, die ,,MS(:CCUV” oder ,,M a]- or" genannt
ist, zusammensetczl?, i‘; ie(;e ; subtrahiert, die , éAdereov™ oder ,, Minor". Beim drit.
s wem‘tl) I??irémliiie Quadratsumme medial, das Rechteck aber aussprechbar
ten Patart, hte durch Addition die sog. ,,eine Aussprechbare und Media_le
lﬁt(;tinnzieerende“, durch Subtraktion die ,,mit einer Aussprech.baren ein
mediales Ganzes Gebende®. SchlieBlich entsteht aus . dem vierten Paar
des 7. Grades (Nr. XIX), bei dem in beiden Fallen etwas Mediales herauskommt,
durch Addition die ,,zwei Mediale Potenzierende®, du‘rch Subtraktion die
»mit einer Mediale ein mediales Ganze Gebende“. h

Damit hat man den Ursprung der 12 euklidischen Arten von unaussprech-
baren GroBen und die Griinde fiir ihre Anzahl. Auf noch weiter entfernte GI‘OBCII]I,
bei denen die Quadratsumme oder das Rechteck oder beide iiber das Aussprech-

bare oder Mediale hinaus noch niedrigeren Rang bekommen, glaubte Euklid nicht
T eingehen zu sollen.

y XXVI. DEFINITION UND VERGLEICHUNG. ;
it der im vorhergeh : de der Wib-

barkei . ergehenden erfolgten Begriindung der Grade

aﬁ?ﬁ?&s ;;hggnen sich die Seiten der begi unsere§ harmor%ischen Untersuchungen

Wenn nicht I;u ‘8uren unterscheiden, hatten auch wir uns zufrieden geben kOI}neS_’
dmen, oder vieﬁ‘gl;sen VOn uns angefijhrten Eigenschaften noch weitere mxflfen

Weitere yop, h('iher: erenn nicht den im bisherigen angefiihrten EigeI-lSChakeit

Sehauft werdey  +\°P€ Vorausgingen, durch die die Grade der Wibbar

. ir habep im se . . ken

d}:‘;‘ ;te'.fs eliebig an:;l(e,ggen bei de'r Addition und Subtraktiqn VOD._SESICI gen

chtlich . Men und jhnen keipe bestimmten Einschran&tte

2ufiigen rofe auferle - . ; en hin-
ie Paanlg1 1:1?cde. daren eine gt. Nun wollen wir bestimmte Bedingung aber

i - :sollen
ung ej IN der frijhere oary SS¢ Proportion auferlegen. Dabei 50 in-
ncﬁgp;"; (;ZI{, b Grcsagﬁlf;ﬁr cise gegeben sein, wo man durch ihrﬁeze;g;_

et ndern in anderer Weise. Es s0

hielt X

Werden ) » SO T
u X
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: aB sich der kleinere Teil zum groBere 5 :

von ::11(:’ v((i)n beiden oder_auch der gréBer% zum rllcle‘a’iir;ig e
Slfgrenz beider. Was bei der Subtraktion in den beiden
D1 { nicht immer einem entfernteren Grad zugehgren : viel
wir o der Sache zurﬁckkommen auf eine unserer im vorher

katgen und die GroBe, die wir erhalten und die an sich Vo
T ¢ den Strecken 4. Grades klassifizieren.

m Wie namlich beim 4. Grad in Definition XV zwe
Rechteck bildeten, das be} der Yerwandll_mg in ein Q
s0g- Mediale lieferte, so bilden jetzt zwei Gerade, d
miteinander den anderen Teil durch .Subtr'aktion, oder es bilden die beiden Teile
durch Addition dgs Ganze. Dort sind die Geraden unter sich in Potenz kom-
mensurabel, hier tritt an Stelle der Kommgnsurabilitiit die Identitat des Verhalt-
nisses zwischen dem Ganzen und den Tgﬂen. Dort ist das Verhaltnis zwischen
der kleineren Geraden und der zu k(.)nstruleren.den gleich dem Verhiltnis zwischen
der zu konstruierenden und der grngren. Hier ist das Verhiltnis zwischen den
zwei zu konstruierenden Geraden gleich dem Verhiltnis zwischen der einen von
diesen und der gegebenen Geraden, bei der Subtraktion: bei der Addition ist das
Verhiltnis zwischen der einen zu konstruierenden Geraden und der gegebenen
gleich dem Verhiltnis zwischen der gegebenen und der anderen zu konstruieren-
den Geraden. Dort sind zwei Gerade und damit ihr Rechteck gegeben, und es soll
ein diesem gleiches Quadrat konstruiert werden; es ist also zuerst die Fliche ge-
geben, und daraus ergibt sich die entsprechende Quadratseite. Hier ist es um-
ekehrt; hat man die beiden zu konstruierenden Geraden konstruiert, so folgt

hinterher die Gleichheit zwischen dem Rechteck aus den extremen und dem

Quadrat der mittleren der drei GréBen (nach Eukl. VI 17 u. II,11).

Im ersten Fall haben die Strecken, mit denen Rechtecke gebildet werden,
Quadrate, die zu dem Quadrat iiber der gegebenen Strecke kommensurabel sind.
Im vorliegenden Fall mul man, wie Eukl. VI, 30 lehrt, ein Quadrat nehmen, das
zu dem Quadrat iiber der gegebenen Strecke kommensurabel ist, d. h. ¥/, von
diesem betrigt, und von der Seite dieses Quadrates die Halfte der gegebenen
Geraden abziehen, um das Stiick zu bekommen, das man von der g?gebenen
Geraden abziehen bzw. zu ihr addieren muB zur Konstruktion des zweiten bzw.
dritten Stiicks. So viele Griinde also liegen vor, die uns veranlassen mussen,
diese Teile dem 4. Grad zuzurechnen. ) . L

Ja in einer Hinsicht erscheint jede in der genannten Wf-lse geteilte Strec ﬁ
sogar noch von héherem Rang zu sein als eine Mediale. Wahrend dleseS tdur;:{ "
emne langere, aus 4 Gliedern zusammengesetzte Kette von .der gegebeqen rzger-
anEI?itgt wird, griinden sich im vorliegenden Fall die Teile z}aluf 1hIr) :;ﬁ:inliz Ao
hdltnis, in dem sie unmittelbar zu der gegebenen Geraden stehen. Ua o Crad
€3, daB es zu einer gegebenen Linie viele Medialen gibt, die alle in gleichem
von d gc8 : shrend sich zu lrgendemer aus-

1l der aussprechbaren Strecke entfernt sind, wahren : o ein ein-

Sprechbaren oder unaussprechbaren Strecke durch jene Teilung lx;)ur lgeit i go.
Z1ger groBerer Teil bestimmen 1aBt. Daher gehért ihre Darstellbar
Wisser Hinsicht gar zum 1. Grad.

Wenn die gegebene Gerade das Ganze sein sol .
Sucht sind, Sprecl?eg die Mathematiker von der ,, Teilung nach‘ d‘%l fftrr;;nnegiz:r-

°m Mittleren. Diese Bezeichnung will folgendes besagen % b? or Verhiltnis
S¢lts eine gewdhnliche Teilung des Ganzen nach einem beliebig

ie der groBere zur
wie der kleinere zur
Fallen herauskommt,
mehr werden wir nach
gehenden aufgestellten
m 8. Grad ist, rickwirts

1 Strecken miteinander ein
uadrat als dessen Seite eine
as Ganze und der eine Teil,

] und ihre beiden Teile ge-
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Ganzen eine Strecke herstellen il
ie

: dem e
s S e B SOSLT LL,
zu nzet W00 auf, zwei 8ubere %n 1;] ci. mittlere, im " i -
sic ersteren Fall vieT Glieder, das Ganze und der kleinere Teil als gy be‘?fen
Fall dagegen ur drff}Bere Teil als das emne mittlere th_?d. iden
a d der groen Grund spricht man auch von stetiger Teilung, o
' dem Verhaltnis die Bezeichnung ,,géttlicil,l,-

d ibrer mannigfachen SOndereigenﬁrhaft ,
5C en

; a . | - s
wegen ihre .. wichtigste darin r eht, dab man immer wieder eine in gl
yon dené 1te Strecke erhalt, wenn man den groBeren Teil zum Ganzen glei .

tei - 2.e Teil zum klemneren und, was vorher das Ganze way 1 =
) Zum

groBeren Teil wird, nach Eukl. XIII, 5.
XXVII. SATZ.

Eine solche Teilung nun hat bei allen Strecken statt, bet den in Lin
nur in Potenz aussprechbaren, bei den Medialen, bei den iibrigen 12 Aﬁg; o?jgr
wir aufgezahlt haben, und bei allen anderen. Wir brauchen aber zu unserer A 1;
gabe nur zwei Arten davon, (311_e r‘mtfbiShefi angefﬁhyten Arten sich decken, egt:
sprechend den zwel Strecken, die im folgenden zu teilen sind. Entweder handelt
es sich um eine aussprechbare Strecke oder um eine Major. Ist die gegebene G
rade, die geteilt werden soll, in Linge aussprechbar, so wird der gréBere Teil be_'
der stetigen Teilung eine Apotome vierter Art, der eine Binomiale von eb: lfalﬁ
vierter Art entspricht, die dieselben Glieder besitzt wie die Apotome. M n
sich aber nicht verwirren: wihrend die Bezeichnun 58 e van lasse
gegebene Strecke bezieht, heit dieser Teil Apotome ngic,l;%r'o 15 rer Teil sich auf die
Strecke, sondern seiner Beschaffenheit nach. Wenn in bezug auf die gegebene
Apotome ist, so ist zu sagen, daB er eine A . . man nun fragt, wovon er eine
Potenz komimensurabel ot o e em; potome ist von einer Strecke, die nur in
Qua.dfa;;c der gegebenen ist gegebenen, d. h. deren Quadrat gleich */; vom
s sei G4 die zu teile;nd . cin anl
daran den rechten Winkel G.lel;rilcrlfg Sy iel in Linge aussprechbar. Man lege
‘ T Ferner verbinde mn;ic(;e [‘itM gleich der Hé.ﬂfte von 04
GM den Halbkreis PG o M und beschreibe um M mit
Schnitt mit dem Krei X; man verlingere AM bis zum
das Quadrat PO Ir)el; in P und X und errichte iiber P
; 1st AO der gr(‘jBére Xberhlns't GA in O §tetig geteilt. Also
tome njcht von G GA. Es st aber 40 >C }tt_ der stetig geteilten Strecke
Hilfte 4 ¢ pote 4, sondern vop der St oder die ihr gleiche Strecke AP Apo
von A gleichy Inzulart; qenn wenn die P It‘ecke MP oder MG, die GA und ihre
SUSDrGh g e, U POtenz von GM gleich G4 gleich 4 ist, ist die Poten
oder MG ynd ‘Zlale 4X; beide hab gleich 5. Der Apotome 40 oder AP
beweist > aber 4P %1; t en dieselben Glieder, namlich MX 0d¢f
i m Otome
Olgend und 4X Binomiale i :
aber nur iy er:)I;a.Ben: Beide Glie?lznomlale je von der vierten Art ISt:
ei Qu 4 gllegl:‘z kommensurabef' é\l X und MA, sind ausspre-= =
X -aﬁfatZamen Zulc.h T gesetat wird, 1 das Quadrat von MX gleich’
€ ausg » also eineemander. SChliem'- L _und 5 verhalten sich aber nic
Prechbay Quadratsay . e ich ist der Unterschied der Poten®”
' entsprechende Quadratseite 2 1st q

28 » Namlich gla;
Bleich der gegebe
nen Strecke GA. Das abef
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. ichen der Binomialen und Apoto i
?ifnglerilllllzllf:‘: 11];(11 i(’ Vgr_,r gﬁtz 48 bz“.’- 85§). men vierter Art (nach den Defini-
chlieBlich gehdren, wenn eine aussprechba 5 ; ; :
wird, il?r groBerer Abschnitt 04 und die aI})s der SfmglrcaoiinGgAstle;zlg Agétfglt
stehende Strecke zum 5. Grad der Wl[}bar_keit. Denn die Summe der Quadra;
der beiden Strecken ist aussprechbar, namlich gleich dem dreifachen des Quadrats
siber der aussprechbaren Strecke GA, nach Eukl. XIII,4. Ebenso ist auch das
Rechteck aussprechbar; denn es ist gleich dem Quadrat von GA, weil ja nach

vorausgehenden GA mittlere Proportionale zu dem Abschni
g:;n Summe von 04 und AG ist. schnitt 04 und zu

XXVIII. SATZ.

Des weiteren ist, wenn eine in Linge aussprechbare Lini i i
wird, der kleinere Abschnitt eine Apotome ersterpArt. © stetig getelt

Wenn also die aussprechbare Strecke GA stetig geteilt, AO der groBere und
0G der kleinere Abschnitt ist, wie vorher, dann ist auch OG eine Apotome (Eukl.
XIII, 6).

\zViederum heiBt der Abschnitt OG Apotome seiner Beschaffenheit nach,
nicht in bezug auf die in Lange aussprechbare Linie GA, von der er der kleinere
Abschnitt ist, aber auch nicht in bezug auf MG oder M P, wovon AO oder AP
eine Apotome ist; vielmehr hat GO besondere Glieder. Macht man némlich nach
Eukl. X, 97 ein dem Quadrat einer Apotome (also auch dem Quadrat PO) glei-
ches Rechteck, dessen eine Seite (hier GT gleich GA) aussprechbar ist, so ist
die Breite des Rechtecks (hier GO) eine Apotome erster Art. Andererseits war
AO eine Apotome vierter Art. Das gréBere Glied von GO ist also in Lange aus-
sprechbar, wihrend das gréBere Glied M P der Apotome AQ nur in Potenz aus-
sprechbar war. Und umgekehrt, da die Glieder einer Apotome nur in Potenz
kommensurabel sind, muB das kleinere Glied (oder die ,,Prosharmozusa‘‘) von
GO eine nur in Potenz kommensurable GroBe sein, wahrend das kleinere Glied
AM von AO in Linge aussprechbar war; in beiden Fillen aber ist die Differenz
der Quadrate der beiden Glieder gleich dem Quadrat einer in Linge aussprech-
baren Strecke. )

Welches nun die Glieder dieser Apotome GO sind, das {iberlasse ich an-
deren zu bestimmen. Jedenfalls gehort nach Eukl. X, 79 zu der Strecke GO als
einer Apotome erster Art nur eine einzige , Prosharmozusa®. Und zwar muB
diese so beschaffen sein, daB ihr Quadrat aussprechbar, aber keine Quadratzahl
Ist; mit GO zusammen muB sie eine bestimmte in Lange aussprechjbare GrpBe
bilden; wenn man die zusammengesetzte Strecke zum Durchmesser eines Kreises
macht (er heiBe wiederum PX) und die _ Prosharmozusa‘, die etwas langer als

4 ist (wofern die zusammengesetzte Strecke gleich PX wire), von dem emen
Ende X des Durchmessers als Sehne XG in den Kreis legt, dann muB nach Eukl.

X, 30 die Verbindungslinie von P und G zu der ganzen Linie PX in Linge kom-
mensurabel sein.

1.

XXIX. SATZ.

, Nun soll eine bestimmte Major stetig geteilt werden, deren Quadrat gleich
®nem Rechteck ist, dessen Lﬁnge] zusammengesetzt ist aus emer vorgegeé)e;;:
aussprechbaren Strecke und der 3/, von dieser potenzierenfien Stre.ckg, un te‘tai e

reite 8/, der vorgegebenen aussprechbaren Strecke potenziert. Bei dieser stetig
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Minor, wobei diese B_ezeichnung Sich

auf die Be‘schaffephext bezieht. DC

penverbdlth> T aajor, wobei die Bezeichnung wieder.
ine an

e int ist.
ualitativ gemein
mente, 4 der gegebenenaussprechbaren Strecke.

so daB, wenn das Quadrat von
: 1e§ch der Hél.fte ‘gi;l]\g [:eji ein rechter Winkel, so dafs dastiaA
. IN;Z,ﬂ verlingere MA nach beiden Seiten ypq be:

5 ist. Halbkreis pGX. Esist also PX das Doppelte von
MG den pX gleich °/s vom Quadrat der gegebenen Streck,
'nGA- Nun ist aber dl_e Summe der Quadrate vop p,;’
B ist wie ¢ von PX; daher ist auch diese Summe gleich s
om Sluadrat der gegebenen 'ausspre(.:hbaren Strecke. Mac};:;
man nun aus PG und GX eine einzige Strecke, so besteht
deren Quadrat aus den zwel .Quadraten von PG und GXx
und aus zwei Rechtecken, die aus PG und GX gebildet
sind ; diese zwei Rechtecke smd_ abgr gleich zwel Recht-
ecken aus G4 und PX, d. h. gleich einem einzigen Recht-
ock aus dem Doppelten der Strecke GA und aus PX. Da diese beiden Strecken
aussprechbar, aber nur in Potenz kommensurabel sind, ist das Rechteck medial,
nach Eukl. X,21. Das Quadrat der ganzen Strecke PGX besteht also aus dem
aussprechbaren Quadrat von PX und einem medialen Rechteck von derselben
Breite PX. Daher sind diese beiden, das Quadrat von PX und das Rechteck
aus PX und dem Doppelten von G4 gleich einem Rechteck, dessen eine Seite
die aussprechbare Strecke PX und dessen andere Seite die Summe von PX und
dem Doppelten von GA ist. Die beiden Bestandteile dieser Summe sind nur
invflf’totenz kommensurabel; das Quadrat des gréBeren Bestandteils PX fiber-
i: Léga: gf; kleineren (des Doppelten von GA) um das Quadrat einer zu PX
das de§ dop;;ﬂ?rfnazrabllep Strecke. (Denn das Quadrat von PX ist 5, wenn
Strecke, die zu PX inl§ eich 4 ist; de'r Uber.sch.uB I ist das Quadralt einer
Quadratzahlen ZUeinand::nmel?surabel ist, weil sich 1 und 5 nicht wie Zwel
GA zusammengesetzte Stre ‘;fr ?lten‘,) Da}her ist die aus PX und der doppelter
der ganzen Strecke PGX 1C ‘¢ emne Binomiale vierter Art. Da also das Quadrat
Tt und einer aussprecht, gleich ist einem Rechteck aus einer Binomiale vierter
Bestandteile sind PG unzilre(r;l Strecke, ist die ganze Strecke PGX eine Major. Ihre
sind beide zueinander inke X. Denn da P4 Apotome und AX Binomiale ist.
mmensurabel. Es verhilt sich aber das Quadrat ¥or

sthiechthin ip Wie P4 zu 4X. Also sind PG und GX in Potenz und somit
baré

hnpitt €ine
gsondern
derum

kommensyr b .

. Umme n3 . abel Zuema,nder -l . . e Ch

doch - ®, Nim] ; sle bilden aber eine ausspr¢

Jedoch ist peq; e QiSnQu;ldE{‘at von PX; das Rechteck aus PG und G

.CTeNZ ng ach Eukl. X, 39 die Sum n PG und GX e

2 Xe €rner ist aber aflll X,76 eine Minor, e vo PG
h

.7 Wie p h PGX ; . )
Stetj 4 XingG Stetig geteilt. Denn es verhalt SI¢

€ Beteilte « Nun aber ; C X
Quadrats o JErecke G4, gy de:slg P4 gleich dem groBeren Abschnitt 04 3::

. ats

5t auch p M4 yng die Uadrat von M P gle;j ¥ hen
\ leich dem Fiinffac

nun pg o- 6% grofere oy SPOLOME AP gleich 40 ot mach Eukl. 11,11 A

ne > VEN grol Schnitt > 3 .
Ue Strecke PG Xeyen Abschpjtt z?l:rl; Stetig geteilten Strecke GX. Addiert man

30 ebenfalls’ gpet; Ganzen GX, so ist nach EukL XII1,5 ¢
'€ geteilt, wobei jetzt PG der kleiner¢



schnitt, GX der groBere ist. So wird .
and denselben Punkt G sowohl in sefnl:OE(}::ftreCke PGX, eine Major, durch ei
o or ist, als auch in die Abschnitt ente, denen sufolge die Strecke cine
( e nach dem géttlich le Strecke eine
Ich behaupte nun, daB die Abschnitte der steti ichen Schnitt zerlegt
Major un 4 wine Minor sind. Denn da AP eine stetig geteilten Strecke auch ein
Y s 4 5 d dec (in Potenz) aussprechb vierte Apotome ist, ist das Rechte
o or (Eukl. X 04), und da AX eine viert aren Strecke PX die Pot cht-
. : : e Binomiale ist, i cnz emner
4X und PX die Potenz einer Major. Nun sind ab e 1st, 1st das Rechteck aus
GX bzw. gleich den Rechtecken 4 PX und AXa er die Quadrate von PG und
GX eine Major. P, also ist PG eine Minor und
Es fallen also hier die Bezeich s die T
sie durch die Teilung bewirkten raBomrem i pgenschaften und e fii
der kleinere Abschnitt der in G stetig geteilten misse zusammen, Denn PG heifit
aber auch der kleinere Bestandteil der ganzen ngrn Zin Strecke PGX; es heiBt PG
Beschaffenhelt nach eine Major 1st; und schlieBhf}f 1? PeX, insofern diese ihrer
lich ihrer Beschaffenheit Minor, und zwar in be eift die Linie PG hinsicht-
dargestellte Strecken, durch deren Subtraktion si zugb?uf zwel andere hier nicht
zunichst groBerer Abschnitt der stetig geteilt ¢ gebildet wird, Ebenso heifit (X
ist die Strecke GX der groBere Bestandteil der en ganzen Strecke PGX; zweitens
selber ihrer eigentiimlichen Beschaffenheit n }%al}zen PO, und weiterhin st sie
PGX in ihrer Art eine solche ist; die Strei:(i( eln%Ma]or, ebenso wie die ganze
setzung die Major GX entsteht, sind hier nich?cndi o tdilerh deren Zusammen-
Wegen dieser Ubereinstimmung zwischen {gte‘ e Tei
lung der Major in ihre Bestandteile hat b o Teilung und der Tei-
GroBenarten die qualitativen Bezeichnun r:an’MWI'e 1‘<3h glaubep mochte, diesen
Man muB sich aber sorgfaltig da 5 nh'--’ ajor” und , Minor'' gegeben.
durcheinanderzuwerfen. Die steti eg T -Ifor iiten, die sachlichen Unterschiede
an irgendeine begrifflich erste Stregc . e(11 lung ist absolut , sie ist nicl;t gebunden
sprechbar hei3t. Die Gréfenarten M _1e”von vomherem gegeben ist und aus-
. . ,, Major* und ,,Minor" d i
Charakter, insofern sie durch besti ” i agegen erhalten thren
sprechbaren GréBe abgelel estimmte Grade von einer ersten gegebenen su>
Sehnitt s Unendli?:hge feltet werden. Daher kann man wohl den géttlichen
bleibt aber dabe mich f %r:fetzen, der C.ha;akter der ,Major* und ,,Minor*
der auvor der ord0 erhalten. ?elm gotthchen Schnitt wird der Abschnitt,
Teilung aber v§irrd g:sw‘e;r, belmhnach§ten Schnitt der k}einere - bei der anderen
nie und nimmer eine ,M as vorher semer Beschaffenhelt nach eine Minor war,
Major GX nochmals t t.a]or,' noch die Major eine Minor. Wenn man also die
GroBe behilt de Chs etig teilt, so wird ihr groBerer Abschnitt gleich PG. Diese
heit nach eine 1:113,' arakter einer Minor, wird a‘per keineswegs ihrer Beschaffen-
wird. Dies gilt ir10rfwerden, so wie sie der GroéBe nach der groBere Abschnitt
Man o5t S(;'I ern GA als aussprechbar vorausgesetzt wird.
schaffenhelt nach e hier die Frage aufwerfen: Wenn die Strecke PGX ihrer Be-
der groBere Bogt eine Major ist, und ebenso GX, warum kann dann nicht auch
X der Ma'ol-e; gr}léitel.l von GX eine Major sein, wie der gréBere Bestandteil
wenn auch ]PGX seinerseits eine .Ma]or ist? Darauf ist zu antworten, daB,
beiden verschiod und GX beide je eine Major sind, doch die Bildungsweise bel
von PX undlsl en ist. Denn in das Quadrat von PGX geht das ganze Quadrat
Quadrat yon G ;S ganze Rechteck aus PX und der doppelten GA ein. In das
eck aus MX aber geht von dem Quadrat tiber PX nur die Hilfte (das Recht-
und X P), von dem Rechteck aus PX und der doppelten GA aber
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and PX) ein. Daher ist im zweita

. n E
en ein anderes als iy Fay

us hbar
_ echte Aussprec . N erste
der 4 Teil (das Re dialen.zuUbiiei“Stimmung zv\_nschen den Abschmtten b:
1.ock 0 yrorhaltnis : 1l Jen bei der qualitativen Zetlegung nur in bezy
or Satz 4 den Teilen ftretende Verhaltnis der Me

eilung “'p - x und das bei ihr au i

1 u ‘ I z Strecke
recke : ‘cht auch fiir die weiteren -
auf die t ?eﬁ,baren bew lif,gil;ltandige“’ bemerke man noch f‘{_lgende Begie.
zu der AUSZie ‘Analogie 24 V° ach dem Gesetz der stetigen Verlangenmg ine
Um aus der Major P% X entsteht, indem man zu ihr PG addiert, g,
: or. namlic teilten Strecke GX ist, so entsteht umgeky, it

or, . .
neue é:roﬁzrgbscllmitt der stet1g 8¢ h Teilung nach dem g&ttlichen Schnitt die

. rc i : .
der grOBeieicharﬁgen Minor PG du sBere Abschnitt der stetig geteilten pg oder
Minor

: ) 3 . :
Pzgsifniir ng der stetig geteilten GX ist. Wie ajgq o

' : : . : in die Major XG und die Mj

Jeich dem klemneren die stetige Teilung 1n .dle ; mor G p
gr"jﬁte Strecke ?g:}gigizflzite Major GX in die beiden Minoren XV und VG gleich
Serfallt, so zerfil ¢ zwei Minoren zusammen eine einzige Major, diese

Iso hie L ( (
+ ﬁp' brZ Zbel?fms(;) Siig Ell\ﬁnor eine andere groBere Major bilden.
ajo

XXX. SATZ.

Wenn die Seitenzahlen der Figuren P.rimzah‘len sind, S0 Werdgn durch
diese besondere Klassen von Figuren bestimmt, indem man jene Figuren in
einer Klasse zusammenfaBt, deren Seitenzahlen durch fortgesetzte Verdoppelung
ihrer Primzahl gebildet werden.

Dies folgt aus Definition X. Denn wenn fiir alle Figuren, deren Seitenzahlen
jeweils durch Verdoppelung einer bestimmten Seitenzahl hervorgehen, die Form
ibrer eigentlichen Darstellung die gleiche ist, so bilden sie alle miteinander eine ein-
zige Klasse mit Riicksicht auf ihre Darstellbarkeit. Die Gattung oder Klasse wird
ja nicht geandert, wenn man auf die einzelnen Figuren die Zweiteilung anwendet,
323 lﬁz‘;?r_ wegen der in gleicher Weise bestehenden Einfachheit und Gleichheit

¢, aus den einzelnen Bégen der fritheren Figur macht man dabei nur

zwei, und : : : . ) . -
nicht Vennze":iirntgga;%h; ;l‘ltlnle. Bei der Drei- oder Fiinfteilung usw. lieBe es sich

leiche Teil o ywei sein soll

oder daB ¢ . a0 ung Lelle macht, wenn es nur je zwei sein sollen,
Dreiteilungs éﬁ:h];oTelle gibt, wenn sie gleich sein sollen. So ]wird z. B. bei der
oderin g, 1 g a0 .3 dieser entw.

al i
er Vor derso gleiche, aber me

von der 7,
gemEinsa_

idef in 2, 1, also in zwei ungleiche Teile,
: rere Teile zerle
sat gt.
ahl der Seitzex‘;v1 II? fﬁlgen‘f_le?n_laﬁen bewiesen: Die Darstellung geht aus
eilun men Tejler: de’nna((:ﬁ Dg,ﬁmt}on_x. Nun haben die Primzahlen keinen
die 8 21, ist g, kein Zah ¢ Linheit, in der sje {ibereinstimmen, laBt kewne
: die e Pri avslrgfl(tf iler, sie ist keine Zahl. Daher haben die durch
en Arten der Darstellung nichts miteinander zu

tun; die ihnlzn g?tlzahlen be
. Sprec
2ah] S€ enth : ep( - hem.ien K assen sind . > Di erste
€N 2,4 8 ®1gentlichen o4 voneinander verschieden. 1€

9 usw,, G drirr 32 USW., die gypeis. LR€igentlic i i Seiten-
geht e ’affe dritte g o di€ zwei § hen) Figuren mit den

_ . te die mj ; 8
tte die mit’ qor. o mit den Seitenzahlen 3, 6, 12, 24 4>
mﬁmt“m Weiter, o Seltenzahlen 5, 10, 20, 21(1)238081;630 usw. Und s0
elnste Vlteﬁ': : ssen vo - XXXI SATZ
e 1
32 er p Tingllﬁ‘eerll1 (‘:Sfden gebildet, wenn die Seitenzahlen

Sg¢enommen die Zahl 2) sind.



Dies folgt aus der Definition XI. Denn wenn man bei d
Seite einer solchen Figur nicht von (}er Zahl ihrer Ecken ausgeht, ist die Form
hrer Darstellung von alleq vorigen Eallqn verschle.den; daher ist auch die Klasse
verschieden. Dafl durch die Multlphkat}on der Primzahlen mit der Zahl 2 keine
neue Klassen geblldet werden, .ruhrt_dah.er, daBl eben durch die Zweiteilung als
einer geometrlschen K?nstruktlop die einzelnen Klassen ihre unendlich vielen
Glieder bekommen. Ware_: dem nlcht 80, so gibe es gar keine Klassen, sondern
nur einzelne Figuren. Die erste dlespr neuen Klassen wird gebildet durch die
7ahlen 15, 30, 60, 120, 240, 480 usw., indem man 3 mit 5 multipliziert; die zweite
durch die Zahlen 21, 42, 84 usw., indem man 3 mit 7 multipliziert. So folgen
unendlich viele, wie wenn man 5 mit 7 multipliziert, woraus sich die Reihe 35,
70, 140 USW. ergibt.

er Darstellung der

XXXII. SATZ.

Aber auch die Quadrate der Primzahlen (ausgenommen das Quadrat der
Zahl 2) und die Produkte c'ler Qqadrate mit einer anderen Primzahl oder einem
Quadrat einer solchen bilden je besondere, von den fritheren verschiedene
Klassen.

Der Grund, warum das Quadrat einer Primzahl nicht dieselbe Klasse wie
die Primzahl selber erzeugt, liegt darin, daB dort die Darstellung der Seite eine
ganz andere ist (falls eine solche iiberhaupt mdéglich ist); denn wihrend die Prim-
zahl selber eine neue Klasse von Figuren erzeugt, durch die der ganze Kreis
geteilt wird (nach Satz XXX), hat nun die gleiche Primzahl nicht den ganzen
Kreis, sondern nur einen Teil von ihm zu teilen. Der Teil eines Kreises ist aber
vom ganzen Kreis sehr verschieden hinsichtlich der absoluten Art und Figuration,
mit welcher wir uns hier beschaftigen, insofern durch diese Figuration die Form
der Darstellung bestimmt wird.

DaB das Quadrat der Zahl 2z ausgenommen wird, rithrt daher, da die
Figur, die zweimal zwei Ecken hat, d. h. das Viereck, zur ersten Klasse gehort
und das Produkt aus der Zahl 4 und einer Primzahl unter die Klasse dieser
Primzahl fallt, da vier gleich zweimal zwei ist. Jede Figur aber mit doppelter
?ei(‘;enzahl gehort dorthin, wo sich die Figur mit der einfachen Seitenzahl be-
Indet.

Die erste Klasse dieser Gruppe enthilt die Vielecke mit den Seitenzahlen
9, 18, 36, 72, 144, 288 usw.,

die zweite die mit den Seitenzahlen 25, 50, 100, 200, 400 usw.,

die dritte die mit den Seitenzahlen 49, 98 usw.

o entstehen aus den Quadratzahlen unendlich viele Klassen. Weiter wird
gebildet ays

3 und g die Reihe 27, 54, 108, 216, 432 usw.,

3 und 25 die Reihe 75, 150, 300 usw.,

3 und 49 die Reihe 147, 294 usw.,

5 und g die Reihe 45, go, 180, 360 usw.,

5 und 235 die Reihe 125, 250, 500, I000 USW.,

den beiden Quadratzahlen g und 25 die Reihe 225, 450, 900 usw.

S0 entstehen also neue Klassen durch Multiplikation von Primzahlen mit

za‘ﬁdratza-hlen von solchen oder durch Multiplikation zweier solcher Quadrat-
en.
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XXXIV. SATZ.

durch eine geometrische Konstruktion in zwei gleich
e

Der Kreis 148t sich
Bbar im ersten Grad der WiBlbarkeit: denp

Teile zerlegen. Die Teilungslinie ist Wi

sie ist der Durchmesser selber.
Die Figuration im Kreis nimmt ja davon ihren Ausgang, daB man
’ VOn

einem vqrgeschriebenen Punkt aus eine Gerade so weit zieht h
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Der Durchmesser nun 1 - |

. 1st

Séfnz? deien vorgegeben ist; er i:':) z?cglerslsu:;lussprgchbare Grofe, die als Maf)
selbst und steht am Anfang hinsichﬁ' gleich und das vollkommene Ma!
ich der geometrischen WiBbarkeit.

XXXV. SATZ.
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Da sich ferner das Quadrat. OP zum Quadrat OQ verhalt wie 2
nicht wie eine andra}tzah} zu emner anderen Quadratzahl, und OP Zlﬁ 111;1152
ausspreChbaf ist, ist die Seite OQ nur in Potenz aussprechbar, nach Eukl. X 9

Inhalt des Vierecks ist bei d}eser Figur der gleiche wie d
Is):jrte; comit ist der Inhalt der Figur aussprechbar. as Quadrat der

XXXVI. SATZ.

Die Seite des Achtecks 1iBt eine geometrische Darstellung au
zu, ebenso die _Seitg des achteckigen Sterns oder die Sehne zu g% getier;(]r?,;l;::
Beide Seiten sind je vom achten Grad der WiBbarkeit, die erstere ist eine
Minor, die letztere eine Major. Zusammen sind sie vom sechsten Grad und weisen
ein gewisses besonderes Verhalten auf. Die Flache schlieBlich ist unaussprechbar,
und zwar medial.

UQTOXRSP sei das Achteck, UOSQX PTRU der achteckige Stern. Ver-
bindet man die Endpunkte @ und O zweier den Achteckswinkel QTO einschlie-
genden Seiten QT und TO, so ist die Verbindungslinie
Seite eines Vierecks, da die Halfte von acht vier ist.

Hat man also (um andere Konstruktionen des
Achtecks zu iibergehen) in einen Kreis ein Viereck ge-
zeichnet, so fille man auf seine Seite OQ vom Mittel-
punkt L aus das Lot, das die Seite in M, den Kreis-
bogen in T schneidet (nach Eukl. I, 12). Dadurch wird
(nach Eukl. III, 30) der Viertelkreis OQ in die zwei
gleichen Teile OT, TQ zerlegt. Verbindet man also die
Punkte O und T, so ist OT die Seite des Achtecks;
verbindet man O mit S, so ist OS die Seite des Sterns.

Verbindet man den Mittelpunkt L mit Q, so ist, da Winkel QML ein
rechter ist, das Quadrat der in Linge aussprechbaren Grébe QL gleich der Summe
der Quadrate von QM und ML. Es ist aber auch das Quadrat des Halbmessers
QL doppelt so groB wie das Quadrat von QM, der halben Viereckseite. Daher
sind QM und ML einander gleich, und beide sind (nach Satz XXXV) nur in
Potenz aussprechbar. Das Quadrat von LQ ist also um das Quadrat der zu LQ
in Linge inkommensurablen Strecke MQ groBer als das Quadrat von LM. Lo,
LS und LT aber sind einander gleich. Also ist die zusammengesetzte GroBe SM
eine Binomiale vierter Art, deren Glieder SL und LM sind (nach der Definition
vor Eukl. X, 48). Der Rest M T aber ist eine Apotome vierter Art mit den Glie-
dern TL und LM (nach der Definition vor Eukl. X,85). s

Da also MS eine Binomiale vierter Art und ST aussprechbar ist, ist nach
Eukl: X,57 die Strecke QS, deren Quadrat gleich dem Rechteck aus MS und S T
Ist, eine Major. Und ebenso ist, da TM eine Apotome vierter Art und TS aus-
Sprechbar ist, die Seite TQ des Achtecks, deren Quadrat gleich dem Rechteck
Qs MT und TS ist, nach Eukl. X,94 eine Minor. , pA

Die Elemente der Major und der Minor sind in unserer Zeichnung [
lll)nd AT. Denn addiert man zu PA die Strecke AT, so erhilt man die Se}ge

T des Sterns; zieht man aber von PA oder YT die Sf:recke TA ab(i o) blltelsct
grog d. h. die Achteckseite QU. Das Quadrat der Minor TQ 1st O%Pe k.
wie das Quadrat des kleineren Gliedes T4, und das Quadrat der Viere

| fﬂ:ﬁ gll;‘,iSt gleich der Summe der Quadrate der beiden Elemente PA und 4Q
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XXXVII. SATZ.
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Da es sich also mit dgr zu Y/, des Kreises gehérigen Sehn :
¢ auch die zu ’/1s des Krelﬁes gehorige Sehne von niegdrigeremeé:a‘éerg:l:ﬁ:ﬁ
18t © yyadrat von dieser erhilt, wenn man das Quadrat der Sechzeh’neckseite
yon dem Quadrat des‘Durchmessers abzieht. Die zu /16 des Kreises gehorige
Sehne ist durch Halbierung des Bogens aus der zu 3/, des Kreises gehorigen
Sehne abzuleiten; sie 31st also noch medrlggrgn Grads als diese. Zieht man ferner
das Quadrat der zu */x des Kreises gehdrigen Sehne von dem Quadrat des

hmessers ab, so erhdlt man das Quadrat der zu 5/,, des Krei 5r
]S);ﬁ:e‘ Diese ist daher ebenfalls von niedrigerem Gradl.6 °¢s gehorigen

XXXVIIIL. SATZ.

Die Seiten des Dreiecks und des Sechsecks lassen eine geometrische
Beschreibung aus den Ecl_cen der F iguren zu; sie sind, in einen Kreis einbeschrie-
ben, wiBbar, und zwar die erstere im dritten, die letztere im zweiten Grad. Die
Flacheninhalte der Figuren sind jedoch medial; sie stehen im doppelten Verhalt-
nis zueinander.

Die Konstruktion des Dreiecks auBerhalb des Kreises ist sehr leicht (Eukl.
1,1). In einem Kreis 1aBt es sich, um die iibrigen Verfahren zu {ibergehen, am
cinfachsten mit Hilfe des Sechsecks einbeschreiben, weil die Hilfte von sechs
drei ist. Die Konstruktion und die Einbeschreibung des Sechsecks sind im
IV. Buch Satz 15 bei Euklid angegeben. Doch ist noch die Folgerung fiir die
GréBe der Seite aus den Verhidltnissen der Winkel aufzuzeigen.

BHCGDEF sei ein Sechseck. Da es 6 Ecken hat, wird auch seine Fliche
in 6 Dreiecke zerlegt, die mit ihren Scheiteln im Mittelpunkt A zusammenstoBen;
eines von ihnen sei CAG. Teilt man die Summe von
4 Rechten, die um 4 herumliegen, in 6 Teile, so erhilt
man fiir den einen Winkel CAG 4/, oder 2%/; eines Rech-
ten. Da aber alle Winkel im Dreieck CAG zusammen
2 Rechte oder ¢/, Rechte betragen, so bleiben nach Ab-
zug des Winkels A (?/; Rechte von der Summe ¢/;) fiir
die beiden Winkel bei C und G im ganzen */; Rechte
iibrig. Diese Winkel sind aber gleich, also bleiben fiir
Jeden ?/; Rechte, gerade soviel wie fiir den Winkel A.
Wenn nun aber in einem Dreieck die Winkel gleich sind,
S0 miissen auch die Seiten einander gleich sein. Daher
ISt.dle Seite des Sechsecks CG ebenso wie die des Dreiecks, das den-sechste.n
Teil von ihm ausmacht, gleich dem Halbmesser CA oder AG des Kreises. Die
Sechseckseite ist also in Linge aussprechbar, da sie gleich der Halfte des Durch-
messers ist. Nach Definition XIII ist dies der 2. Grad der WiBbarkeit.

Die Seite BC des Dreiecks BCD verbindet die beiden Sechseckseiten CH
und HB, die in H zusammenstoBen. Da also BHC ¥/, des Halbkreises und (G

/s ist, ist der Bogen BCG ein Halbkreis und BG Durchmesser durch A. Also 1st

G ein rechter Winkel, nach Eukl. ITI,31. Die Quadrate iiber BQ und CG smd
3150 Zusammen gleich dem Quadrat iiber BG, nach Eukl. I,47. CG ist aber gleich
Z‘;;lltHalbmesser, also ist das Quadrat iiber CG der 4. Teil des Quadrats lilbert gfr
Dre; man also von diesem Quadrat den 4. Teil ab, so bleibt das Qua r;

eckseite BC iibrig. Dieses Quadrat ist also aussprechbar. Da es sich aber zu
®m Quadrat iiber BG nicht wie eine Quadratzahl zu einer anderen solchen verhilt,
elmehr wie 3 zu 4, ist BC nur in Potenz aussprechbar, nach Definition XIV.
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inkel BCD und BDC einande .
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XXXIX. SATZ.

des Zwélfecks und des gleichnami
zu ¥, des Kreises gehorigen Sehne, lassen sich geomelt%;:hs‘igi db p der
Telben; sie

sind, einem Kreis einbeschrieben, wiBbar, und zwar einzeln je im 8, G
1m
. Grad der

WiBbarkeit, zusammen im 5. Grad. Die Flache des Zwolfecks aber i
er 1st aus-

sprechbar.

~ BMHLCKGQDPFN sei ein Zws
ecklgerDStem, ein Zwolfeck, BKFLDMGNCPHQB ein zwolf
a zweimal sechs zwdlf ist, 1aBt si : )
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ist, da das Qua"

eck ays 4
€r
Apotome erster Art OL und der au

Die Seiten




SPreg‘fp;gg?k(girtéB:fn'lp ;i;tgﬁher gehoren beide je fiir sich zu einem hoheren Grad
der WIPDE O 1 or di : i
je Glieder dieser Binomiale PH und der Apotome HL si
pa H BDdie Seite des Sechse;{k;, c{( P die des Dreielgks und BLPStini(: fljess l\lfl;;lrfczg
ist, so ist das Quadratdvons Olc)lpelt so groB wie das Quadrat des kleineren
Clieds, namlich gleich der Summe der Quadrate von HS und SB, das Quadrat
von K P ist doppelt so groll wie das Quadrat des groBeren Glieds, namlich gleich
Yor Summe der Quadrate von K5 und 5P, und das Quadrat von BP ist gleich
der Summe ge;‘ guadrate beider Glieder, namlich gleich der Summe der Quadrate
S un .
BDie Binomiale PH 148t sich auch aus der Quadratseite PR und der Zwslf-
eckseite RH zusamm_ensetzgn. ]?och kann man hinsichtlich dieser Zusammen-
setzung nicht von einer Bmomla_le reden, da es nach Eukl. X,42 nur einen
Punkt, hier S, geben k_ann, der eine Strecke in ihre Glieder zerlegt.

Da HO und LP in Lange aussprechbar sind, ist das Rechteck aus diesen
Strecken, d. h. das Rechteck aus LH und H P aussprechbar; ebenso ist die Summe
der Quadrate von LH und HP aussprechbar, da sie ja gleich dem Quadrat von
LP ist. Daher sind LH und HP zusammen vom 5. Grad der WiBbarkeit.
Thre Summe oder Differenz ergibt nichts Neues, keine Binomiale oder Apotome.
Denn wenn man LH zu H P addiert, erhalt man eine nur in Potenz aussprechbare
GréBe, da ihr Quadrat das Anderthalbfache des Quadrats von LP ist. Zieht
man aber LH oder HR von HP ab, so erhilt man die ebenfalls in Potenz aus-
sprechbare Quadratseite PR; das Quadrat von PR ist die Halfte des Quadrats
von LP.

Da die Flache des Zwoélfecks aus 12 Dreiecken von der Art von LAC be-
steht und in dem aussprechbaren Rechteck LH PD vier solche Dreiecke, also ein
Drittel der ganzen Fliche, enthalten sind, ist daher auch die ganze Flache aus-
sprechbar, namlich dreimal so groB wie das Rechteck aus HO und LP. Sie ist
also drei Viertel von dem Quadrat des Durchmessers oder das arithmetische
Mitte] zu dem umbeschriebenen und dem einbeschriebenen Viereck, wahrend
das Achteck das geometrische Mittel zu ihnen ist.

XL. SATZ.

Die regulire Figur mit 24 Seiten und alle Figuren, die man aus ihr durch
fortgesetzte Verdopplung der Seiten erhilt, lassen zwar eine geometrische Be-
Sghrel})ung zu, allein die WiBbarkeit der Seiten entfernt sich von den Graden,
die wir friiher aufgestellt haben; das gleiche gilt von den zugehorigen Stern-
figuren, deren Seiten die zu ¥/, "/u, 1}/ des Kreises gehorigen Sehnen sind.
' Der Beweis wird gefithrt, wie oben Satz XXXVII beim Sechzehneck,
jedoch mit dem Unterschied, daB im vorliegenden Fall die Seite des zwolf
eckigen Sfcems wie ihre Hilfte eine Binomiale erster Art ist, so daf dfts Reg:ht-
t‘a,ck aus dieser Halfte und dem Durchmesser (einer aussprechbaren Grobe) nicht
eglr(l einer neuen Art ist, da ja die Strecke, deren Quadrat gleich diesem Recht-
eck 1st, nach Eukl. 54 ebenfalls eine Binomiale ist. 7Zieht man aber dieses R%cht-
ent \tlon dem aussprechbaren Rechteck aus Durchmesser und Halbmesser ad, SO

Steht etwas Neues, das bisher keine Erwahnung fand, und zwar etwas dem
8 nach Niedrigeres, wegen der komplizierteren Zusammensetzung. Die Seite

ZZSE%;adrats’ das gleich der Differenz dieser Rechtecke ist, ist die Seite des
~cks,

von
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ehr gilt das Gesagte von qer 1.
. erNIgf;SSne’l’ diegeine grrf')[iere Seit&nza‘l}’:]E;_g‘;f‘fn
dl.es vom 48‘, 96—ECk usSwW. en,
e Die Sehne, die 2 %/5 des Krejge, gehe
rgibt sich durch Halbierung des Bogens. fle;rr;rt'
Ses Kreises ausmacht. Zieht man das g r/]2
dieser Sehne vom Quadrat des D‘”Chmessers a%t
<o erhilt man das Quadrat der Sehne, djq AN
des Kreises gehort. Ebenso erhialt MAan ayg g
uadrat der Seite oder der Sehne, die 24 y, d?
Kreises gehort, das Quadrat der Sehne ol Zz
11/,, des Kreises gehort. Alle diese Sepy

Rang an.

XLI. SATZ.

die des zehneckigen Sterns, d. h. dje
eS Zeglﬁjﬁ:kl:slslgr? sich geometrisch aus den Ecken beschsrlee;
die zu */x0 dizrlégelsfjbgeschreiben; sie sind wiBbar, und zwar je fir sich vop
gm(i;rzlflllecll?er WiBbarkeit, zusammen vom 5. Grad; zusammen mit dem Hg]p.
messergggﬁ;.é};}(}a sei ein Zehneck und BEI{LDGKCF J B der zugehorige
Stern. Da die Figur 10 Ecken hat, besteht ihre Flgche aus 10 im Mittelpunkt 4
zusammenstoBenden Dreiecken von der Art des Drei-
ecks FAG. Verteilt man also die vier Rechte, die um 4
herumliegen, auf die Winkel an der Spitze der 10 Drei-
ecke, so kommen auf jeden ¢/,, oder 2/, Rechte. Nun
aber ist die Winkelsumme eines Dreiecks %/ oder
2 Rechte; zieht man 2/. Rechte hievon ab, so bleiben
also fiir die beiden Basiswinkel #/, iibrig, und da diese
gleich sind, so ist jeder 4/, Rechte. Daher ist jeder
gor'lt diean doppelt so groB wie der Winkel an der
: . OPtize. Darauf beruht die folgende Darstellung.
ann xl? é?él %\?iflllquv j{n 11?(81 AFG dUrch' FO in zwei gleicghe Teile nach Eukl. 9.
Es sind somit beje leich Fund OFG einander gleich, und jeder ist 3/, Rechte
wie AF gy g, o on FA0; daher verhalt sich nach Fukl. VI, 3 40 2u 06

)

€n ge-

Die Seite de

: aa

18t auch FOG glor Rechten und oG ich ¢/, Rechtenist,
- gleich ¢/ R 1d OGF (oder AGF) gleich /5 Rechten!

s auch die s{é‘iteic};énﬁnga somit die Winkel bei O und G einander gleict

Citen i . . . die
dFO (4 . O gleich. Ebens d im Dreieck AOF
slsixhaA , Wie bereitsli)gc') Bleich, da 4FQ und FAQ j : gilerilch 3/, Rechten sind. D2
' em Regt O‘glsvsien, 40 20 0G wie 4F 2u FC verhs'alt, <o verhlt 5101111
XerlangEr : »g ;;t danp auch Ifj“iig gutAtQ. Es ist also AGin O stetig geteﬂlt),_ N]azo
’ i Ste i is
u:llsg;:g&%d_reieck 1]; flelch 4G ist 1§ geteilt, wenn man 0A oder OF 70 dem

€T Winke) ongrye t er indet. man 4 mit J, so ist also AJ 0
Kreig FGJ sgeisfgc gleich o Nt und der Winkel 04 J doppelt so groB wjleGFcéﬂ
H eschreibt man daher um 4 mit

8§ Ne€chten, B
. a, ehn R 4 .
Behérig, Sehn;nessers AC eCkse}te, gleich dem groBeren Abschnitt des st?stég
te des Sterns oder die zu %10 d€3 Krel

) gleich deI‘ S ’ dle Sel
e der Zehneckseite O und des Halbmesserso .



Diesen Sachverhalt entsprechend sind diese Seiten, zusamm i
Ha]bmesser’ nz}ch Peflnlthn XXVI dem 4. Grad der WiBbarkeit zflrzlurlglcth(ri:a:ln
Da AG in Linge aussprechbar, die Zehneckseite der groBere Abschnitt
die Seite des Sterns aus dem Ganzen und dem groBeren Abs;chm'tt
usammengesetzt §ind, so ist jene nach _Sat.z XXVII eine Apotome, diese tralilr:te
2t S iale, beide je von vierter Art. Sie sind also vom 8. Grad der WiBbar-
féﬁ; sie kommen gleich _nach.der' Seltg des Zwolfecks und der des zugehérigen
sterns und rangieren gleich wie die Seite des Achtecks und die des zugehdrigen
StemS-N ach Satz XXVIII ist der kleinere Abschnitt OG wie auch seine Halfte

ine Apotome erster Art. Man darf aber ja nicht glauben, daB die Gl
ﬁfseerl Apotome AG und AN sind. te Gheder

SchlieBlich sind nach Satz XXVII die Seiten GF oder OF und F J, nicht
mit dem Halbmesser, sqndern miteinander verbunden, vom 5. Grad del" WiB-
parkeit, da die Summe ihrer Quadrate und das Rechteck aus ihnen aussprech-
par sind.

Daher ist die Summe der Zehneckseite und der Seite des zugehdrigen
Sterns nur in Potenz aussprechbar; das Quadrat dieser Summe ist 5/, vom Qua-
drat des Durchmessers. In der Figur zu Satz XXVII entspricht dieser Summe
die Strecke PX, die aus den beiden Strecken PA (gleich 04) und AX zusammen-
gesetzt ist, deren mittlere Proportionale GA aussprechbar ist.

Andererseits ist die Differenz der Seite FJ des Sterns und der Zehneck-
seite OF aussprechbar, namlich gleich dem Halbmesser. So ergibt sich also aus
Sternseite und Zehneckseite nichts Neues.

XLII. SATZ.

Die Seite des Fiinfecks und die des fiinfeckigen Sterns, d.h. die zu ?/; des
Kreises gehérige Sehne, lassen eine geometrische Beschreibung aus den Ecken
2, sie sind wiibar, und zwar einzeln im 8. Grad, zusammen sowohl im 6. als
im 4. Grad der WiBbarkeit.

Die Beschreibung auBerhalb eines Kreises erfolgt so: Es sei die Seite des
Fiinfecks in ihrer Linge gegeben. Wir teilen sie stetig nach Eukl. II,11 oder
VI,30 und addieren zu ihr den groSeren Abschnitt. Macht man nun in emnem
Dreieck zwei Schenkel je gleich dieser Summe und die Basis gleich der gegebenen
Strecke, so erhalten wir damit das innere Dreieck des Fiinfecks. (In der Figur
sind FB und BH die Schenkel und FH die Basis). Da der Schenkel aus der
gegebenen Strecke und dem groBeren Abschnitt dieser stetig geteilten Strecke

esteht, so ist er auch selber stetig geteilt, und sein groBerer Abschnitt ist die
gegebene Strecke. Daher ist der Basiswinkel in jenem Dreieck doppelt so grof
Vie der Winkel an der Spitze, wie oben beim Zehneck. Nun fiigen wir unserem
djreleCk auBen an die Schenkel als Grundlinien noch zwel Dreiecke an, 1n deneg
izcg%nke%%(;ich der gegebenen Strecke sind (in der Figur FDB iiber FB un
er
. Die Konstruktion in einem Kreis erfolgt sehr leicht mit Hilfe der Zehn-
:;k:e}te, Da 5 die Halfte von 10 ist, verbindegn wir die Endpunkte F ur:id flé Si:z
des1 I G zusammenstoBenden Zehneckseiten FG und GH ; dann ist FH die Lalt
‘ Fu.nfecks, ebenso HK. Verbindet man die Endpunkte F und K, so er

It?etnél: Seite FK des Sterns. Es sei also BDFHK das Fiinfeck und BFKDHB
m.

davon und
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1,10, daB das Ouadrat der Fiinfecy. .
ch XII Sechseckseite FA und der Zehnzckse‘te

. m
. eist nun 1 te der . o ckse:
Euklid bew o der Quadra AG und seines groferen Abgchmttgegg

; Summ bmessers - RS : e

FH glelllchdteirefgua d rag i‘lasd}{;lreitet dem Verstilslt;l:]ﬁinelnlge Schwwngkeit; ich

G, : ‘< bel EU ichteren ve€ shen. :

jIZt. r Bewels folgende einen lffgche von den Endpunkten B D einer Fi

schte daber 1 Man fittelpunkt A d; tnt.
moc ite aus durch den Mittelpun e Geraden Br
8 ed:iseD] Die zu DB, DL und DK gehdrigen Bf)gp]
ur;chen der Reihe nach /i, /10, *f1o des Kreises auisn~
P EL and DK schneiden BG in S und K. Nupn st Winke|
b LD] oder SDA gleich */s Rechten, da L], ebeng, Wie

ich 1/, des Kreises ist und zu gleichep Béoe
J glg;;hgel%mfaggswmkel gehoren, na.c.h Eukl. 111 5; gng
27. Winkel DAB pder DAS aber ist 4/ Rechte, el
DB Y/, des Kreises 1st, der um A herum 4 REChte mipt
Also ist die Summe von SAD und ADS gleich %/, Rech.
kel im Dreieck zuseu;ulrl)%r;1 4 Rcf%lthessmda 1slt der dritte
: :h ¢/. Rechten. Die Winke un sind also einander
\?giréll{leluggffiiglggge /;)S ist gleich dem .Halbmessc.er DA . Daher ist nach dep
fgrﬁher’en SA gleich dem groBeren Abschnitt des stetig geteilten Halbmessers D4
somit gleich der Zehneckseite, wihrend DA Ha}bmesse;, d. h Sechseckseite, ist,
Ich behaupte nun, das Quadrat der Finfeckseite DB ist gleich der Summe der
Quadrate von S4 und AD.

Man verbinde K mit S und A. Da DA und AK einander gleich und DS
und SK diesen Strecken gleich sind, sind auch die Strecken SR und R einander
gleich und DRB ein Rechter. Daher ist das Quadrat von DB gleich der Summe
der Quadrate von DR und RB. Nun aber ist das Quadrat von DR gleich der
Differenz der Quadrate von D4 und R4, und das Quadrat von BR ist gleich
?{?u%gag:t 5"“ dBA minus der Su_rnme des doppelten Rechtecks aus BR und
ist also gleich d‘elf‘ Srl?:r? VOIal RA. Die Summe der Quadrate von DR und RB
Rechteck aus R4 und 1:11% e(Ii' Quadrat‘e von DA und A B minus dem doppelrten
aber bilden die beiden Rec}(l)t er dem einfachen Rechteck aus SA4 und 4 B. Nun
vonB4. 7 ecke aus SA, AB und SB, BA das ganze Quadrat

ieht
bleibt die S man also von

Jener Summe das Rechteck aus SA4 und 4B ab. 50
. u s
tibrig, unq diz?gfris Quad‘r ates von D4 und des Rechtecks aus SB und B4
Halbmesser p4 in Sme eIgibt sich gleich dem Quadrat von DB. Da aber &
dReChtgck aus SB ung Sé;fug geteilt und A4S der groBere Abschnitt ist, 15t das

er FunfECkseite glEICh deglelCh dem Quadrat von SA. Somit ist das Quadrat

der Zehneckseite. me der Quadrate von DA und A4S, d.h 9

ten. Da aber alle Win

: € ¥ en Fﬁnfeck 1 ! ! < gich aut
Es ist ql Funfz‘;lésdrteieck fcite, nach Eukl. XTIL8, was si
ra

, N ) eweisen l4Bt. .
schPlt.ts desr ;netli,ange auss der Funfeckseite gleich dem Quadrat des Halb
D :mflgur das Q Sd 8eteilten

! 3 prﬁg}ﬁl})&r ist, plus dem Quadrat des groBeren ﬁg
Sich aber g, it von p glei }?Ssers, Nun ist in unserer fritheren % -
Unfeckseite P(;mzui1 eSr _Stumme der Quadrate von P4 ux;?{ 2

€lte des zugehodricen Sterns wie £+



ZleiCh der;l Quadgt gestl({ialbmesifzs GA des u
s plus dem Quadrat der aus und AG zusammen e
g;;all:f isEc nach dem .friiher Bewiesenen GX eine Major, gseéf;:nh/ﬁ:gskeBgigé
Strecken sind also je vom 8. Grad der WiBbarkeit, und zwar von dessen
;. Ordnung. Da aber die Summe der -Quadrate von PG und GX aussprechbar
=i mlich gleich dem Quadrat von PX ist, das das Fiinffache des aussprechbaren
sadrats von GA ist, und da ferner dle'be_lden Strecken PG und GX ein mediales
Rechteck bilden, sind PG und GX miteinander vom 6. Grad der WiBbarkeit
von dem in NT. XVIII die Rede war. Und schlieBlich, da die Seite des Fiinfecks
\nd die Seite des St?ms- sich zuemander verhalten wie der groBere Abschnitt
und das Ganze beim gottlichen Schnitt, gehéren sie miteinander auch zum 4. Grad
der WiBbarkeit (siehe Nr. XXIX). Daraus folgt, daB wie die Fiinfeckseite
eine Minor und die Sterpselte eine Major, so auch ihre Summe wiederum eine
Major und die F ﬁpfeckselte zu dlesgr Me}jor das kleinere, die Sternseite aber das
groBere Element 1st, ebenso dal die Differenz DQ oder QF beider Seiten eine
Minor ist, ebenfalls nach Nr. XXIX.

XLIII. SATZ.

Die Flachen des Zehnecks und des Fiinfecks gehéren entfernteren Graden
der WiBbarkeit an, wie auch die Seiten des Zwanzigecks und der iibrigen
Figuren dieser Klasse.

Denn das Rechteck aus der Fiinfeckseite FH und aus AN ergibt das dop-
pelte Dreieck FAH, das gleich dem 5. Teil der Fliche des Fiinfecks ist. Nun ist
aber FH eine Minor und das Quadrat von AN ist gleich der Differenz der Qua-
drate der aussprechbaren Strecke AF und der Minor
FN. Wenn man aber das Quadrat einer Minor von dem
einer Aussprechbaren abzieht, ist die Strecke, deren
Quadrat gleich dem Quadrat einer solchen Differenz
1st, von neuer Art. Das Rechteck, das eine solche neue
Strecke und eine Minor miteinander bilden, gehort einer
noch weiter entfernten Art an. Nun aber ist die Fliche
des Fiinfecks diesem Rechteck kommensurabel (es ver-
hilt sich zu diesem wie 5 zu 2), daher gehort sie eben-
falls der weiter entfernten Art an. Ebenso ist das Pro-
dukt aus der Zehneckseite FG und aus dem Lot von 4 auf FG doppelt so groB
Wie der 10. Teil FAG des Zehnecks, d. h. ein Fiinftel davon. FG ist aber emne
4- Apotome, und das Quadrat des Lotes vom Mittelpunkt aus ist um den 4. Teil
des Quadrats dieser Apotome kleiner als das Quadrat des Radius. Nimmt man
aber das Quadrat einer Apotome von dem einer aussprechbaren Strecke weg,
S0 1st die Strecke, deren Quadrat gleich dem Quadrat dieser Differenz 1st, vog
CINer neuen Art, die unter den aufgefiihrten Arten nicht mehr vorkommt. Un

YO man aus dieser Strecke und der Apotome ein Rechteck bildet, so 1st

€Ses und damit auch sein Fiinffaches, d. h. die Zehnecksflache, von einer noch R

Welter entfernten Art. I 0 das

Q Die _halbe Zehneckseite ist also eine vierte Apotome. Verwandelt iga(einer

inulaf-irat dieser Apotome in ein Rechteck von der Lange des Durchml:assed N
4nge aussprechbaren Strecke), so wird die Breite des Rechtecks, d. h.
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erste Apotome. Das Quadrat der Seita

eine ,
o Kreiszehl}tfillsaer Summe der Quadrat:‘de;‘ halben Zep, neCkSp?tes
$ PfeilhOhe emist dann gleic dieser pfeilhohe, einet ersten Apotome. Nun giH e
zwanzigeck Apotome un shlten Arten kel_ne Strecke, deren Onadray ;Pf*s
einerl viert en frither aufgeza otomen verschledene_r Art, d. h..aug inko nis’m.lch
ber unlte o wire, die ausmelr)xgesent ist. Das leistet nur eine Siro. :in
eme?)ell:na ApotomenAZ?sﬁ,ﬂré daher von niedggiremd l}zmg lit- . Qe

sura r ALl e fii o-Eck und die anderen Vie .
vollko%mef‘:vi:&e? mehr wird dies fiir das 4 lelecke dieser

m
?
Klasse gelten KLIV. SATZ.

, , ecks und die Seiten der zugehérigen Steme 4

Die Seite desvgglf/iz 3(111; 4/, oder 7/;s des Kreises sind, lassen zware’e%z
gleich den Sehnenhreibung zu, aber nicht auBerhalb des Kreises und auch Inner.
geometrlsche_BeSC. ht aus den Ecken. Ihre Beschreibung ist also eine Uneigent.
halb des Krelses vor t heterogen, von einem entfernteren Grad al; g

: ; Bbarkeit 1s v SR ..
f,fﬁzf’vgﬁfujglshzztlen Strecken. Das DreiBigeck und die iibrigen Vielecke dieger

5 weiter entfernten Graden an.

Klasse gfeh(gz;‘d?;cigung geschieht mittels frither aufgeﬁihrter Figuren, derey
Seitenzahl aber nicht durch Verdopplung gewonnen sein _darf; denn 15 ist un-
gerade; die Hialfte davon ist keine ganze Zahl. Map
braucht das Dreieck BCD und das Funfeck BJFHK,
die beide mit dem Punkt B anfangen. Denn wem
man BC gleich !/, des Kreises von BJF gleich ¥, d.h.
5/15 von %/y5, abzieht, so bleibt CF gleich 1/,5 des Kreises
ibrig. Verbindet-man also C mit F, so wird die Linie
CF die Seite sein. Man verwendet hier bei der Be
schreibung nicht die GréBe des Winkels, noch die Zah!
der Ecken der gesuchten Figur; auch bildet man nicht
%ntsgrecl}end dieser Zahl irgendein Dreieck, awée d1€§
das Fiin , €1 den friheren Vielecken geschah. Doch 1aBt sic
her vonfg?ggr?;lén? l‘f{lt auf anerg Weise beschreiben.g Seine WiBbarkeit ist da-
Paralle], da beide V.ang. Die Seite FH des Fiinfecks ist zur Dreieckseite (7
haben, Man faj, lelecke von ungerader Seitenzahl die Ecke B gemeinsal
den Durchmegge, n(;l 2 von F aus das Lot bis Z und ziehe von B aus durch 4
4 ! d“é Schnittpunkte ENG ergibt. Dann ist das Q“adf.a:
gr UberschuB_der in PotenZn;e der Quadrate von CL und FL. 'CL .aber o

: eif‘::ipzeétiﬁbaren Str‘zcke CE iiber tdl; MB‘L‘:;

1ff : g neuen Art. Ferner 1st das
erenzv‘x‘er aussprechbaren Flache und des Queﬁf;‘;ﬁ
VO 2weima] zecke und der i, L?nrlleuer Art. EN ist aber die Differers t also
seite Cp gleichntfemtEI'em Grad E€ aussprechbaren Strecke AE. EN 1S eck-
. der ( Schlielich jst das Quadrat der F l'infzehnEf\l.

Kexter entferng S8 CL zwejmat 2arate der neuartigen Strecken CL und

€lma] w v nfm
. €er » Wegen E ) . also fii
Teiecks. uggm Verschme] N dreimal, im ganzen jedene?

n. der Fy Zen die Eigenschaften der verschizy ..
er VViI.YD&XY]i1 B map dal,lxi1 fecksklasse miteginander' daher ist di€ W]Bbc?;r
€1t mit der Verdn Vollends vory, DreiBige(;k denken, wo 4% kt!

°PPlung der Seiten immer weiter hinat ‘




Die Sehne zu 7/;; oder 14/y, des Kreises hingt von d ' .
ecks ab, sie rangiert also nach di.eser. Die Sehne Zgu 720 de:rlfr?itsi Sdzls‘hgﬁe181g-
daraus durch Halbierung; aus dieser leitet man ab die Sehne zy %y O derr?/an

18,

- hd 2 .
daraus wieder die zu ?/y durch Halbierung, wenn man djese auch auf andere

Weise gewinnen kann; so ist z. B. das Quadrat von MF zusammen
dem Quadrat von CF, der Seite des Finfzehnecks, und aus dem Regcis‘fsczlt( 232

CF und der Fiinfeckseite F /. Beidemal ergibt sich et iedri
als bei den fritheren Figuren. Was von miedrigerem Rang 1

XLV. SATZ.

Da§ Sieben_eck ux}d alle Fi_gurgn, deren"S'eitenzahlen (sogenannte) Prim-
zahlen groBer als sieben sind, sowie die zugehdrigen Sterne und die von ihnen
abgeleiteten Klassen lassen keine geometrische Beschreibung auBerhalb des
Kreises zu. Im Kr‘els bes;tzen dlef Seiten zwar notwendig eine bestimmte GroBe,
aber diese kann nicht wiBlbar sein. t

Es handelt sich hier um‘eine wichtige Sache. Denn hierin ist der Grund
beschlossen, warum Gott das Siebeneck und die anderen Figuren dieser Gattung
nicht wie die im vorausgehenden aufgefiihrten erkennbaren Figuren zum Schmuck
der Welt verwendet hat.

Es sei nun BCDEFGH ein Siebeneck und man verbinde eine jede Ecke
mit allen anderen Ecken. A sei der Mittelpunkt des Kreises, BAP ein Durch-
messer; A verbinde man mit E.

Fiirs erste lassen derartige Figuren eine un-
eigentliche Beschreibung wie vorhin nicht zu. Denn
ihre Seiten- und Eckenzahl ist eine Primzahl und kein
Paar der frither betrachteten Figuren teilt den Kreis
in solche Teile, deren Anzahl eine Primzahl ist; viel-
mehr liefern diese Paare jeweils Vielfache der Seiten-
zahlen der einzelnen Figuren.

Aber auch eine eigentliche Beschreibung aus der
Zah] der Ecken lassen die genannten Figuren nicht zu,
da alles, was man aus dieser Zahl herausholen kann,
durchaus unbestimmt und vieldeutig ist. ‘ L.

Man zerlege niamlich das Siebeneck in seine fiinf Dreiecke, die beiden
duBeren gleichschenkligen und stumpfwinkligen BDC und BGH, das gleich-
schenklige und spitzwinklige BEF in der Mitte und die zwel ungleichseitigen
BED und BFG dazwischen. Da nun der Bogen, iiber dem die Schenkel eines
Winkels stehen, dessen Spitze im gegeniiberliegenden Bogen liegt, ein Maf an-
gibt fiir die GroBe des Winkels, steht der Winkel BEF iiber den 3 Teilen BFEI :
HG, GF des Umfangs, der Winkel BFE gleichfalls tiber 3 Teilen BC, CD, DE,
der Winkel EBF aber iiber dem einen Teil EF; somit ist BEF emn Dre§eck,bm
dem jeder Winkel an der Grundlinie das Dreifache von dem an der 'Sﬁltz‘:‘ e-
trigt. In gleicher Weise zeigt man, daB sich die Winkel in dem ungleglck Sflﬁfgg
Dreieck BED fortlaufend wie eins zu zwei verhalten. Denn der Wmde o
das Doppelte von Winkel B, der Winkel D das Vierfache von B oder das Dop-
Pelte von E.

Wenn nun das Siebeneck eine bestimmte
Kreises zulieBe ebenso wie frither das Fiinfeck, so ist
schon Campanus, Hieronymus Cardanus und Flussates Cand

te Beschreibung auBerhalb des
oy vor allem erforderlich (wie

alla erwihnt haben),
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r das Fiinfecksdreieck, bei dem g
’ = m dle Wi
Nke]

e
d s derart1g® _Dr_eiesge Ii:lt solzr‘;%rlzyie der Winkel an der Spitze wa
1. Buch. an der Grundlmgzr E];,ei cll)iesem Fﬁnfgcksd;eieck aus den Winkeln ein bl;egr»:: Wi,
rend sich ﬂf on ergab, ist DIET bei unserem Siebenecksdreieck p‘inlmmtes
Verhaltnis u tnis nicht vorhanden. Es seien J und K die Punkie Solchee
bestu}lf}‘tes d EG, die den Winkel BEF in 3 gleiche Teile teilen BIlﬁ“rl deney
inkel FE] halbiert ist, verhalt sich SIS}}](HGL
AN

. H un
die Linien IEO . Dreieck FEJ der W
leich der ganzen Strecke FJ. Denn es ist W
r inke]

den. ,Daaz .EFaberistE%]  der N e g
FE] gleich Jz den beiden gleichen Winkeln gegeniiberliegenden /; Ic;:hgrlﬁiclll N
el FE

nd die . ;
fneghlge]n,siﬁd einander g_leich, In gleicher Weise sind auch EJ und JB ¢
gleich. Daher verhalt sich FK zu K] wie FJ zu JB. Da ferner im Drei inander
Winkel KEB durch E jert ist, verhilt sich KJ zu JB wie K ECk KEB
. und FE einander gleich, weil Dreieck KEF gleiChsc;u I;:{IB.

enklig

Nun aber sind KE FE o
und dem Dreieck EBF ahn ich ist: es war aber EF gleich JF :
FB. Daher verhilt sich auch KJ zu JB wie JF zu FB. S o] ha}tlrrlr?af Z IStfgleich

drei Abschnitte auf der zu 3/, des Kreises ehorigen Se :
gefunden: Erstens verhilt sich der groSte gbschr%itt J thr‘gi zwel Proportioney
kleineren, d. h. zur Siebeneckseite FE, wie der mittlere K Tme ]F- der beiden
Zweitens verhilt sich die ganze Strecke BF zur Summe F J zum klemsten KF,
Absghmtte wie der groBte Abschnitt JB zum mittl J der beiden kleineren
portionen scheint sich nun zwingend ein ganz besti eren JK. Aus diesen Pro
f rﬁ Ze‘; ergeben. Ca}rdqnus lieB sich auch hiedurc}in':;cles }Y erhaltnis von EF zy
refglexeini’rioc;;ii?gs}fh%ﬁ Dreieck BED bemerkt hatfg ; eeﬁ” s eIhEtwaS Der-
” ) . 3 . s SpraC von 1
72 da Sich cin bestimmt ein er hat sich umsonst gerithmt. De ¢ nicht
die zweite Proportion li er Wert von EF oder JF hi P eI s ‘anft nicht
s N on liefert und P leraus ergibt, weil das, w
dz:lx.rtltrzenlfe?nﬁ, was die erste liefert. V;’)a:n;llvl_r fir etwas Neues halten, mit derﬁv;i?
der ers%e ch der Summe der beide tmmer wenn unter 4 P roportionalen di
z n zur dritten od n ersten ist, geschieht -
dritten zur Summ er der zweiten zur vi at €s, daB das Verhaltrus
Falle gibt es ]'edoc?hder dritten und vierten d;i: teln g}emh ist dem Verhaltnis der
mkommenSurablen G‘ﬁrézndllch viele, SOWO},ll mii ifunfte GroBe auftritt. Solche
en. Im besonderen ist dj ommensurablen als auch mit
le Zahl der Fille mit kommen-
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d, warum im Fiinfeck sich aus den Winkeln ein bestimm A Tes gus
((l;izursleite ergibt, und zwar auch auBerhalb des Kreises, im Sit:tfezzzﬂaﬁfé:;
anderen Vielecken"dleser Art dagegen nicht, geht leicht aus dem Vorausgehen-
den hervor. Im Fiinfecksdreieck BFK gelangt man durch Halbierung des Win-
rels BKF sofort zu den beiden gleichschenkligen Elemen-
tardreiecken BKT und KTF und aus der Gleichheit der
Winkel BFK und.BK T folg’g die Gleichheit der Seiten
BK,KT,TF.Im Siebeneck (Fig. S.45)dagegen erhilt man
Jurch die Dreiteilung des Winkels drei Elementardrei-
ecke, die zwel gleichschenkh_gen Dreiecke BE ] und KEF
und das schiefwinklige Dreieck JEK; dabei folgt aber
das Verhaltnis der Seiten nicht dem Verhaltnis der Win-
kel, wie die Geometrie zeigt. Da glso die Winkel dieser
Figur nichts dariiber aussagen, wie man aullerhalb des
Kreises vorzugehen hat, kann man das verlangte Drei-
eck auBerhalb des Kreises nicht konstruieren. Es ist daher nicht moglich, diese
Figur in einen Kreis einzubeschreiben mit Hilfe einer vorausgehenden Figur, die
man wissen oder beschreiben konnte. Vielmehr wird eben erst dadurch, daB
man das Siebeneck in irgendeiner vagen Form dem Kreis einbeschreibt, die
oben angefiihrte Proportion auf einen einzelnen Fall eingeengt. Man begeht
damit also eine Petitio principii; d.h. um das zu finden, womit die Einbeschrei-
bung ausgefithrt wird, muB man die Einbeschreibung selber verwenden, wie
wenn sie zuvor moglich wire. t

Das Verhaltnis der Seite EF zur Sternseite FB steckt also ganz in der
quantitativen Materie. D. h. zufolge dem Materialprinzip der Quantitaten, das in
der unbestimmten GroBe liegt, ist es zwar méglich, die Siebeneckseite im richtigen
Verhiltnis zum Kreisdurchmesser zu konstruieren, da im Kreis irgend etwas,
was groBer als die bestimmte Siebeneckseite ist, und etwas, was kleiner ist, ge-
geben ist; setzt man die Teilung ins Unendliche fort, so erhilt man auch immer
etwas, was groBer oder was kleiner ist als die Seite EF. Allein zufolge dem, was
bei den Quantititen formal ist, ist jene Konstruktion schlechthin unméglich,
da es fiir die Figur des Siebenecks und shnlicher Vielecke an jeglichem Mittel,
ein bestimmtes Verhaltnis der Seite darzustellen und aufzufinden, und somit an
ihrer Formation oder wiBbaren Bestimmung durchaus fehlt. Man kann also
weder die Figur mit 14 Ecken mit der Seite EP in einen Kreis vom Halbmesser
AP einbeschreiben, noch die zu zwei aufeinanderfolgenden Seiten dieser Figur
gehorige Sehne EF, die Siebeneckseite in jenem Kreis, konstruieren. Diese Seite
kann mit dem Durchmesser nicht verglichen werden, da ihr V_erhiiltms zum
Dl}rchmesser ihrer Natur nach unbekannt ist. Daher hat noch nie ]em_and mit
W1§sen und Willen nach einem vorsitzlichen Plan ein Siebeneck konstruiert, und
& ist unméglich, ein solches nach einem vorsitzlichen Plan zu konstruleren. Es
kapn zwar geschehen, da es zufallig herauskommt; man kann dabei aber 1n

emer Weise entscheiden, ob es wirklich konstruiert ist oder nicht. N
dem Aﬁabn kann mir nun hier die an'alytis'che' Lehre entgeginhaltez‘,‘ d1::n;1;11<1:1 b
X er Geber ,,Algebra‘‘, mit emnem italienischen Wort ,,cossa  gena
K‘{ld- Darnach ist es moglich, wie es den Anschein hat, die V1el‘eckse1teg ]gg; +
cher Art zu bestimmen. Jost Biirgi, der Mechanicus des Kaisers un
andgrafen von Hessen, der auf diesem Gebiet sehr geistreiche und qberrqschende
Ntdeckungen gemacht' hat, geht, um ein Beispiel anzuftihren, beim Siebeneck
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1. Buch-

t weist er (Fig._ Q 45) dem .D‘Jl’Ch
3 AB die Einheit 1st,.mvd§er die Linge der g
o man diese Einheit ad infinitum in Teile Zerl,;lte
Kreises Do . 4 wird, wenVerhaltniS AB zu BC sei bekann't , Obwoh] e t;g‘c.
an, %ﬁtnis setzt er stetjg fort, so daf3 .su:h verhalt ABrsIt
o e 1 7 T €, WIS T ® 2 14y e 1, oL
zu BC1 iter Vzvlllr w:)llen die_s in bgqulfsr?verer etse mit Indizeg b‘—‘zeiChnen:
weiter. VY. LI vt . :

t1.17 mfr” s 1}111tfe.rf1:n' quZ]rst da57Vi€r€Ck BEDC. AVOH Ptolemy
Danach betrac pitiscus und den anderen Verfassern, die iiber dje Sinus

nikus, Regiomontanus, t bewiesen worden, daB in jedem Kreisviereck das ein(;

: haben, 1S SR S :

Jehre geschrieben hat nalen CE, DB gleich ist der umme der beiden Recht.

1 Rcle{chtflcskj :lzl:v edieélelg);g; ten DC, EB, und CB, DE. Ferner ist aus der Geometrie
ecke a

; me der Quadrate iiber" CO, der H;‘dfte der Sehne cg und
Pekeu:ir:;cr;1 d]?’fi i(lhg gugrlr(lai‘?h ist dem Qu'adrat. iiber der Seite C B. )
iiber Es sei nun BP gleich 2, CB gleich 17, das Quadrat hievon 14, Map teile
dieses durch BP, so erhdlt man BO glelch I 2; getellt durch 2. Das Quadrat
hievon ist I 471f geteilt durch 4. Ziehf, dlesgs von dem Qpadrat von CB1jj
ab, so erhilt man als Rest 447 — I z'z'zy. get-ellt durch 4, d.1i. das Quad_rat von
CO. Da aber CH das Doppelte von 0, ist, ist das Quadrat von CH gleich 16 1
— 4 111f geteilt durch 4, d. h. 417 — 1 1777.

Damit hat man also das Quadrat von CH oder BD, d.h. das Rechteck
aus BD und CE. Nun multipliziere man CB in DE, so daB das Rechteck hier-
aus I4j wird. Dieses subtrahiere von dem Rechteck aus BD, CE 414 — 1.
?er }Ifeéfli)lst das l1l{tichteck aus CD, BE 34 — 1 4iij. Dieses teile durch 1/, d. h.

dreh L0, so erhalt man BE gleich 37 — 1 117,
Nun gehen wir zum Viereck DBHE iiber. Da BE gleich 37 — 14 ist,

ist das Rechteck aus BE DH,d.h.d i — 611 +
Ivi. D Sl » d. h. das Quadrat von BE, gleich 9t — 011 -
ecil)(? ausa‘;)ll;,s}lfb}tirah{ re das Rechteck aus BH , DE 147. Der Rest ist das Recht-

A 841 —64iij + 14, Di : ; 7. Man
erhalt : 1+ T v). Dieses teile durch EH 3] — 144
drat h?ear; lfg gﬁlelgh-S ) — 6 Wi + 1 o geteilt durch 37— 1 47j. Das Qua-
06 + 1y, Friihgrmj v 52— 12y 4 1 xij geteilt durch 91 -
man dieses myit jen War dieses Quadrat aber gleich 4 ¢j — 1 4i7j. Multiplizief

Zun ﬁChS
vor.
folgendermaiE? /b1 2 zu, so da

uS ' Koper_

36 iiij\33 o 4 em. .Nenner, so wird sein

Also aych T0wvitf —1 gleich 64 7744 ' + I i
) 4 11 — g6 2 vy —I2 %

Also auch 2:33 Yl + 11 x gleich 28 z'z'z'j? + 492 vl:?ij—:—sl xi]..j

. 2 .
Diese Gleichupg liefer]t ‘gi::rsvy gleich 28 4 4, §5] + 1 vid].

eite des Sieb
Vo ann aber 4 1ebenecks.
istngleichod? EB gleicECh D : EG tibergehen. Es ist namlich das Quad
4h i, Z‘g M —6iddij 4y vj. Das Quadrat von DB oder
wird ge E, BG gleich lse}:-;ias letztere vom ersteren ab, so wird das.?ﬁ‘ﬁ;
35y~ vii 4 1 =545 Isv mg)+ I vj. Dieses teile durch DE1] i +
REE -2 Quadrat hievon ist 25 — 5°

‘ her wa, .
T Also auch i 4 War dieses gleich 4 %] — 1 4445, Also ist

rat

erum d R .

. ' e G _ ) Jleint

@ en Blick ab voxlr?mhung die GréBe der Siebeneckselte' lf; e
ganzen Krejs und betrachtet diesen 1



. en Bogen, der in 7 Teile zu zerlegen ist. Nachdem durch j i
?:lllren die zu 2 Tellep gehongf? Sehne bestimmt ist, sucht er }rflrllr(:sd(if stlllsih%gﬁ;

chorige Sehne; er findet dafiir (nach demselben Verfahren wie oben) den Wert
Svurzel aus 16. ij — 20 1] + 8 vj — 1 viij. ﬁierauf macht er Gebrauch von der
Diagonale in einem neuen Viereck, dessen Seiten zwei zu 3 Teilen gehorige Sehnen
sind. Das Rechteck aus diesen beiden ist daher g ¢j — 6 453 1 1 vf. Subtrahiert
man dieses Rechteck von dem Rechtec1_< 164] — 2077 + 8 vj — 1 vii], so bleibt
als Rest fiir das Rechte_ck aus den beiden anderen Seiten 7 4j — 14 i’iij + 7 v
1 vifj. Diese Sehne nimmt nun Biirgi her und vergleicht sie entweder mit der
7ahl, durch die die Sehne des in 7 Teile zu zerlegenden bestimmten Bogens aus-
gedriickt wird, oder mit der Ziffer Null, wenn der ganze Kreis, wie hier, in 7 Teile
ou teilen ist. Es sind also die GréBen

7] —14%] + 7v—TIvij oder 7 —144] + 71if —10f
gleich entweder jener Zahl oder der Ziffer Null. t

Es ergibt sich aber fiir Biirgi aus der Gleichung, die er auf mechanischem
Wege befriedigt, nicht nur ein Wurzelwert, sondern im Fiinfeck 2, im Sieben-
eck 3, im Neuneck 4 usw. Im Siebeneck z. B. ist der eine Wert BC, der zweite
BD, der dritte BE. +
Um zu zeigen, daB diese Art, die Seiten einer Figur aufzusuchen, gar
nichts gemein hat mit unseren fritheren Definitionen I, IT und III, beachte man
zuerst, was denn die cossische Sehne des Biirgi eigentlich besagt. Sie hat doch
folgende Bedeutung: Bildet man 7 GréBen in einer fortlaufenden Proportion mit
dem Verhiltnis, in dem die Siebeneckseite zum Kreishalbmesser steht, wobel die
erste der Proportionalen die Siebeneckseite selber sein soll, dann machen 7 erste
GroBen zusammen mit 7 fiinften ebensoviel aus, wie 14 dritte zusammen mit
einer siebten. Diese Aussage ist nun zwar geometrisch und beweisbar, ebenso
wie frither, als bewiesen wurde, die Fliche des Achtecks sei eine Mediale oder
die Seite des Zwolfecks sei eine Apotome von einer Strecke. Denn dort wurde
etwas ausgesagt von einer Fliche oder einer Strecke, hier wird etwas ausgesagt
von dem Verhiltnis von Strecken. Nun aber genigt es zur Kenntnis und Mes-
sung der Fliche nicht, zu wissen, sie sei eine Mediale; ebenso geniigt es zur Aus-
messung der Strecke nicht, zu wissen, sie sei eine Apotome einer andern. Denn
es gibt viele Strecken dieser Art. Eine Beschreibung ergibt sich aus diesen all-
gemeinen Merkmalen nicht. Die fest bestimmte Grofe der Fliche oder der
Strecke 4Bt sich hieraus nicht ermitteln. Jene Eigenschaften ergeben sich viel-
mehr hintendrein, nachdem die Gré8en konstruiert und beschrieben sind. Ebenso
geniigt es auch hier nicht zu wissen, was der Fall sein wird, wenn einmal die
Sieben stetigen Proportionalen gebildet sind nach einem Verhiltnis, das ich noch
8ar nicht kenne. Nein, da mir dieses Verhiltnis nicht durch irgendeine geome-
trische Konstruktion gegeben ist, so warte ich darauf, daB mir zg.néchst jemand
Zeigt, wie ich es herstellen kann. So war es ja auch bei allen .fruherep Figuren
as erste, daB man sie beschrieb, in einen Kreis cinbeschrieb, eine gewisse GroBe

estimmte und zur Ausfilhrung dieser Bestimmung eine gewisse geometrische

onstruktion anwandte. Erst hintendrein ergab sich dann die Kenntnis jener
'8enschaften, die zu einer gegenseitigen Vergleichung der Figuren dlelriten.‘,vi ]
. Um den beiderseitigen Unterschied noch klarer zu machen, wo gn
die Fiinfeckseite betrachten. Beim Beschreiben derselben gingen wir o ean Sto
Vor: Aus der Summe des Quadrats iiber dem Halbmesser und des Quadrats
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. an ein Quadrat. Von dgr Seite dieses ¢
bll—}g‘lalg:nr:ssers ab. Das (?uadrat uber der Reststre]cll?é
' man iiper dem Halbmesser Wi€ ?n;mkzu SNEM Ouadray ver.

drats 208 Qua'drat u adrats war dann die Fiinfeckseite. All das konnte

. . Die Seite dieses Q'st die Ausfiihrung leichter als die Darstellung it
einigt: ! und zwar 1 it dem Zirkel umgehen kann. .Denn Was gibg e
u jeder weiB, der als daB man den rechten Winkel G4 M ;) det
f seinen Schenkeln die beliebige Strecke AM ypq das
au te davon AG abtrigt, das.eme Ende des Zirkes in M
DOPPI;3 dere in G einsetzt, den Kreis G P beschreibt, M4 pi p
daslgngert und schlieBlich G P in den Zirkel nimmt ypq in
X ver n anderen Kreis mit Halbmesser GA eintragt?
‘ T was uns Biirgis Coss tiber die Finfeckseite zy g5

Aber nun sehe M3, ten Methode ergibt sich, daB die Zahl 57 —

. nge .
} j_elfv ngﬁ (ii:tr g;egeallmi Null. D.h. wenn man der Reihe nach ;3 stetige Pro-

: -+ von denen die erste die Fiinfeckseite sei, wihrend das
{)/ertligﬁ;liesnj :(gisii?ﬁ;; der FﬁnfeckSe:-ite zum H.albmessgr ist, dann sind 5 erste
Proportionalen zusammen mit einer fun"ftep g_lelch 5 dritten. ' |

Wie beim Siebeneck lehrt also Biirgi nicht, wie man die stetige Propor-
tion herstellt, in der dies der Fall ist, noch driickt er die Lange der Proportionalen
durch zuvor bekannte GréBen aus. Vielmehr zeigt er nur, welche Eigenschaft
auftritt, wenn einmal die Proportion gebildet ist. Man sagt mir also, ich soll
die Eigenschaft zur Darstellung bringen, dann werde ich auch die Proportion
haben. Aber wie soll ich denn die Eigenschaft zur Darstellung bringen, durch
welche geometrische Konstruktion? Durch keine andere, so werde ich belehrt,
%an:htthe? geschehen, als wenn man die Proportion hernimmt, die ich suche. Man
vzglas a Sﬁ__eme.Pehtm principii, UIId der arme Rechner, von allen Hilfsmitteln

sen, hangt in dem Zahlengestriipp und schaut umsonst nach seiner Coss aus.

Das ist i . . , .
Verfahy fxﬁr eine Unterschied zwischen dem cossischen und dem geometrischen

Ein weit . . .
das Wesen deilc{eil;ir besteht darin, daB sich das ganze Verfahren von Biirgi auf

MESSer in so viele r'i‘t(gl Quantititen oder der Zahlen stiitzt. Er teilt den Durch-
diese Zahl stiytys gio, de » s ihm gerade beliebt, im allgemeinen in zwei. Auf
urchmesser einen ang °f ganze ProzeB; er wiirde sich andern, wenn man dem
N_lc}}t so die (J‘rtiome’crieecgg-l Plff_amen geben, d. h. eine andere Zahl zuordnen wiirde.
® I Lange aussprechbarenlguren' Wie sie oben dargestellt wurde. Hier werden

baren ahey Seit : : h-
; DEr werden k en ohne Zahlen bezeichnet; die unaussprec
Jeny €lnesw. ’ ; .
SOnd:?nlhlig zﬁrt SO aus, daBegs durch Zahlen erfaBt. Man driickt sie vielmeDr

Ontinuierliche e(s;g?nz klar ist, daB es sich hierbei nicht um diskreté
na17fligenné“;enS gehorte highe rolen, also um Strecken und Flichen, handelt
Analysis ; (TS Je cine 8anr Zu emer Vieleckseite und zu der Seite des gleich-
in erste, Iit €S nun héchst meikbeftlmmte BeSChreibung. Bei der algebraiSChen
eg erreicht1 ca gestofen) danurdlg (der Geometer fiihlt sich freilich hierdur®
1. Deny wlf’;'ebden. kany Freil'as’ Was verlangt wird, nicht auf einem eiI!ZIgein
langte 1<3is1;en €reits oben ich hegt auch hier eine gewisse Geset zmﬁBngelt

gon o, als e gesapt . . )
i Zl?;l fg)libt' im Fe:s - 3er Figyr %e:vfgﬁe' gibt es so viele Zahlen, die das Ver

n diesem
-eOHzilftﬁ des

gen
5

Unfeck , :>° .. e : der Dia-

Agonaley, .- 2 im Sjep g€ nach verschiedene Sehnen 0
50 + Ein Ussage ?edf 3; eme Zahl fiir die Seite, die anderelj
» e iiber das der Figur eigentimliche V¢



Strec i :
Viertens: vorausgesetzt .auch, daB ein einziges Verhiltni
Jeistet, SO erfahrt man docP nicht, wie man diesei genau erl?éllst d:(fngee:rlxa?)it:
wie man ihm von ferne.naher kommt. Denn wihrend die Strecken ihrer Art
nach hinsichtlich der -W1!3barke1t zu den unaussprechbaren gehéren (d.h. zu
den nicht zdhlbaren, die die Zahlen verschmihen) und daher die Rechnuné durch
keine noch soyvelt gehel}de Forts'etzung zu Ende g_efiihrt wird, ohne daf3 nicht
ijmmer etwas 1m ungewlissen bleibt, kennt doch diese Rechnung, wie oben an
gweiter Stelle gesagt wurde, auBer den Zahlen keine anderen Hil’fsmittel Man
teilt vielmehr den Durchmesser auf verschiedene Weise in tausend und aber tau-
send Teile, um die Rec{m.ung immer genauer zu machen. Allein dabei wird das Er-
ebnis doch niemals vollig genau. Kurz, das heiBt nicht die Sache selber wissen
sondern etwas, das ihr sehr nahe kommt, aber doch groBer oder kleiner ist. Tmmer
kann ein spaterer Rechner die Annéherung noch weiter treiben; an das Ziel selber
zu gelangen ist aber keinem mdglich. Von dieser Art ist freilich alles, was rein
nur in der Potenz der guantﬂzatlven Materie liegt und keine wiBbare Formation
besitzt, Qurch die es einmal in den Akt menschlicher WiBbarkeit geriickt wird.
B Fiinftens. Wir wollen einmal im besonderen vom Siebeneck und den zu-
gehorigen gleichartigen Figuren reden. Bei diesen wichst der Reihe nach die
Zahl der Propprtmnalen mit der Zahl der Seiten. Wenn man nun jeweils die
letzte Proportlonale. kennf?n wiirde, im Siebeneck z. B. die siebente, so koénnte
man damit doch nicht die zwischenliegenden konstruieren. Denn wenn zwel
Grofen nicht selber Glieder einer fortlaufenden Proportion sind, so daB die eine
z. B. die 3. oder 5. Potenz der anderen ist, so kann man zwischen ihnen nicht
beliebig viele Glieder einer fortlaufenden Proportion auf geometrischem Wege
einschieben, sondern nur I oder 3 oder 7 oder 15 usw.; dagegen ist es unméglich,
leI;) der Ellgene 2 (zlc}er lg,ds, 6, 8, 9 usw. zu konstruieren, und doch ist hier von
enen Figuren die Rede.

Nun liegen bei der Siebenecksproportion zwischen dem Halbmesser 1 und
der 7. Proportionalen 1 vij sechs mittlere Proportionalen. Es verhalten sich aber
I und 1 vij nicht wie 2 Zahlen einer entsprechend langen fortlaufenden Propor-
tion. Denn das Verhaltnis des Halbmessers zur Siebeneckseite kann nicht durch
%aZahlen gusgedrﬁckt werden, es ist ja nicht aussprechbar. Ware es aussprech-
keIrl,nso'v;urde es zu .den friher dargelegten Arten gehéren, die frithere Kla:ssen
e CZ;:IQ nen, und die 7 Ecken waren nicht 7, sondern 3 oder 4, was ein Wider-
o klst. Denn da§ Verhiltnis der Se}ten ri'ihr_te bei den primdren Figuren von
tional(; en I.ler. Es miiBlten g}so durcl} einen einzigen Akt qlle 6 mlttlelren Proppr—
ach gzvglschep I und 1 vif konstruiert werden. Wenn wiederum I vy der GroBe

iegeng %; en wire, so wiirden zwischen I qnd I vf fiinf mittlere Proportloflalen
mag s etnn sich nun 1 und 1 vj wie zwel Kubllfg_a.hlen verhielten, so konnte
i IS ddurch einen einzigen Akt I und I 27, sodann zwischen I, I17,
aber ’I vvé UTCT}. 3 Akte die drei mittleren Pltoportlonalep konstruieren. Wenn
schenlic eg GroBe naqh gegeben wire, so rph@te man wiederum alle vier zwi-
mﬁglichger} en Propo;tlonalen durch einen einzigen Akt kon‘struler'en, was nicht
oy O wire auBer im Fall einer aussprechbaren Proportion, wie oben. Das

ib .
nige ;’;rste;ht sich hiernach von selbst. .
gegenws ir ziehen also den SchluB: Jene cossischen Analysen haben m}t unserer
Wirtigen Betrachtung nichts zu tun; sie begriinden nicht irgendeinen Grad
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t

. . e wir 1 iihe
eichbar ware mit denen, < ™ riheren eny
e )

. der Verg . . ) X )
W.Bbarkext,  Geleg enheit dieser Coss den Mﬁtaphymkem F-i
en. . schte ich bel en. ob sie hieraus etwas entnehmen kémne. Nen
Nebeﬂbel esOllen ﬁberleg ' Von einem NlCht-Ding glb

. , I j0ms . . - ‘ )
Hinwelsgebe_nnes bekanntﬁzf‘?:;heiten, keine Eigenschaften

Erlauterung ] eine Besch iz uns mit Gedankendingen und sagey,
jegenden ' ksel ev;]u den Nicht—D_mgen, d, h ‘N‘Ch_t‘G%daniirx
vorlieg die Siebenec :hre formale Beschreibung upmr;g‘llc‘h ist, kang i
dingen, geROTE: 'nh;i: Geist gewuBt werden (denn‘dle 1\’IOghChkei‘c. der B;
vom menschlich lichkeit der WiBbarkeit voraus), noch auch wirq Sie in
weder er Mog lct von dem allwissenden Geist gewuBt, wei] e ihe
Und doch gibt es von dieser, Nichir

inem €l : 5rt.
einem einfac UnwiBbaren gehor . S
Natur nach ZU dem wiBbare Eigenschaften, die selber gewlissermalen bedingte

- isse ; o ' S
Gedankending 8€W namlich, ein Siebeneck wire 1n einen Kreis elnbe.

; men Py .
Dingebsmd.0 ﬁx;ltgtzn;?; Seitenverhiltnis die obengenannten Eigenschaften, pj,.
schrieben, S

inweis mag gentgen . ‘ _
ser le;EVVSelgSibt focgh andere falsche Sitze von Geometern iber die Seiten v

: anten Arten. Allein dieselben werden schon durch ein mj
Flggg::r (Ezsgﬁiré?dichkeit ausgefithrtes mechanisches Ver.fahren widerlegt, ob-
& wohl man sie gerade wegen des mechanischen Verfahrens der

¢ ? N\ Jugend mitteilt. So wenn Albrecht Diirer die Seite AC des
/' \ Siebenecks gleich der Hélfte A B des Dreiecks im gleichen Kreis
\ Y,
N\

- yr
LS, Wi

setzt. DaB diese Strecke zu kurz ist, zeigt schon die mechani-
sche Ausfihrung. Damit man jedoch nicht durch allzu rohes
Hantieren hinters Licht gefiihrt wird, kann man den Fehler vor
. dem praktischen Probieren durch folgende einfache Uberlegung
finden. Die Dreieckseite ist, wie aus der Zahl der Ecken bewiesen wird, in Potenz
aussprgchbz}r; das gleiche gilt daher auch fiir ihre Halfte. Die Siebeneckseite ist
abgﬂr nicht in Potenz aussprechbar, eben weil das Vieleck ein Siebeneck ist und
weil es 7 Seiten und nicht 6 oder 5 oder 3 besitzt. Die Primzahlen erzeugen ja

die Arten in A : 3 b erzeugen Ja
gleich de; znn‘gg n?.lese Arten sind unter sich inkommensurabel und eine ist nicht

B .
un desetrgisciggls"%‘ifehhen Ausfithrungen des Carolus Marianus Cremonensis
Geometria pract; ussates Candalla iiber das Siebeneck siehe Chr. Clavius

. Dieser Pr;%?eynlgl" 30, und Kommentar zu Euklid IV, 16.
*Pina auf den Pl q reis rief auch den hochedlen Herrn Markgrafen von Mal-

m kaiserl(iezl:;ll %?hr 1614 Gesandter des durchlauchtigsten Herzqgf
Krej Iriheren K, t of war. Er hat durch ein héchst geistreiches Dia-
e15es gehirige g ehn UStruktionen iibertroffen und geglaubt, die zu */u des
i © 5S¢l gleich 8/, des Halbmessers §n§ somi,t in Linge au¥

in mir be

atz derTheo ;genathematiker fﬁg dieser Ausfihrungen zu entgehen, hielt es €  rchaus

: ; T geraten, sj : ber ein
: Wwas eipe: . » Sle wegzulassen. Nun ist es 3 - dad
Ewigkei h omet’isdfel:- !ll)l-ch aug del'artlilgzvsl €rSPruch involviert, jst unméglich. Auch lehren Wg'vc‘r-
er I0ge nj n@gghchkeiten erstreckt, zumal da diese f‘)rt.l;?xl;er von
. das W, ’ Denn was B8 .
: .~ 988 eine ypte; S Wesen Gottes selber. Goh selbe
uch dogy, hich 11n sollte ®T ist, wenn er d*::bar € gottliche Wesen aus. Er wiirde also ‘Tl; er
tsen 2 Was inkommensurabel ist, als kommens™ . jus

» die aher 8 N .
Hderen bet’“!!eglllemhelhg nachgeben und wegen der Unerfahren€s

deres sip



hbar. Der Beweisapparat war so raffiniert, daB selbst e ‘3o
recnden wiirde, welche Annahme dabei unbewiesen blesaibetl.n Euklid nicht her-

Fiir das Elfeck ist folgende Beschreibung verbreitet. i fe o
an von einem Punkt A aus nach der einen Seite des Unll?ai?: Icrilif Sfa(zilf;e
seite AC, nach der andern die Dreleckselte 4D sowie nach beiden Seiten di(;
Sechseckseiten AB._ gnd AF. Dle Zu derr} Winkel FAB zwischen den beiden
Sechseckseiten gehdrige Sehne ist die Dreieckseite BF. Diese
schneidet die vorige Drgleckselt_e AD in G. Man ziehe nun von
dem Endpunkt C der Viereckseite aus durch den Mittelpunkt J
den Durchmesser CE und vom andern Endpunkt E des Durch-
messers aus durch den Schnittpunkt G der Dreieckseiten die
Gerade EG, die die Vlere.ckselte AQ in H schneidet. Die Strecke
GH zwischen diesen beiden Schnittpunkten soll nun die Elf-
eckseite sein. Sie ist jedoch, wie schon eine praktische Probe
zeigt, zu lang. Allein ein erfahrener Mathematiker schaut auf die Art der Strecke,
die notwendig, wenn auch in noch so fernem Grad, etwas gemein hat mit der
Dreieck- und der Viereckseite. Nun aber fiihrt die Zahl 11, die ja eine Primzahl
ist, in keiner Weise zu diesen Figuren. Als Primzahl hat sie mit den Zahlen 3
und 4 nichts gemein. Der Mathematiker ist sich also sicher, da die Beschrei-
bung falsch ist, und kann sich gern die Rechenarbeit ersparen.

Es bleibt daher allen Einwénden und allen vergeblichen Versuchen gegen-
iiber bestehen, daB die Seiten derartiger Figuren ihrer Natur nach unbekannt und
unwiBbar sind. Es ist also nicht verwunderlich, wenn das, was sich im Urbild
der Welt nicht finden 148t, auch nicht in der Bildung der Teilc der Welt aus-
gedriickt ist.

spre
ausfi

XLVI. SATZ.

Der Teilung eines Kreisbogens in 3, 5, 7 usw. gleiche Teile oder in einem
Verhiltnis, das nicht durch fortgesetzte Verdopplung der friiher bewiesenen Tei-
lungen entsteht, kommt keine geometrische Moglichkeit von der Art zu, daB sie
eine Wilbarkeit erzeugen wiirde. :

Die Teilung eines Bogens in 2, 4, 8 usw. Teile durch fortgesetzte Halbie-
rung ist sicherlich geometrisch und wurde bereits im seitherigen angewandt. In
3 Teile 1a8t sich zerlegen der ganze Kreis durch das einbeschriebene Dre1e:ck, der
Halbkreis durch das Sechseck, der Viertelskreis durch das Zwolfeck, der Fiinftels-
kreis durch das Fiinfzehneck, der Bogen von 135° durch das Achteck, der Bogen
von 108° durch das Zehneck. In dhnlicher Weise 4Bt sich in 5 Teile zerlegen der
ganze Kreis durch das Fiinfeck, der Halbkreis durch das Zehneck, der Drittels-
kreis durch das Fiinfzehneck, der Bogen von 150° durch das Zwolfeck. Das Ent-
sprechende gilt von den Bogen, die man erhilt, wenn man jene Bogen in 2, 4,
al!‘é’fimein in eine solche Anzahl von Teilen zerlegt, die einq Potenz von 2 1st.

1es ist aber nicht der Fall wegen des Sinnes der Drei- und Fiinfteilung, sondern
zufillig, wegen der anderen Eigenschaften der Figuren, von denen bisher die

€ war. :

. DaB eine beliebi iteilune oder eine Teilung nach irgendgmem be-
heblg gegebenen Velrl?};lltg:is],):lgg nlichtgdurch eine Potenz von 2 ausg.edrl}'d“.t E’l.r (ti’
UWmoglich ist, erhellt aus der Vergleichung mit der Zwe1tel.l'ung’ dge méglic N;:B
Bei dieser ist das Mittel, um den Bogen und den Winkel, fiir den jener das B >
Ist, zu halbieren, eine ger'ade Linie, namlich die Sehne des Bogens, die geometrisc
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ann, da aus der Gleichheit dieser T

t werden kan ogens folgt, mag dieser ; ile die

e z¢T'% ent‘sPri:E?:i(il:snerf (?rund beruht auch die TIQSaf}:gleich
er g10 Glzliréhheit der Seiten alllfldéi Glexch}hmt der egenﬁgag
Drefeck 05 950 © “yann. Dieses Mitte Ge de, die S Ded den gy,
den Win¥e ;cmlea nn wohl1 ngir. gllleein erafol,gt lzfus ?}rlgeenges Ogegn:
jegel . ich. . ] € ’ e ’
%Z?lung‘?“ i -ns}::gliebig viele S];;li; ?Orn %em der Gleichheit) nicht das {;]e?}?gxerf
a :uch im Dreieck von dem Verhiltnis der Seite, (nll)S
n éer Gleichheit) nicht auf ein entsprechendes Verhélta -
von dem o 1 1 schlieBen kann. Teilt man z. B. die s

. - Tel Sehn
i genderil]e“lslcr)list wenn die Schnittlinien senkrecht ayf der see}i?z
€elc, )

ns in 3 8% -1 des Bogens kleiner als die seitlichen. Wepp dage
g‘;ﬁ: n, der m}ttle‘fgnl‘ggmdi{reisrgn itte_lpunkt aus gezogen werden, danp i§t %e;
die Schmttlmlen.l Ber als die seitlichen. .Also wird es zwischen dep Unend.
mittlere Bogentel dgdem Kreismittelpunkt einen Punkt geben von der Art, dup
Jichen Abstand un ei Schnittlinien zieht, sowohl die Sehne alg auch der'

ihm aus zZW : -

wenn ;80 volrgicl;ﬁlenT eile zerlegt werden. Dieser Pu.nkt st aber um so Welter
Boge%rlgs?nitelpunkt entfernt, je kleiner der in 3 Teile zu zerlegende Kreisbogey
vom

v 1o einem festen Verhaltnis. Da nun dgr Kreisbogen ins Unend.
Ls;c},l gei)rcklheli]rlli}:: gle:élén kann, riickt auch der Abstgnd jenes Pugktes ing Unend-
+ liche. Vom Unendlichen aber, oder von der unendlichen V.erg,ch1edenhe1t.gibt &
kein Wissen. Eine solche Schwierigkeit tritt bei d?r Dreiteilung auf, die noch
verhaltnismaBig einfach ist und der Glelghhelt am nachsten' steht. Eine viel grs-
Bere Schwierigkeit entsteht bei den weiteren Teilungen eines Bogens, z.B. in
5, 7,0, 11 usw. gleiche Teile. Hier gibt es keinen einzelnen Punkt mehr von der
Art, daB die von ihm aus gezogenen Geraden, die die Sehne in die vorgeschrie-
bene Anzahl gleicher Teile zerlegen, auch den Bogen in gleiche Teile teilen.
Die Mittel, die man zur Ausfiihrung einer beliebigen Teilung beibringen
und aus der Zahl, die die Teilung benennt, hernehmen kann, miissen allgemein
und allen Bdgen gemeinsam sein, mogen diese groB oder klein sein, sich viel oder
wenig in ihrer GréBe von ihren Sehnen unterscheiden. Sich nun aber damit be-
}glzi‘égtegic‘;:‘tl é’;gisu\f’ergéltms der Sehgenteile zu den Bogenteilen anzugeben, das
sagt von der analytfgsihe Wll)ssepschaftl}.ch abgrenzen. Dies sei im besonderen g¢-
gehenden Saty ausfﬁhrl?nh rel-und Fiinfteilung Biirgis, von der wir beim vorat{;
hier gilt, 0 ist doch ¢ §esprochen haben. Wenn nun alles dort Gesagte a%t
sonders gilt und wag bsng es darunter, was fiir den vorliegenden Fall ganz b¢
auskommt 4] 1, ! der Teilung der Bogen klarer und verwunderlicher her
EMmemnsamen Einwinde s des ganzen Kreises. Ich will die den beiden Fallen

der g¢€8

ist. DaB dje " das 2y Machen,

: El en h . .
nicht ¢ “gensc aften €iner steti .. . ) ) . Bb rkeit
ie manufrighglskrete GréBen o stetigen GréBe im Hinblick auf ihre WiBba

I die dep oder Zahlen erfaBt werden. DaB man aus jeder 2%
entnehy vo en. DaB m
i;:g:ma]el;kann, aBl;igizs'g}eljrtl:be?en Bogenteil bestimmende Seite ausmittelt m;;
Beordnety 3o Bestimmung groler oder kleiner ist, als sie angibt; daBsich®

Zud . ] . .
Groge 4, el ;t%?e ZU etwas F. eI geometrischen verhalt wie die rohe 4

i C . immte
vor, die i . Demgepon nL€Ttem, wie eine unbegrenzte und unbestim 4
N der halbmechangizginuber liegt im g egenwértigren Fall eine BeSond‘?f%li_

o en Coss als ausgezeichnete Leistung, in def wisse



aftlichen Geometrie dagegen als a :
iﬁ:iner ist als der Durchmegsser, Zwé)iw‘? g;sg:hEgtartung
denen der eine kleiner, der andere groBer als ledenen K
inem pestimmten Teil des kleineren B cin Hj’fm?kreis ist, u :
ein¢ : ) ogens geh » und daher dj
gleichen l?ni\zh:ﬁlldde% groBeren gehorige Sehneg d;);ge Sehne kleiner, die ZUZ;
tische Methode Bir 1s nicht T \gegen grof o
z:;llyauch noch fiir eine Agnzahl ang;;: llsreg;ise (ll)elden ungglei Cege;vusci,h E:;t jene
«chrift, die dazu dient, alle jene Sehnen durlclh ezsalll{lrelse? eine allgemeine \S/’?;
dr_iickep. Bei der Drelte_ﬂung z. B. besteht diese Vofn hnglhe;ungsweise auszu-
seien 1l Bogen, sagen Wil von 48°, und seine Sehn schrift in folgendem. Es
soll in 3 Teile von je 16° zerlegt werden, d € gegeben, und dieser B
Teils oder ihr Verhiltnis zur S » d. h. man soll die Sehne ei cr bogen
' - Sehne des ganzen Bogen ehne eines solchen
<chreibt man vor, man soll ein Verhaltnis herstelleng s von 48° finden. Nun
ganzen Bogens zur ges_uchten Sehne des Bogenteils : Sho" daB.smh die Sehne des
P,roportlonalen und wie diese zweite PrOPOItionalever alt wie diese zur zweiten
die Sehne des Bogenteils verdreifachen und davon gl}r gr}tten. Nun muB8 man
siehen. Der Rest, der iibrigbleibt, sagt man, ist 1(;? hntte Proportionale ab-
Bogens. D. h. man e;rhebe den dritten Teil der ge ege e éi = thne_ des ganzen
wie einen Bruch; die Zahl, die herauskommt a<gi dienen ehne in die 3. Potenz,
dritte Teil von dieser Summe ist ein wenig kleiner alsrgiman zum Ganzen. Der
man nun jenen Wert wiederum in die 3. Potenz erhebt € gesuchte Sehne. Wenn
so kommt der dritte Teil dieser Summe dem wahren W und zum Ganzen addiert,
Durch diesen ProzeB kommt man nach und nach ert' naher usw. in infinitum.
Wenn man nun aber die Zahl, die in die 3 P:tce an die Sehne von 16° heran.
Set.zt, und zwar ungefahr so groB, als mi g Zu.erhebe{l 1st, grofer fest-
Teils des Kreise groB, als mit Hilfe des Zirkels fiir em Dr
s herauskommt, der si in Drittel des
Bo j amt, der sich nach Abzug von 48° b
ogens von 312°, dessen Drittel gleich 104° 1st, d on 48 ergibt, also des
dieses Bogens von 104° und seiner Erga 4° ist, dann wird man auch die Sehne
haltené. Aber nicht allein dies Wen;g?;l:rlllrﬁ \;%n uzridéo auf dieselbe Weise er-
von 260° hi - . : 3I2 emnen ganzen 1
672, ?1 ¢ P&?igguﬁ,dvglrd (rir}an auch fiir die Drittel der Summen %fon 408K§f;§
Ausdrack finden, Allsormein iot gehorigen Sehnen durch den gleichen cossischer
von der Teilzahl iibri g s Ln ist zu sagen: so viele Einheiten nach Abzug von 2
gebenen Bogen, der zgu ¢ _11 en, so qft daff man einen ganzen Kreis oder den ge-
schen Aus drucli: die Seh eilen 1st, hll}.zufugen, um durch ein und denselben cossi-
heure Unterschied zvo nﬁn neuer Bogen 'aufzufmden. Daraus erhellt der unge-
Graden, die ich im fr iisﬁef:n C;letser_l kC(ﬁSl}?Cgen Ausdriicken und den wiBbaren
LaBt « en entwickelt habe.
angeben, ?1;1811221?%{1 also plcht irgendeine andere kunstgerechtere Art und Weise
alle Sehnen der ]_;: bige Teilungen der Bogen auszufithren ? Ich antworte: Wenn
trachtet werden uoggn, die zu teilen sind, unter einem gemeinsamen Begriff be-
en gesuchten Sellll wenn wir nur jene H.ilfgmittel zur Verfiijgung haben, die
®m verlangten V ﬁ?n gemelnsam sind (wie ihre stetigen Proportionalen nach
ausﬁndig mach erl altnis), dann wird schlechterdings niemand etwas Besseres
gebliche Miihe \en kOnnen,-und jeder, der sich damit beschiftigt, macht sich ver-
®M, was allen ?‘aﬁegeht in seiner Verwirrung eine contradictio in adjecto. Aus
en gemeinsam ist, 1aBt sich nichts fiir die Besonderheit des

1n2elf%‘1/1es schlieBen.
Sehnen dee?;x’}cr flber die Rede auf die spezifischen Unterschiede der Strecken, die
eilenden Bégen sind, bringen, so sndert sich der Stand der Frage

gilt: Da jede Seh '
. i n
reisbégen zugehért?,vcgﬁ
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| peliebigen Bogens setzen wir die T“illm;f q

ines ) : die der vorpelegte -
ung f—legelmaBlgC Flgllr, Eten SF_.hnC: ihre

Von diesen regelmibigen Figurey haben .

im folgenden noch mehyr o,
ppuch U on  renSC 1t un werden 1m | tf] ansfindic g Agen
an E a de uchungen Mitte g gemac tm

\p: e han . ) it rlg
eziftsch: en 8¢ nters ; ~ Da also ein - Ten
¢ bereits 0077 diesen UNSSt o reiben konnte " 20lches Mittg)

‘ de be? Figuren : he, die durch dieses Mitte] hep,.
haben j2 8 inigé ,dleser in muB als die 2% t"t'in rincipn begehen w:rmhten‘m
Hilfe mafl hfrilher sel dings eine Petitio p . oo oI wir Al
der Na Cman schlechte? lfe suchen wiirden be1 den regelmafigen Figurey
. e . Mitt_els Hl Gegner einwenden, dal dp,r A‘lpx.anvdriner Pap 1“
letri:(lz?len Collectionen, Satz 31, die _Drmtmlu‘ng des Wr;rl;
Buch hematic it und im Satz 35 ZEIE. Wi man rincy
im4- % Hilfe einer Hyperhaltnis mit Hilfe der Quadratrix und der Hg|;, teils
gl 'Yl(; Geometria Practica VIII, 25 dasselbe mit Hilfe gq,
in sel . -
) leistet. .. . .
Konchoide des leor(li.ledkezngen jener Gelehrten.begrunden Keinerle; Méglichkei;
f : En e fir die wissenschaftliche Geom_etrle. Um dies klar.
einer beliebigen Teilung die Kunstgriffe des Pappus bei der Dreiteilung dar.

41 ich zuerst . . : :
Zumacherzl, ‘glnnlcgen Unterschied zwischen diesen und einer wiBbaren p,,
an
legen un

: ~ i icken. :
SChmbgngagsstL}tz}illtt rIl’lappUS in der Vorrede zu Satz 31 die Probleme (g;. er
u

. ; inn des Wortes geometrische nennt, wahrend fii 1ns
in emer? .ailhgfn;f;g;rzgegilg?en Sinn hat) in ebene, rdumliche und lineare und
"egset%rlrllf rciiB die Dreiteilung mit Hilfe ebgneg Koqstruktionen (die fur mich ip
sgpeziellén Sinn geometrisch hngen, vyell sie wiBbar _nach den dargelegten
Graden sind) nicht ausfiihrbar ist; er iiberfiihrte aus diesem Grund cpe alten
Geometer, die sich vergeblich damit abgemiiht haben, des Mangels an Uberlegt-
heit. Er selber fiihrt seine Dreiteilung mit Hilfe einer raumlichen Konstruktion
die beliebige Teilung aber mit Hilfe von figurierten Linien aus.

Das Verfahren bei der Dreiteilung ist folgendes. Es sei ein Winkel ge-
geben, der in 3 Teile zu zerlegen ist. Man fille von einerm Punkt des einen
gzﬁ:ﬁigsbaus das Lot auf den andern S.chenkel, durch das d@e Lé.pge der
Schenke] dﬁ%;gngt ged;cht werde. Nun ziehe man zu dem zweiten kirzeren
Winkels Pag allelgef;mgl' unkt und zu dem Lot durch die Spitze des‘gegeberrlen
nimmt Pappus eine nlﬁi{mltemander. ebenfalls einen rechten Winkel bilden. Nun

egel, also eine raumliche Figur, an, dessen Oberfliche

durch dep FuB \
€T nup soweit,%lglztr des Lotes geht. Den so gelagerten Kegel dreht oder neigt

Hyperbel bilq mit seiner Oberflache in der Ebene als Schnitt eine 0§
€T um dep FuggfrfﬁndAsymPto’fe_n die beiden Parallelen sind. Hierauf beschreibt
este Schenke] i de ES Lotes. mit einer Strecke, die doppelt so groB ist wie def
verbindet g aen Fr bene einep Bogen, der den Kegelschnitt schneidet. Nun
durch gje Spitze ubpunkt des Lotes mit djesem Schnittpunkt und zieht

d . € des .
T durcl diese Parallelegiiibenen Winkels eine Parallele. Danach beweist er, d

€l Py . €m Wlnk 1 e - . :
d : PPus wir : €l ein Drittel abgeschnitten wird.
B Eines K 1d also dieses Problem 2y einem rgéumlichen durch Verwer

gegebenel.l g€ 8, €iner rauml ; . 1
dur‘:heinen JTiptoten, den p Ichen Figyr, Allein insofern man zwischen &

Nennt, auchg(fﬁbenen Punkt zs:flen Aufeinander senkrecht stehenden Parallelenl_.
® Kegel in geg o ihnen den Kegelschnitt, den man HyPer
€ne zeichnen kann, ist diese Aufgabe offenbsf

rir



—

: u den linearen zu rechnen. Eine solche Linie w

, 0. ir :
| “‘;f;eztrische Bewegung und eine stetige Anderung von %t]raécel«f:r?ugdt gursil :rling
‘ dargEStent durch bqheb1g viele Punkte ganz ebenso wie die Quad'ra{ri;( und Jie
| Heli%, mit deren Hllfe” Pappus 1n Satz_35 sowohl die Dreiteilung als auch eine
| peliebige Teilung at_lsfuhrt. Das also sind seine Kunstgriffe.
: Was sollen wir nun sagen ? Ich frage: Kann man zwischen den gegebe
AsymPtOten durgh einen gegebenen Punkt nur eine Hyperbel beschreibgeng glein;i
viel ob durch die Neigung des Kegels oder durch eine Reihe unendlich vieler
punkte? Gibt es auf der einen Seite nur einen Schnittpunkt des Kreises mit der

rbel? Gibt es nur eine eindeutig bestimmte Neigung der Verb; ‘s
der ﬁyperbelpunkte zu der Achse der Figur? gung der Verbindungsline

Ich gestehe, daB dies alles notwendig und sicher ist, wenn einmal die
Hyperbel gezeichnet vorliegt. Es besal} ja auch frither bei der analytischen Drei-
teilung Biirgis die Sehne.des Bogendrittels, wenn sie einmal konstruiert war
eine bestimmte, notwendige Lange oder ein solches Verhaltnis zur Sehne des
ganzen Bogens. Allein da wir nicht danach fragen, was der Fall ist, wenn die
Sache bereits ausgefiihrt ist, sondern danach, wie die noch nicht ausgefiihrte
Sache erst auszufiihren ist, damit etwas da ist, so erhalten wir aus den raum-
lichen und linearen Problemen der Alten keinen weiteren Beitrag zur gesuchten
Kenntnis unserer Strecken als oben aus der analytischen Lehre der Modernen. Es
gibt freilich zwischen den gegebenen Asymptoten durch einen gegebenen Punkt
nur eine einzige Hyperbel in der Ebene der Asymptoten. Nun aber verlangt man
von mir, ich soll, wahrend die Hyperbel noch nicht gezogen ist, den Kegel so-
lange um den Punkt, in dem er festhiangt, drehen, bis sie fertig da ist. Oder
man verlangt von mir, ohne Kegel, ich soll die Linien, durch die man die Hyperbel
als Punktreihe erhilt, solange verindern, bis die Hyperbel hinlanglich verlangert
ist, und ich soll mir die Teile, die zwischen den konstruierten Punkten liegen, kon-
struiert vorstellen. In beiden Fillen verlangt man von mir, ich soll das, was der
Potenz nach von unendlicher Mannigfaltigkeit ist, durch einen einzigen Akt oder
eine einzige Bewegung durchlaufen, um hiebei auch das zu erreichen, was In
jener potentiellen Unendlichkeit verborgen ist, ohne das Licht vollkommener
Erkenntnis, wie es den von den Alten als ebene bezeichneten Problemen eignet.

. Von derartigen Postulaten machen der Franzose Franciscus Vieta und die
hfiu?lgen belgischen Mathematiker hiufig Gebrauch bei der Losung der Probleme,
die ihrer Natur nach nicht 16sbar sind, auBer auf eine nicht kun§tgerechte_Welse
dl}rch Zahlen oder mit Hilfe von geometrischen Bewegungen, die durch eine ge-
Wisse unendliche Anzahl von GréBeninderungen gesteuert werflen. )

Wenn einmal alles zutage liegen wird, was sie glauben ausfithren zu kontnen,

}llinddem Verstand Sicherheit zu geben, so werden wir die Bestimmung von t: Wag
! der Hand haben, was ein wenig groSer oder kleiner als das Gesupht}i: 18 Dmgi
t‘ﬁsem immer naher kommt, wie wir dies auch oben bei der analytischen LT
etlung festgestellt haben. o
wahr ; aB das, was ich iiber dieses raumliche Problem der Drelsggucrllgs Séif:
, tn'lSt'- laBt auch schon das Wort rdumlich erkennen. Denn wKubikzahlen
annls Tdumlicher Gebilde nicht gleich ist dem Verhiltnis zwet;a;es ra‘,umliches,
Gebilénan €in gegebenes raumliches Gebilde nicht dufch en& aﬁie T i gwischen-
'egende So messen, daB der Verstand ein Wissen gewanre, ©4 t werden konnen.
Dince 1 Proportionalen in der Ebene exakt nicht konstruler

lese kénnen zwar in den Wiirfeln stecken; allein von den ebenen Gebilden gibt
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on Wiirfeln ohne die beiden mitt]
Herstellung v ke abgebrochen. Um die beiden e

zur : 1

. ergang zt je Bruc i '

einel UP gjst lelchsamerwenden manche.Mgthematlker N geometyy

Portloﬂa.‘len’en gu fince :,;orschreiben, was hinsichtlich der Bestimmtheiy esi;he
es

P"’porﬁif; indem Si€ etvﬁl Akts anausfiihrbar ist. Auch Pappus verwende hi
Beweg i etrl§Che. ilfe der beiden Proportionalen ermittelt wer den, ;-
» da

Ten Pry.
mlttleren

adaquatés o . ie m : ..t So begeht man im ;

: hnitte, 41€ . Gebilde 1st. g MeT eine Petis:
bel egels¢ el rauthheS senseitigen Ufer etiti
der ege . . k hegt auf dem ]e g .

t auch €8 * 7 die Bricke
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principn, u < LVIL. SATZ.

.+ ungerader Seitenz.ah.l groBer als 5 (ausgenommen das
t ihren Diagonalen, sOWI® ihre ganzen Klassen sind ebensg 4,

k und die iibrigen Figuren, deren Seitenzahi eine Prip,_

. . ceitenzahl ungerade und keine Primzahl ist, so ist sie ept.
Denﬁlvzg:?ed\lfie%fﬁhe von zwel ur_lgeradep Primzahlen oder das Quad?:t
weder das (1511 oder das Produkt von emer Primzahl und dem Quadrat einer
einer ngf:hen oder das Produkt von Vielfachen und Quadraten, wobei diese
and erenGs en einzeln oder vereint auftreten konnen.

beiden GTUPP hreibbar, einbeschreibbar oder willbar, danp

Wiren nun diese Figuren beschI
abe es filr sie entweder eine eigentliche Darstellung aus den Ecken oder eine

:sentliche aus den Beziehungen zu den Figuren, an denen sie teilhaben. Eine
gilggfl?she Darstellung gibt es nun aber nicht, da.dje Za}hl der Seiten nicht eine
solche Primzahl ist, aus der sich eine Darstellung bilden lieBe. Eine uneigentliche
Darstellung gibt es weder fiir die Vielecke der ersten Gruppe, z. B. das21-Eck,da
die Figuren, die an ihnen teilhaben, entweder beide oder eine von ihnen, wie hier
das Siebeneck (das auf das Dreieck und Fiinfeck folgt, aus denen das 15-Eck
gebildet wird), nach dem vorausgehenden Satz 45 keine eigentliche Darstellung
zulassen; noch fiir die Vielecke der zweiten Gruppe, z. B. das Neuneck, da man
nach dem vorausgehenden Satz 46 einen bestimmten Bruchteil eines Kreises
hier ein Drittel, nicht wieder in die entsprechende gleiche Anzahl gleicher Teile
zerlegen kann; noch fiir die Vielecke der dritten und vierten Gruppe, da die vor-
ausgeh%lgien Vielecke, die an ihnen teilhaben, nicht darstellbar sind.
Primzab] cel;e(iigst I;Tleuneck', dessen Neunzahl das Quadrat der ersten ungeraden
sich Milhe o lsb, aben die Mathematiker seither gestritten. Verschiedene habet

gegeben, auch die Seite dieser Figur darzustellen, alle aber umsonst:

Sie hat i S
atten dieses Problem nie in Angriff genommen, wenn sie auf den Unter-

schied zwischen Wigh
arem : "
Campanus wollte und UnwiBlbarem geachtet hitten. des
ich

Winkels, die, wie j S das Neuneck darstellen mit Hilfe der Dreiteilung
diese mit der Meth:d atz 46 gezeigt wurde, unwiBbar ist. Freilich 146t S
geometrische Bewe, ¢ von P appus und Clavius durchfiihren, indem man elne
denen wir hjer docg}‘lmg annimmt. Allein was soll das bei ebenen Figure Vi
Linien, die man zyy I)hi'mc'leln’ wenn man riumliche Gebilde braucht, die
trix, die Helix ynq direlteﬂung benutzt, herzustellen, die Hyperbel, di€ Q
retteilung nicht, daBeef-{onchoide? Campanus bemerkte bei dem Versuch 2161

Tend er 4o den drit . . X W
findet Sichc};ﬁe;:t gesucht war, Irf errrlle'_rell des Winkels a:IS sicher ﬁmnomm,en ars
bezieht en 8. 586 ej inem Exemplar seines E

ine Stelle, die sich auf den SchluB des 4 Buch®®
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g;age::nd JK, die den Kreis in 4 und D beriihren. In dem

, das so entsteht, zieht er die Diagonal

f;;hglagllibt nun, der "Kreis werde durch di%:se sg ]gg
schnitten, daB die Bogen AN und DM ‘zwischen den
Berﬁhrungsp‘mkten A, D und den Schnittpunkten N,
M je ein Neuntel des Kreises ausmachen. Nun aber 148t
sich aus der Figur folgendes beweisen. Das Quadrat der
halben Diagonale LH ist aussprechbar, es ist nimlich
1. vom Quadrat des Durchmessers. Denn der Winkel
A%H betragt 60°, daher ist BH. die Halfte von A B oder
AL und das Quadrat von BH ist !/, des Quadrats von
AL, also das Quadrat von AH gleich ®/, des Quadrats von 4L. Das Quadrat
von LH aber ist gleich der Summe der Quadrate von L4 und AH. Danach
miiBte also der Sinus von 40°, d. h. die halbe Sehne, die zu 2/, des Kreises ge-
nort, in Potenz aussprechbar sein; diese halbe Sehne ware nimlich gleich 3/,
vom Quadrat des Durchmessers. Denn fillt man von 4 auf LH das Lot 40, so
i1t die Beziehung: wie sich das Quadrat 7/;,s von LH zum Quadrat %/,, von HA
verhalt, so verhalt sich das Quadrat ¢/,, von L4 zum Quadrat von AO; dieses
letztere ist also 12/, von Y/, d.i. 3/4. Damit wire also die Neuneckseite dem
Rang nach hoher als manche der im vorausgehenden behandelten Vieleckseiten;
es miiBte etwas mit diesen gemeinsam haben, wo doch die Zahl der Seiten
ungerade ist, das Quadrat der Primzahl 3, und wo das Neuneck aus dem Vier-
eck und Dreieck, denen jener Ranggrad zukommt, durch Halbierung der Bégen
in diesen nicht hergestellt werden kann.

XLVIII. ZUSATZ.

Aus alledem folgt, daB sich hinsichtlich des Begriffs, der WiBbarkeit, der
Bestimmung, der Beschreibung und der Darstellung die Grenzen innerhalb der
ersten Ordnungen der Figuren halten. Es gibt also nicht mehr als 4 Klassen
von wibaren Figuren. Drei davon lassen eine eigentliche Darstellung zu. Fami-
lienhaupt in der ersten Klasse ist das Viereck, das auf den Kreisdurch;nesser
folgt, die Kennziffer ist hier z. Familienhaupt in der zweiten Klasse ist das
Dreieck, dessen Kennziffer 3 ist, in der dritten Klasse das Fiinfeck, dessen Kenn-
z}ffef 5ist. Eine einzige Klasse gibt es mit uneigentlicher Darstellung;; die Kenn-
ziffer ist das Produkt von 3 und 5, also 15; denn die erste Figur dieser Klasse
1st das Fiinfzehneck.,

XLIX. SATZ.

.. Da die Zweiteilung (die urspriinglich der ersten Klasse eignet) auch in der
Zweiten und dritten auf%ri(tt, erhfllt, gaB die erste Klasse anderen Rechtes ist
als die beiden anderen. Die erste ist verwandt mit jeder der beiden anderen,

¢se Figurationen aber sondern sich voneinander ab. Es bilden also die Figuren,
‘¢ eigentliche Darstellungen besitzen, in gewisser Weise nur zwe! Arter aB
Denn das Viereck und das Achteck schlieBen sich Sogle}ch gewisserm f/m
$an2 und gar an die Dreiecksippe an, da /s und */1a des Kreises gﬁsim?lf I;uci;
inu unfi /3 des Kreises zusammen !/, ausmachen. Das Viereck ordnet sl ammen
8€Wisser Hinsicht der Fiinfecksippe ein, da /s und /g des Kreises zuS
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hierfur ist darin zu suchep, daB sich g;
en- legg:nl(aissen, die Pot-enzenlvt(lm é sind; denn dje I;Q.Z:hlen 3
en zern p gind I und 4 Eine solche Beziehung besteht mc,hwma
d1u die Von Jer Fiinferklasse. “Derm er? _machen zwar 1/, Undtlt -
si o der Dreier- W s, allein 1/40 gehort der Fiinfzehnerklasse i g e
a stellunsg pesitzt. In glelcheernVY;zlS:ur:mc&fz: 1o und v, (hie'rse}ne
eigentlich® 2 1 "Klasse herein) zusamim s aus. Wegen dieser Dy, Pelt
; vi > -he Zahl bei der ersten Art 12, bei der zweit, it dey
n wir unten im 3. Buch wieder b, T 20 gy
der Tongeschlechter benutzen.

&UChen Ung
L VERGLEICHUNG DER FIGUREN ODER KREISTEILUNGEN

. mt der Durchmesser ein, denn er ist in
;)en ‘X;tzllvglt?rz Snf_l:ﬁe kommt die Seite des Sechsecksl,S tdliré Igi?cg}f aus-

%;fg;egér und daher ebenfalls in L'ange_aussprechbar ist. An dntter S?:}rln
stehen das Viereck und das Dreieck, da sie Seiten haben, die nur in Potene
aussprechbar sind. Den vierten Platz nehmen ein die Seiten des Zwlfecks dez
Zehnecks und der zugehorigen Sternfiguren; denn sie sind in Potenz nicht’au_s
sprechbar und susammengesetzte GroBen erster Art, namlich Binomiale unbci
Apotome, die Fwélfeckseite eine erste, die Zehneckseite eine vierte. An finfter
Stelle folgen die Seiten des Fiinfecks und der zugehdrigen Sternfigur, die Sejten
des Achtecks und seiner Sternfigur; denn sie gehdren zu der vierten Art zu-
samme]n)gesgtzter Grc'il?en, diedMajor und Minor hei8len.

. amit nun nicht etwa die gute Note des Zehnecks dem Fiin ajudi-
z1efrt,lo§ier daB nicht durch die Gleichheit der Art der Achteckselelitieéli{eg?gr
;?infgesifhgieisgllllf% egiez’giaillzrw%ﬁ mit dem.Fﬁnfeck oder dem Zghneck, erh.é.lt. das
Sippe, die durch die Zehnz hleugllcmg eichnet ist. V orells msq_f o
herrscht, In den Seiten d a F"ge ennzeichnet ist, iiberall der gottliche Schnitt
enthalten; den Seiten des eZS hunfecks und seiner Sternfigur ist er unmittelbar
Vermittlung der Sechee.l ?t neclfs und seiner Sternfigur kommt er nur durch

geschen von 4 seite zu; beim Achteck tritt er in keiner Weise auf.

Rang auch abstufen in efn genannten Eigenschaften der Seiten 148t sich ,der
kommenheit der Flii’ch: Ode:m ?lCh die F.iguren durch die Besonderheit und Voll-
messer (dessen Flicheni, hle sie umschlieBen, unterscheiden. Nach dem Durch-

nhalt null ist und der, wie Ptolemaus erwahnt, nuf de

reisfliche, ebe .

) VOENso wie d : S

EN ersten Platy eip das en Umfang in zwei gleiche Teile zerlegt) nehmilll) :;1:;
rec

4chen; Vi « L
beninhalt haben aq ‘}greck und das Zwslfeck, die einen aussp
» Insofern g lereck zumal dank seiner ausgezeichneten Son errt

N

des Ry eine F: C
s Flachenmhalts - Flé?he gleich ist dem Quadrat der Seite, wi€ ]2 e“be

Chmesser, T sch ist; es umschli ie Ha drats 80
. " ’ eBt die Halfte des Quadrd .
echseck dem Durchrzseszszdf“k kommt gleich da;:.uf incfem eSQ’A vorm Qui
: ieul-d h chteck, der:nm%clbheﬁt; An nichster Stelle folgen das D riﬁkt’
iche Beyeje rfuﬁg‘“halt acheninhalt durch eine Mediale a}lsged

ed i ff-
es Fiinfecks und Zehnecks besitzen noch keine beg™ i
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