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Nur bearbeitete Aufgaben werden besprochen. Keine der Aufgaben zählt zum Aufgaben-
Soll. Erreichte Punkte werden aber trotzdem positiv angerechnet und können auch ein
früheres Minus ausgleichen.

Aufgabe 1: Eine Funktion f : R → R heißt konvex, falls für alle x, y ∈ R und alle
λ ∈ [0, 1] gilt

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Dies bedeutet, dass der Graph von f unterhalb aller seiner Sehnen verläuft.

Zeige, dass jede konvexe Funktion stetig ist.

Hinweis: Nimm indirekt an, es gäbe eine Unstetigkeitsstelle. Finde dann in der Nähe
eine Sehne, die nicht oberhalb des Graphen liegt.

Aufgabe 2: Berechne

lim
x→0

sin(tanx)− tan(sinx)

arcsin(arctanx)− arctan(arcsinx)
.

Aufgabe 3: Betrachte die Zacken-Funktion

g : R→ R, x 7−→
∣∣∣∣x− [x+

1

2

]∣∣∣∣ ,
wobei die Gauss-Klammer [y] wieder die größte ganze Zahl kleiner oder gleich y beze-
ichnet. Die Funktion g ist periodisch, g(x+ 1) = g(x), sowie auf R \ 1

2
Z differenzierbar.

Bilde nun die Summe

f(x) =
∞∑
k=0

1

2k
g(2kx).

Zeige, dass f : R→ R überall stetig aber nirgends differenzierbar ist.

Hinweis: Zu gegebenem x0 betrachte die Folgen (xn)n∈N und (xn)n∈N:

xn := 2−n[2nx0], xn = xn + 2−n.

Insbesondere gilt xn ≤ x0 ≤ xn. Zeige dann, dass die Differenzenquotienten

g(2kxn)− g(2kxn)

2k(xn − xn)

nur Werte ±1 für k < n bzw. 0 für k ≥ n annehmen. Zeuge nun, dass die Annahme der
Differenzierbarkeit von f in x0 im Widerspruch zu (i) steht.



Aufgabe 4: Betrachte den Raum BC1(I,R) der stetig differenzierbaren Funktionen
auf dem kompakten Intervall I = [−1, 1]. Definiere Normen

‖f‖1 = |f ′(0)|+ sup
x∈I
|f(x)|, ‖f‖2 = |f(0)|+ sup

x∈I
|f ′(x)|.

Zeige, dass dies tatsächlich Normen definiert. Bezüglich welcher dieser Normen ist
BC1(I,R) vollständig?

Aufgabe 5: Wir wollen für f(x) = x + sinx cosx und g(x) = f(x) exp(− sinx) den
Grenzwert

lim
x→∞

f(x)

g(x)

bestimmen. Dazu berechnet Annalyx

f ′(x)

g′(x)
=

2 cosx

2 cosx− x− sinx cosx
exp(sinx).

Offenbar konvergiert die rechte Seite gegen 0, falls x→∞. Andererseits sagt Annaliese,
dass

f(x)

g(x)
= exp(sinx)

für x→∞ (genauso offenbar) keinen Grenzwert hat. Was ist hier falsch?

Aufgabe 6: Konstruiere eine monoton wachsende, unendlich oft differenzierbare Funk-
tion ψ : R→ [0, 1], für die gilt:

ψ(x) = 0, für alle x ≤ 0 und ψ(x) = 1, für alle x ≥ 1.

Hinweis: Betrachte zum Beispiel die Funktion exp(−1/x2).



Aufgabe 7: Bestimme geeignete natürliche Zahlen N1, N2, N3, N4, so dass folgende
Ausdrücke definiert sind. Bestimme dann alle α ≥ 1, für die die folgenden Reihen kon-
vergieren.

(i)
∞∑

n=N1

1

nα

(ii)
∞∑

n=N2

1

n(log n)α

(iii)
∞∑

n=N3

1

n(log n)(log log n)α

(iv)
∞∑

n=N4

1

n(log n)(log log n)(log log log n)α

Aufgabe 8: Seinen I, J abgeschlossene, beschränkte Intervalle. Betrachte zwei gle-
ichmäßig konvergente Funktionenfolgen,

f, fn : I → J, lim
n→∞

‖fn − f‖BC(I,R) = 0,

g, gn : J → R, lim
n→∞

‖gn − g‖BC(J,R) = 0,

mit stetigen fn und gn. Beweise, dass dann auch die Verkettungen gn ◦ fn gleichmäßig
gegen g ◦ f konvergieren.

Freiwilliger Zusatz: Finde ein Gegenbeispiel mit unbeschränkten Intervallen I, J .


