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Aufgabe 45: Essei A C RY eine Lebesgue-Nullmenge. Zeige:

Ve >0 3U c RY offen, so dass A C U und Vol (U) < e.

Aufgabe 46: [Fatou] Es sei (f,)new C Leb eine Folge integrierbarer Funktionen,
fn: RY — R mit f,, > 0 fast iiberall. Weiter gebe es ein ¢ > 0, so dass fiir alle n gilt:
[ fn < ¢ < 0. Zeige, dass dann gilt

f = liminf f, € Leb

und

/ f < hrrlg g)lf / fn
Aufgabe 4T7: Beweise oder widerlege fiir Lebesgue-integrierbare reelle Funktionen
frg: R—=R:

(i) Das (punktweise) Maximum h(x) := max(f(x), g(z)) ist Lebesgue-integrierbar.
(ii) Das (punktweise) Minimum h(x) := min(f(x), g(x)) ist Lebesgue-integrierbar.
(iii) Das (punktweise) Produkt h(x) := f(x)g(x) ist Lebesgue-integrierbar.
)

(iv) Der (punktweise) Quotient h(z) := f(x)/g(x) ist Lebesgue-integrierbar, falls f und
g positiv sind.

(v) Die (punktweise) Wurzel h(x) := y/|f(x)| ist Lebesgue-integrierbar, falls f einen
kompakten Trager besitzt.

(vi) Die Komposition h(x) := g(f(z)) ist Lebesgue-integrierbar.



Aufgabe 48:  Wir wollen eine Menge V' C [0,1) C R konstruieren, deren charakteri-
stische Funktion xy nicht Lebesgue-integrierbar ist.

Definiere dazu die folgende Aquivalenzrelation auf R:
r~y <= x—yeq.

Das Auswahlaxiom der Mengenlehre postuliert die Existenz eines Vertretersystems: sei
also V' C [0, 1) eine Menge, die aus jeder Aquivalenzklasse der zuvor definierten Relation
genau einen Vertreter enthélt.

Ferner sei (1) eine Abzéhlung der rationalen Zahlen im Intervall [0,1). Definiere die
translatierten Mengen

Vi ={r€0,1)|Mme€Z:z—r;+neV} = V+r; (modl), JjeN.

(i) Zeige, dass die Mengen V; paarweise disjunkt sind.
(ii) Zeige, dass [0,1) = U;jen Vj-
(iii) Zeige, dass die charakteristische Funktion

1 firxeV
0 sonst

xv(z) = {

nicht Lebesgue-integrierbar ist.

Bemerkung: Diese Konstruktion einer nicht Lebesgue-integrierbaren Funktion zeigt ins-
besondere, dass hier keine Unzulénglichkeit unseres Integralbegriffs vorliegt. Allein die
(gewiinschte) Translationsinvarianz und ¢-Additivitét des Integrals liefern (unter Annah-
me des Auswahlaxioms) notwendig die Existenz nicht-integrierbarer Funktionen.



