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Diese freiwilligen Ubungen zihlen nicht fiir die aktive Teilnahme an der Lehrveranstal-
tung, sondern dienen zur Anregung fiir Selbststudium und eigene Lerngruppen.

Aufgabe 45: Sei X ein Banachraum und f : X — X eine surjektive Abbildung.
Ferner existiere eine Konstante M > 1, so dass fiir alle z,y € X gilt:

1 () = FWll = Mz =yl

Beweise, dass f genau einen Fixpunkt besitzt. Wie konnte man den Fixpunkt finden?

Aufgabe 46: In welchen Punkten € RY und fiir welche Parameterwerte o € R ist
die Funktion

fRY — R, w— (Jol)® = (ol + -+ |on])®

stetig bzw. differenzierbar? Berechne gegebenenfalls den Gradienten V f.

Aufgabe 47: Die differenzierbare Funktion f : RY \ {0} — R sei homogen vom Grad
a € R, d.h. fiir alle A > 0 und z € RV \ {0} gilt

fQx) = A"f(x).

Zeige dass dann fiir alle z € R \ {0} die Fulersche Identitit gilt:

Vi) z=af(z).

Fiir welche « lasst sich das auf z = 0 ausdehnen?

Aufgabe 48: Betrachte die Funktion

2

flany) = {x fiir y = a7,

0 somnst,

Bestimme die Gateaux- und Fréchet-Ableitungen von f und die Punkte, an denen sie
definiert sind. An welchen Stellen ist f stetig Fréchet-differenzierbar?
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Aufgabe 49: Sei f: U — R auf der offenen Menge U C R” partiell differenzierbar.
Die partiellen Ableitungen 0, f, ..., 0y f seien auf U beschriankt.

Beweise oder widerlege: Dann ist f stetig.

Aufgabe 50: Sei C’l’;er, k > 0, der Raum der k-mal stetig differenzierbaren reellen Funk-

tionen f : R — R mit Periode 27, und der Norm || f||cx = max{|| f|lsup; - - - » || F* |lsup }-

per

Betrachte die Abbildung ® : R x C*  — C*_ . so dass

(s, )(t) = f(t+9).

(i) Ist @ stetig? Wo ist & Gateaux differenzierbar? Wo Fréchet? Berechne die Fréchet-
Ableitung, wenn dies sinnvoll ist. Beginne mit dem Fall £ = 0.

(ii) Studiere die Fragen aus (i) fiir die Einschriankung der Abbildung & auf
R x Ckxl — C*

per per*

Aufgabe 51: Sei X ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-, -). Definiere eine Abbildung

FiO(X X x X — R, Floep) = (xe@),x(p@)).

Bestimme die partiellen Ableitungen (0, F', 0,F, 0,F, 0,F).

Aufgabe 52: Bestimme gegebenenfalls die ersten Ableitungen (im Banachraum!)
folgender Abbildungen

(i) ® : BC?(R,R) x BC°(R,R) — BC(R,R),  (g,f) — go f
(i) T : BC}(R,R) — BC'(R,R), fr— fof

Dabei bezeichnen BC° und BC* die Banachriume der beschrinkten stetigen Funktionen
bzw. der beschrinkten Funktionen mit & beschriankten und stetigen Ableitungen. (Vgl.
Aufgabe 48.)

Freiwilliger Zusatz: Ist U in (ii) aufgefasst als Abbildung BC?*(R,R) — BC?*(R,R)
ebenfalls differenzierbar?

Aufgabe 53:  Sei X ein beliebiger Banachraum und f : X — R differenzierbar in
xo € X. Zeige dass f'(zg) = 0 gilt, wenn f in zq ein lokales Minimum oder Maximum
besitzt.



Aufgabe 54: Finde den minimalen Euklidischen Abstand zwischen den Kreisen 'y :=
{(cost,sint) : t € R} und I'y := {(rcost + 1,rsint + 1) : t € R}, fiir beliebigen festen
Radius r > 0. Skizziere die Resultate geometrisch. (Vgl. Aufgabe 53.)

Aufgabe 55: Betrachte die Funktion
f:R*> —R, (z,y) — 2° — 3zy°.

Zeige dass f auf keiner Geraden durch (0, 0) ein striktes Minimum oder Maximum besitzt.
Plotte f. Warum nennt man f auch den , Affen-Sattel*“?

Aufgabe 56: Gegeben seien k Punkte p™®, ... p®*) € RM. Bestimme den Punkt
r € RV, der die Summe der Quadrate der euklidischen Absténde

k ‘ k N .2
> lle = = 33 (a5 - 5")
i=1 i=1 j=1

minimiert. (Vgl. Aufgabe 53.) Hat x einen Namen?

Aufgabe 57: Betrachte die Abbildung
JiC2 SR, Ju ::/ (W (82 — u(t)?) dt,
0

wobei C? der Banachraum der zweimal stetig differenzierbaren Funktionen u : [0, 7] — R
ist, fiir die w(0) = u(mw) = 0 gilt.

Zeige dass die Fréchet—Ableitung von J bei u(t) = sin(t) verschwindet. Ist sin(t) ein
lokales Minimum von J7 Ist sin(t) ein globales Minimum von J? (Vgl. ,Poincaré-
Ungleichung*.)



Aufgabe 58:  Die Hochstmafe fiir sperrige Pakete (quaderformige Sendungen) sind
laut den Service-Informationen der Post: | Linge hochstens 200 Zentimeter, Gurtmafl
(Lange plus grofiter nicht in Langsrichtung gemessener Umfang zusammen) maximal
360 Zentimeter.“

Bestimme das Paket mit dem gréfiten Volumen, das die Hochstmafle der Post nicht
tiberschreitet. (Vgl. Aufgabe 53.)

Freiwilliger Zusatz: Ende des letzten Jahrtausends hie die Schranke noch ,Léange
hochstens 200 Zentimeter, Lénge plus grofiter nicht in Léngsrichtung gemessener Umfang
zusammen maximal 450 Zentimeter®. Wie schlimm hat uns der ,,Niedergang der Zeit*
erwischt?

Aufgabe 59: Die Mercator-Projektion P : S*\ {N, S} — Z nach G. Mercator (1512-
1594) bildet die Einheits-Erde S? (bis auf den Nordpol N und den Siidpol S) auf den
Zylinder Z = S' x R ab, der die Erde am Aquator beriihrt. Koordinaten auf S? sind hier
die geographische Linge ¢ € [0,27) und die geographische Breite 0 € [—m/2,7/2].

Die Projektion hat die Form P(¢,0) = (¢, p(f)) mit p(0) = 0. Bestimme p : (=7, 7) — R,

so dass P winkeltreu ist. , Winkeltreu“ heif3t: fiir zwei beliebige differenzierbare Kurven

(cos(i(t)) cos(0;(t)), sin(p;(t)) cos(6;(t)),sin(0;(t))), i=1,2,

auf der Einheits-Erde, stimmt der Winkel in einem beliebigen Schnittpunkt mit dem
Winkel im entsprechenden Schnittpunkt der Mercator-Projektionen (¢;(t), p(6;(t))) iibe-
rein.

(i) Bestimme konkret die Abstdnde [ zwischen Breitenkreis x Grad nordlicher Breite
und dem Aquator fiir

z € {10,20,30, 40, 50, 60, 70, 80}

Vergleiche die Ergebnisse mit folgenden Werten, die von einer Orginalkarte Merca-
tors stammen (1567, ca. 100 Jahre vor Newton!):
x [10] 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80
I/mm | 55| 112 | 172 | 238 | 314 | 407 | 534 | 749

(Niemand scheint zu wissen, wie Mercator das eigentlich gemacht hat.)

(ii) Folgere, dass Bilder von sogenannten Loxodromen, d.h. Kurven auf der Sphére, die
alle Langenkreise unter dem gleichen Winkel schneiden, Geraden auf Z sind. Des-
halb sind die Mercator-Karten fiir die Seefahrt von grofier Bedeutung. Sie ermogli-
chen die Navigation per Lineal (z.B. in Piratenfilmen).



Aufgabe 60: Die echte Zylinderprojektion der Einheitssphére ist eine Zentralpro-
jektion der Sphére aus ihrem Mittelpunkt auf einen Zylinder, dessen Symmetrieachse
durch Nordpol und Siidpol verlauft. (Der Radius des Zylinders kann sich vom Radius
der Sphére unterscheiden.)

Zeige dass die echte Zylinderprojektion nicht winkeltreu im Sinne der Aufgabe 59 ist.

Vergleiche mit der Mercator-Karte aus Aufgabe 59: wie grof§ ist die Abweichung der Zy-
linderprojektion (mit optimal gewahltem Radius) von einer Mercator-Karte der Karibik,
also fiir geographische Breiten von ca. 10 bis 30 Grad.

Aufgabe 61:  Betrachte einen durch die Kurve y = 2? gegebenen Parabolspiegel in
der Ebene. Einfallende Lichtstrahlen parallel zur y-Achse werden am Spiegel reflektiert,
d.h. der Einfallswinkel (Winkel zwischen einfallendem Lichtstrahl und Normalenvektor
an die Parabel) ist gleich dem Ausfallswinkel.

Zeige dass sich alle reflektierten Strahlen in einem Punkt schneiden und bestimme diesen
Brennpunkt.

Freiwilliger Zusatz: Was ist der geometrische Ort der Punkte der Ebene, die von einem
gegebenen Punkt denselben Abstand wie zu einer gegebenen Geraden haben?

Aufgabe 62: Dir obliegt die Versorgung der Géste der Semesterabschluss-Party mit
Getranken. Dazu transportierst Du ein Fass Bier auf einer Schubkarre durch die Stadt.
Das Fass stehe dabei moglichst vertikal. Aufgrund diverser Schlaglécher beginnt das Fass
jedoch bedrohlich zu kippeln. Um es zu stabilisieren, schenkst Du Bier an umstehende
Schaulustige aus. (Selbst trinkst Du natiirlich nichts: Schubkarren-Fahrverbot ab 3 Pro-
mille!)

Wie weit muss das Fass ausgetrunken werden, damit es méglichst stabil steht?

Hinweis: Die Hohe des Schwerpunktes

</]Rp(t) dt) 1/]Rt,0(t) dt

soll also minimiert werden! Hierbei ist p die durchschnittliche Querschnittsdichte, die fiir
iibliche Fliissigkeiten in Féssern einen beschriankten Trager hat. Wir nehmen daher an,
dass das Fass durch ein endliches Intervall dargestellt wird. Das leere Fass soll dabei eine
Masse m und eine Schwerpunktshohe h haben (die man normieren kann).



Aufgabe 63: Nachdem der Bier-Transport dank der selbstlosen Hilfe vieler Passanten
gut geklappt hat, wendet sich eine Transportfirma an Dich.

Die Firma plant, Bier in Féssern zu transportieren, die entsprechend der vorigen Aufgabe
zwecks maximaler Stabilitdt befiillt werden. Alle Fasser haben die gleiche Groflie und
Form. Allerdings stehen unterschiedliche Materialien fiir die Fésser zur Verfiigung.

Bestimme die Masse des Fasses mit bestmoglicher Nutzlast, d.h. maximalem Verhéltnis
der Masse des eingefiillten Biers zur Gesamtmasse von Bier und Fass.

Bestimme eine allgemeine Losung und/oder wihle plausible Werte der Parameter.

Aufgabe 64: Sei f : [0,00) — R eine stetige Funktion, so dass fiir jedes t > 0 die
Folge f(t), f(2t), f(3t),... eine Nullfolge ist. Zeige dass dann gilt:

lim f(x) = 0.

T—r00



Aufgabe 65: [r ist irrational] Folgender elementarer Beweis wird Mary Cartwright
zugeschrieben. (Vgl. auch Wikipedia.) Betrachte fiir festes a € R die Folge von Integralen

A, = /_1(1—x2)”cos(oza:) dz.
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(i) Zeige dass die A, fiir n > 2 der Rekursion
1
A, = o2 (2n(2n — 1)A,_1 —4n(n — 1)A,_»)

geniigen, und berechne Ag sowie A;.
(i) Zeige dass A,, die Form

n!
q2n+1 (

A, = P,(a)sina — Qp(«) cos )

besitzt, wobei P,(a), Qn(«) Polynome vom Grad < 2n in a mit ganzzahligen
Koeffizienten sind.

(iii) Nimm nun an, dass m = p/q rational sei, p,q € IN. Setze o := w/2 = p/(2q). Zeige

dass dann
p2n+1 An

n!

fiir alle n € N eine ganze Zahl ist.
(iv) Sei weiterhin ov = 7/2. Zeige die (grobe) Abschétzung
0 < A, <2

und zeige dass dies im Widerspruch zu (iii) steht.



