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Aufgabe 9: Betrachte die Logistische Abbildung
F:]0,1] — [0,1], F(z) =az(1—x)

fiir Parameterwerte 1 < a < 4. Sei 2*(a) der Pfad nichttrivialer Fixpunkte, der in a = 0
vom trivialen Gleichgewicht x = 0 transkritisch abzweigt. Sei a* > 0 der Parameterwert,
an dem z*(a) erneut verzweigt, d.h. kritische Stabilitidt besitzt.

(i) Transformiere auf Koordinaten y = x — x*(a), A = a — a*.
(ii) Bestimme die Normalform in (y, A) = (0,0) zu mindestens Ordnung 3.

(iii) In welche Parameterrichtung zweigen die Losungen doppelter Periode ab?

Aufgabe 10:  Gegeben sei ein Vektorfeld
T = f(x,\), (z,)) e R* xR

mit einem trivialen Gleichgewicht, f(0,A) = 0. Die Linearisierung D, f(0,\) habe fiir
A =~ 0 Eigenwerte a(A) £ iw(\) mit

a(0) =0, w(0) #£0, a'(0) # 0.

Zeige formal, d.h. mittels Normalform unter Vernachlédssigung von Termen hoherer Ord-
nung, dass in A = 0 eine Familie periodischer Orbits abzweigt.

Aufgabe 11: Bestimme die Normalform eines Vektorfeldes
T = f(x), z € R’

mit Linearisierung

in Normalform.



Aufgabe 12: In der Vorlesung wurde gezeigt, dass fiir Vektorfelder mit nicht-resonanter
Linearisierung in Normalform alle Koeffizienten verschwinden, d.h. das Vektorfeld formal
linearisiert werden kann.

Fiir Tupel A = (Aq, ..., A\,) von Eigenwerten bezeichnet eine Resonanz eine Beziehung
Ao=(m,)),  meNy, ) my>2.
k=1

Fiir ein gegebenes Tupel m von Koeffizienten definiert diese Resonanzbedingung eine
Resonanzebene in C".

Definiere das Poincaré-Gebiet als Menge der Tupel A € C", so dass die convexe Hiille von
{A1,...; An} in € den Ursprung nicht enthélt. Definiere das Siegel-Gebiet als Menge der
Tupel A € C", so dass die convexe Hiille von {Aq,...; A, } in € den Ursprung als inneren
Punkt enthélt.

Sei A ein Punkt im Poincaré-Gebiet. Zeige:

(i) A erfiillt eine hochstens endliche Zahl von Resonanzbedingungen.

(ii) Es existiert eine Umgebung von A in C", die keine weiteren Resonanzebenen schnei-
det.

Frewwilliger Zusatz: Resonanzebenen sind im Siegel-Gebiet iiberall dicht.



