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Aufgabe 13: Betrachte die Verzweigungsgleichung der Lyapunov-Schmidt-Reduktion
unter den Voraussetzungen des Satzes von Crandall & Rabinowitz.

f : R×X → Y, (λ, x) 7→ f(λ, x), f(λ, 0) = 0.

Welcher Term unterscheidet eine transkritische Verzweigung von einer Pitchfork-
Verzweigung? Formuliere eine Nichtausartungsbedingung, die im Satz von Crandall
& Rabinowitz eine transkritische Verzweigung sichert, d.h. eine Parametrisierung des
abzweigenden Astes nichttrivialer Nullstellen durch den gegebenen Systemparameter,
(λ(s), x(s)) = (s, x(s)).

Freiwilliger Zusatz: Woran können sub- und superkritische Pitchfork-Verzweigung unter-
schieden werden, falls obige Nichtausartungsbedingung verletzt ist?

Aufgabe 14: Was sagt der Satz von Crandall & Rabinowitz über ein System

ẋ = f(λ, x), λ ∈ R, x ∈ RN , f(λ, 0) = 0,

falls die Linearisierung A(λ) = Dxf(λ, 0) in λ = 0 einen geometrisch einfachen aber
algebraisch doppelten Eigenwert besitzt?

Freiwilliger Zusatz: Haben wir damit die Bogdanov-Takens-Verzweigung verstanden?



Aufgabe 15: [Newton Polygon] Sei f : R2 → R in einer Umgebung von 0 analytisch,
f(0) = 0, Df(0) = 0. Betrachte im Gitterquadranten N2 alle Punkte (k, `), so dass in
der Entwicklung

f(λ, x) =
∑
k,`

ak`x
kλ`

ak,` 6= 0 gilt. Die konvexe Hülle dieser Punkte ist das Newton-Polygon.

Seien p, q ∈ N, p, q > 0 so dass durch

pα + qβ = r, r ∈ N, α, β ∈ R

eine zum Ursprung weisende Kante des Newton-Polygons gegeben ist, d.h. das Newton-
Polynom

g(λ, x) =
∑

pk+q`=r

ak`x
kλ`

mindestens 2 nicht verschwindende Koeffizienten enthält und die Skalierung

s−rf(sqλ̃, spx̃) = g(λ̃, x̃) +O(s)

für s ↘ 0 gilt.

Zeige, dass jede einfache Nullstelle x̃ = x0 des Newton-Polynoms g±(x̃) := g(±1, x̃) einen
Zweig

x(s) = x0s
p + O(sp), λ(s) = ±sq

von Nullstellen von f induziert.

Bemerkung: Für obige Behauptung genügt es, dass f glatt genug ist. Für komplex-
analytische f und bei rekursiver Anwendung des Verfahrens an mehrfachen Nullstellen
erhält man auf diese Weise alle Nullstellen in einer Umgebung des Ursprungs.

Aufgabe 16: Sei

ϕ(λ, x) = x4 + x3 − 2λ2x2 + (5λ3 − λ)x + 3λ4 + λ3 +O
(
(|x|+ |λ|)5

)
.

eine Verzweigungsgleichung. Bestimme das lokale Verzweigungsbild nahe (λ, x) = (0, 0).


