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Kapitel 1

Grundbegriffe

1.1 Einfiihrung

Der Conley—Index ist ein topologisches Werkzeug, um dynamische Systeme, oder
genauer ihre isolierten, invarianten Mengen, zu analysieren. Wir werden Systeme
mit kontinuierlicher Zeit (Fliisse) als auch mit diskreter Zeit betrachten.

Sei X ein metrischer, lokal kompakter Raum.

Ein Fluf ist eine stetige Abbildung ¢ : X x T — X, T = R, die folgende
Eigenschaften besitzt:

1. fiir alle z € X, ¢(z,0) =z
2. fir allez € X und s,t € T, ¢(¢(z, ), s) = oz, s + 1)

Eine (volle) Trajektorie durch z ist dann die Menge {¢(z,t),t € R}

Ein diskretes, dynamisches System kann man folgenderweise beschreiben:

sei f: X — X eine stetige Abbildung, der “Erzeuger” des Systems. Eine volle
Trajektorie durch z ist eine Folge (z,)nez mit den Eigenschaften:

1. To =<
2. fir allen € Z, f(z,) = Tpi1

Fiir einen gegebenen Punkt aus X ist es klar, dafl die vorwirts—Trajektorie (das
heifit (2, )nen in der oberen Definition) sich eindeutig mit den Iterationen von
f bestimmen ldsst. Die Vorgeschichte dagegen ist problematisch: falls f nicht
surjektiv ist, wird ihre Existenz gefihrdet; falls f nicht injektiv ist, konnte es
mehrere Vorgeschichten geben. Im diskreten Fall ist Existenz und Eindeutigkeit
der Trajektorie nur fiir Homdomorphismen gewéahrleistet.

Hat man es mit einem Hom&omorphismus zu tun, kann man ganz analog zur kon-
tinuierlichen Zeit das diskrete System als eine Abbildung ¢ : X xT — X, T =7,
mit den oben genannten Eigenschaften betrachten, wobei ¢(z,t) := fi(z) = ;.
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6 KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE

Wir werden diese Notation im nichsten Abschnitt fiir beliebige diskrete, dynami-
sche Systeme verwenden, auch wenn im Allgemeinen nicht zu jedem z € X eine
eindeutige, volle Trajektorie existiert. Dies erlaubt uns, Aussagen fiir diskrete und
kontinuierliche Zeit in einem zu behandeln. Der Begriff der isolierten, invarianten
Mengen ist so dhnlich fiir die beiden Typen von Systemen, dafl man es paralell
einfiithren mochte. Dazu ben6tigt man eine gemeinsame Notation. Dabei darf man
nur nicht vergessen, dafi ¢ im Allgemeinen keine Abbildung X x Z — X ist.
Im zweiten Kapitel wollen wir die Konstruktion des Conley—Index fiir Fliisse vor-
stellen. Diese Theorie ist alter als die fiir diskrete, dynamische Systeme. Deswegen
werden wir uns mehr auf den neueren Conley—Index fiir diskrete, dynamische Sy-
steme konzentrieren. Wer sich fiir die Conley—Index fiir Fliisse tiefer interessieren
mdochte, sollte in[Misch2] und [Ryb] nachlesen.

Die detaillierte Konstruktion des diskreten Conley-Index geschieht im dritten
Kapitel, und zwar so wie sie in [Fr&Ri| eingefiihrt wird. Diese Definition hat den
Vorteil, dafl sie auf recht elementare mathematische Objekte aufbaut, und sie
macht damit die diskrete Conley—Index—Theorie leichter zugénglich.

Im vierten Kapitel wollen wir diese zwei Konstruktionen vergleichen, indem wir
uns mit den besonderen diskreten, dynamischen Systeme beschiftigen, die folgen-
derweise aus Fliissen kommen: Sei ¢ : X X R — X ein Fluff und P € R}, fixiert.
Dann ist f := ¢(., P) (eine Stroboskopabbildung genannt) ein Homéomorphismus
und erzeugt ein diskretes, zu ¢ assoziiertes, dynamisches System. Die eindeutige
volle Trajektorie durch ein z € X ist durch z,, := ¢(z, nP) fiir alle n € Z gege-
ben. Ziel dieses Kapitels ist es, zu zeigen, dal der Conley-Index fiir den Flufl und
der aller seinen assoziierten Stroboskopabbildungen im wesentlichen die gleiche
Information liefern.

Im letzten Kapiteln wollen wir den diskreter Conley—Index einer Abbildung f mit
dem Conley—Index von f" vergleichen . Dabei werden wir uns auf HomG6omor-
phismen beschrinken. Vorher mufi man sich iiberlegen, wo der Vergleich méglich
ist.

In Kapitel 4 und 5 werden die Hauptresultate dieser Arbeit bewiesen. Sie gehen
auf Fragestellungen aus konkreten Problemen im Rahmen des BMBF-Projektes
Identifizierung verketteter Reaktoren mit Methoden der nichtlinearen Dynamik
von Prof. B. Fiedler zuriick. Eine chemische Reaktion in einem Reaktor ist da-
bei durch eine Abbildung f : R* — R™ modelliert. Bei den zu untersuchenden
Reaktionen hat man eine Kette von n identischen Reaktoren. Messungen finden
jeweils nach Ablauf dieser Kette statt. Wir haben dadurch Information iiber die
Abbildung F' = f", die Input—-Output—Relation. Unser Ziel ist es nun, aus der
Dynamik von F' Informationen iiber die Dynamik von f zu gewinnen.

Die Stroboskopabbildungen bilden eine Klasse von Abbildungen, die eine n-te
Wurzel besitzen. Sie treten zum Beispiel in Problemen auf, die von gewdhnli-
che Differientialgleichungen regiert werden: bei regelméssigen Messungen der Zu-
standsvariablen. In Kapitel 5 gezeigen wir, wie die isolierten, invarianten Mengen
von F' und f zusammenhingen. Die isolierten, invarianten Mengen enthalten da-
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bei das Langzeitverhalten. Weiter wird gezeigt, wie der Conley—Index beziiglich
F und f zusammenhéngt. Der Conley-Index ermdoglicht es uns also, aus F' Infor-
mationen iiber die Dynamik von f zu erhalten.

1.2 Isolierte, invariante Mengen

Sei X ein lokal kompakter, metrischer Raum mit Metrik d und sei 7' = Z oder R.
Fiir eine Menge A C X bezeichnen wir mit int(A) und cl(A) das Innere bzw. den
Abschlufl von A in X, und mit A das Komplement von A in X.

Definition 1.2.1 1. Sei ¢ : X x T — X ein dynamisches System. Fine
Menge S C X heif$t invariant, falls es fiir alle x € S eine volle Trajektorie
durch x existiert, die sich fiir allet € T in S befindet.

2. Sei K C X. Inv(K), die mazimale invariante Menge, die in K enthalten
ist, definieren wir, wie folgt:

Inv(K) := {x € K, es existiert eine volle Trajektorie durch x, die sich fir
allet € T in K befindet}.

Wollen wir zusétzlich die Abhéngigkeit von ¢ zum Ausdruck bringen, schreiben
wir Inv(K, ¢) an Stelle von Inv(K).

Die Bemerkung und das anschliefende Lemma zeigen, dafl maximale invari-
ante Menge invariant und maximal sind.

Bemerkung 1.2.2 Se: K C X eine kompakte Menge. Wir betrachten zum Bei-
spiel ein diskretes, dynamisches System auf X: x € Inv(K) und (zp)nez eine
volle Trajektorie durch x, die in K bleibt. Dann gilt fir alle n aus Z nicht nur
z, € K, sondern z, € Inv(K). Wir finden namlich durch jedes x, eine volle
Trajektorie (yg)rez, wobei fir alle k € Z, yy, := Tpipn € K.

Fiir den kontinuierlichen Fall ganz analog: Wenn ¢ : X x T — X ein Fluf ist
und ¢ € Inv(K), dann ist jeder Element y := ¢(z,ty) aus der Trajektorie von
z auch in Inv(K): Vt € R, ¢(y,t) = ¢(d(z,t0),t) = ¢(z,to +1t). Da z € K, ist
d(x,to+1t) € K. Also y € Inv(K).

Lemma 1.2.3 Sei K C ein Kompaktum.
1. Inv(K) ist mazimal, das heift: S C K invariant = S C Inv(K).
2. Sei K' C K kompakt. Dann gilt Inv(K') C Inv(K).

BEWEIS. Der erste Punkt kommt offensichtlich aus der Definition 1.2.1. Der zwei-
te Punkt ist auch klar: Alle z € Inv(K') besitzen eine volle Trajektorie durch
sich, die in K’ bleibt. Da K’ C K, bleibt diese Trajektorie auch in K, also
z € Inv(K). O
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Definition 1.2.4 1. Sei K C X eine kompakte Menge. K ist eine isolierende
Umgebung, falls gilt: Inv(K) C int(K).

2. FEine Teilmenge S C X ist eine isolierte, invariante Menge , falls es eine
isolierende Umgebung K gibt mit Inv(K) = S.

Der Conley-Index ist ein Werkzeug, um isolierte, invariante Mengen zu untersu-
chen. Es folgen drei Beispiele zur Einfiihrung. Das erste Beispiel gibt ein dynami-
sches System mit leerer bzw. trivialer isolierter invarianter Menge. Das Beispiel
1.2.6 ist ein System mit einer einpunktigen isolierten invarianten Menge, es wird
uns noch des 6fteren begegnen. Das dritte Beispiel hat keine isolierte invariante
Menge aufler der trivialen.

Beispiel 1.2.5 Wir betrachten ein dynamisches System auf R? mit folgenden
Phasenportrit. Die Menge K isoliert dabei die leere Menge.

Abbildung 1.1: K isolierende Umgebung, und Inv(K) = ()

Beispiel 1.2.6 FEine hyperbolische Ruhelage ist eine isolierte, invariante Menge.
Wir betrachten einen Fluf in R**?  der den Ursprung als hyperbolische Ruhelage
besitzt. Zum Beispiel ¢(x,t) = eAtx, wobei A eine Diagonalmatriz mit Eigenwerte
a; <0 firl<i<mnunda; >0 firn+1<i<n+p st

Diese Ruhelage hat stabile Richtungen {ei,...,e,} und unstablile Richtungen
{€nt1,- -, €ntp}. Dabeiist {e1,...,enp} die kanonische Basis von R**P. Dann
ist der n + p-dimensionale Wiirfel N := {3"""P \ie; € R : |\| < 1} eine
isolierende Umgebung fiir S = {0}:

Sei v = Z?;Llp Aie; verschieden von 0. Die Trajektorie durch x ist gegeben durch
d(x,t) =Y " Petithe;. Dax #0, gibt es ein Ny, # 0. Dann gilt |e%ot);| > 1

e fiir t negativ und grofi genug, falls 1 < ig < n.

e fiir t positiv und grof genug, fallsn+1 < iy < n+p.
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Abbildung 1.2: Ein zweidimensionaler Sattelpunkt und eine seiner isolierenden
Umgebungen.

Die Trajektorie durch x hat an diesem Zeitpunkt N verlassen. Die einzige Trajek-
torie, die N nicht verlisst, ist der Fizpunkt 0. Damit gilt {0} = Inv(N) C int(N),
also ist N eine isolierende Umgebung fiir die hyperbolische Ruhelage 0.

Beispiel 1.2.7 Wir betrachten auf R? = C das diskretes, dynamisches System
erzeugt von der Rotation um das Winkel o € [0, 27[. Invariant ist jeder Kreis mit
Mittelpunkt im Ursprung, oder sogar Teilmengen davon, falls v ein rationales
Vielfaches von m ist. Aber dieses System besitzt keine nichtleere isolierte invari-
ante Menge beziehungsweise keine isolierende Umgebung K mit Inv(K) # 0 .

Sei dazu K eine isolierende Umgebung fiir ein solches System. Angenommen ihre
mazimale invariante Menge Inv(K) ist nicht leer. Dann enthdlt sie einen Punkt
T = Re" und damit seine ganz Trajektorie {Re'»+*®) k € Z}. K ist nach De-

{pei(cp+ka)7 ke Z}

{Rei(cp+ka), = Z}

Abbildung 1.3: Inv(K)NoK # 0

finition kompakt, also gilt Diam(K) < +oco. Diam(K) ist eine obere Schranke
der Menge {r € Rt : {reil¢tkal, ., C K}. Diese Menge ist nicht leer, da sie R
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enthdlt. Sie besitzt also ein Supremum. Auferdem folgt aus der Kompaktheit von
K, daf$ sie abgeschlossen ist. Deswegen existiert

p = maz{r € Rt : {releth}, , C K}.

Offensichtlich ist dann die Trajektorie {pe?¥T**}, s in Inv(K) enthalten. Au-
Berdem muf$ ein Element dieser Trajektorie auf dem Rand von K liegen. Wenn
es nicht der Fall wdre, hditten wir einen Widerspruch zur Mazimalitdt von p: aus
{peilethel, o, C int(K) folgt, daf ein offener ¢ -Schlauch (mit ¢ > 0 klein ge-
nug) um diese Trajektorie herum auch in K enthalten sein muf. Damit ist aber
{(p+ §)etthatics C K, obwohl p+ £ > p.

Es gilt also Inv(K) € int(K) und das System hat keine nicht triviale isolierte
invariante Menge.

Jetzt wollen wir einige Eigenschaften der isolierten, invarianten Mengen kennen-
lernen, die uns spéter niitzlich sein werden.

Lemma 1.2.8 Jede isolierte, invariante Menge ist kompakt.

BEWEIS. Eine isolierte, invariante Menge ist in einer kompakten, isolierenden
Umgebung enthalten. Also bleibt noch zu zeigen, daf eine isolierte, invariante
Menge abgeschlossen ist.

Sei S eine isolierte, invariante Menge mit isolierender Umgebung K und (¥*)xen
eine gegen y konvergierende Folge mit y* € S fiir alle k € N. Wir zeigen, daf es
durch eine volle Trajektorie durch y gibt, die in K bleibt.

Im Fall eines Flusses ¢:

Wegen der Stetigkeit von ¢, konvergiert die Folge ¢(y*,t) gegen é(y,t) fiir alle
t € R Da ¢(y*,t) im Kompaktum K liegt, liegt auch ¢(y,t) in K. Also ist y in
Inv(K)=S.

Im diskreten Fall:

Da y* in S liegt, gibt es eine volle Trajektorie (y*),cz durch y* mit y* € K fiir
alle n € Z. Die Konstruktion der Vorwirtstrajektorie ist direkt: Da y* gegen y
konvergiert, konvergiert auch y* = f"(y*) gegen f"(y) =: yn, wenn k — oo .
Auflerdem liegt y, in K, weil K ist kompakt und y* € K fiir alle k € N.

Bei der Riickwirtstrajektorie muss man Teilfolgen verwenden: y* = y¥ konver-
giert gegen y = yo. Die Folge (y*,)ren besitzt konvergierende Teilfolgen, weil sie
im Kompaktum K liegt. Sei yﬁ”l € K eine davon und y_; ihe Grenzwert. Wegen
der Stetigkeit von f gilt limp%oof(ylf”l) = f(y_1). Auflerdem f(yli”l) = yg” —
Yo, wobei — “konvergiert gegen“ heiffit. Nach der Eindeutigkeit des Limes gilt
Yo = f(y_1). Danach geht man induktiv vor: Wenn die Riickwértstrajektorie bis
Y—n konstruiert ist, erhédlt man y_(,11) als Limes einer konvergierende Teilfolge
der Folge y‘s_((lc ) 5(:) die Teilfolge von y* war, mit der y_, konstruiert
wurde.

1) wobei y

n
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Insgesamt haben wir eine volle Trajektorie durch y konstruiert, die in K bleibt,
also liegt y in Inv(K) = S. Damit ist S abgeschlossen und daher kompakt. [

Satz 1.2.9 Sei K eine isolierende Umgebung fiir die isolierte, invariante Menge
S, und K' eine kompakte Menge, so dafy K' C K und S C int(K') gilt.
Dann isoliert K' auch S.

BeEweEs. K’ C K, also gilt nach Lemma 1.2.3 Inv(K') C Inv(K) = S.
Andererseits ist S nach Lemma 1.2.8 kompakt. Da S in K’ enthalten ist, gilt

1.2.3
S =Inv(S) C Inv(K').

Es gilt also S = Inv(K'). Da S C int(K') nach Voraussetzung gilt, ist K’ eine
isolierende Umgebung fiir S. g

Definition 1.2.10 Sei ¢ : X X Z ein diskretes, dynamisches System. Die
w-Limesmenge von x € X ist definiert als w(z) = () cd({f™(z),n > N}).

N>0
Man beachte: Ein Punkt y € X liegt in w(z) genau dann, wenn es eine Teilfolge
von (f™(z))nen gibt, die gegen y konvergiert.

Satz 1.2.11 Seit ¢ : X X Z ein diskretes, dynamisches System, S C X eine
isolierte, invariante Menge und K eine isolierende Umgebung fir S. Falls die
Vorwdrtstrajektorie eines Punktes x € K in K liegt, dann ist die w—Limesmenge
von x in S enthalten.

BEwEIS. Da K kompakt ist, gilt offensichtlich w(z) C K.

Wir zeigen, daff w(z) invariant ist. Wegen der Maximalitit von Inv(K) = S ist
dann w(z) C S klar.

Es gilt f(w(z)) C w(z). Sei y € f(w(z)). Es existiert ein & € w(z) mit y = f(§).
Da € in w(x) liegt, gibt es eine Teilfolge (™ (z));en, die gegen & konvergiert. Die
Teilfolge (f™!(z))ien konvergiert dann gegen f(£) = y wegen der Stetigkeit von
f- Also liegt y in w(z). Aus f(w(z)) C w(z) folgt, da die Vorwértstrajektorien
von Punkten aus w(z) in w(z) bleiben.

Auflerdem kann man fiir alle y € w(z) ein Urbild in w(z) finden, was uns die
Existenz von vollen Trajektorien, die in w(x) bleiben, liefert. Sei dazu y € w(x),
und (f"(z));jen eine Teilfolge, die gegen y konvergiert. Fiir j > 1ist n; > j > 1,
also n; — 1 > 0 und damit (f" *(z));>1 wohl definiert. Diese Folge liegt in der
kompakten Menge K, also besitzt sie eine konvergierende Teilfolge mit Limes
¢ € w(z). Dank der Stetigkeit von f gilt f({) = v.



12 KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE

Bemerkung 1.2.12 Natiirlich gilt das analoge Lemma fiir a—Limesmengen, und
fiir a—Limesmengen und w—-Limesmenge von Flissen.



Kapitel 2

Der Conley—Index fiir Fliisse

Sei nun ¢ : X X R — X ein Fluf} auf X, einem lokal kompakten, metrischen
Raum mit Metrik d. Ziel dieses Kapitels ist, den Conley—Index fiir Fliisse zu
konstruieren, anhand einiger Beispiele seine Definition zu veranschaulichen und
wichtige Eigenschaften des Conley-Index zu beweisen.

2.1 Isolierende Blocke

Als erstes fiihren wir den Begriff der Exitmenge ein:
Definition 2.1.1 Sei N C X eine kompakte Menge. Ihre Exitmenge N~ ist:
N :={z e N:Vt>0,¢(z,]0,t]) Z N}

Lemma 2.1.2 Die Exitmenge eines Kompaktums N liegt in ON.

BEWEIS. Sei x € N, der Exitmenge eines Kompaktums N. Dann gibt es zu
jedem n € N ein 7, €]0, [ mit ¢(z,7,) ¢ N. Die Folge (7,)nen ist eine Nullfolge
und ¢ ist stetig, also konvergiert ¢(z,7,) gegen ¢(z,0) = z. Daher liegt z in
cl(N¢) N = ON. 0

Definition 2.1.3 FEin isolierender Block ist ein Kompaktum N C X mat
N = cl(int(N)), so daf fiir alle x € ON und alle € > 0,

¢(ma]0a€[) ,@ N oder ¢($:] _870[) g N,
und die Exitmenge N~ von N ist kompakt.

Wie wir in den zwei folgenden Sétzen sehen werden, ist der Begriff des isolie-
renden Blockes nah an dem der isolierenden Umgebung. Sie stimmen aber nicht
iiberein, wie man zum Beispiel in der Abbildung 2.1 sieht.

13
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Abbildung 2.1: N ist eine isolierende Umgebung, aber kein isolierender Block.

In einem isolierenden Block fordert man, dafl die Randpunkte den Block sofort
(vor- oder riickwérts) verlassen. In einer isolierenden Umgebung sollen die Rand-
punkte das Kompaktum nur irgendwann verlassen.

In der Abb. 2.1 liegt der Punkt p am Rand von N, aber die Trajektorie von p
bleibt einen Moment in NN, riickwérts und vorwérts. Dagegen ist die isolierende
Umgebung in der Abbildung 1.2 ein isolierender Block.

Beispiel 2.1.4 Wir wollen das Beispiel 1.2.6 von der hyperbolischen Ruhelage
fortsetzen. Wir hatten als isolierende Umgebung

n-+p
N 32{ Z)\,@, € R"P : |)\,| <1 } .

i=1

Diese wsolierende Umgebung ist auch in isolierender Block. Falls die hyperbolische
Ruhelage stabil ist, das heifit p = 0, st N~ leer, denn alle Trajektorien gehen
gegen den Ursprung. Sonst ist die Exitmenge von N folgende:

n+p
N~ z{Z)\ieiEN:EioE{n+1,...,n+p}:\)\i0|:1}.

i=1

Um dies zu zeigen, nehmen wir einen Punkt x = Z?:Jrf Aie; mit \; < 1, und
Xi, = 1. Dann gilt e%z > 1 fiir allet > 0, da ais > 0. Damit gilt ¢(z,%) ¢ N,
also ¢(x,]0,t[)  N. Das heifst genau x € N .

Andererseits, falls ein x = Z?;lp Aie; in N~ liegt, dann existiert fiir alle k € N
ein 0 <ty < 4, so daff ¢(z,tx) ¢ N. Es gibt zu jedem k ein i, € {1,...,n + p}
mit |e®x* \y| > 1. Die Folge (ig)ren hduft sich auf einem jo € {1,...,n + p},
oder genauer gesagt, besitzt sie eine Teilfolge (ix,)pen, die konstant gleich jo
ist. Auferdem gilt |e%0%» Xjo| > 1 fiir alle p € N. Wenn 1 < jo < n wdre,
kimen wir zu einem Widerspruch zu x € N. Denn es folgt aus a;, < 0, daff
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(Njo| > |e%ot» Xjo| > 1. Also liegt jo in {n+1,...,n+ p}.
Da 0 < t, < é, ist (ty,)pen eine Nullfolge. Somit konvergiert |e%o%» \jo| gegen
|Ajol = 1. Da |Aj,| < 1 vorausgesetzt war, ist |Aj,| = 1.

Die Menge N~ ist kompakt. Da kein Eigenwert gleich 0 ist, verldfit jeder Punkt
vom Rand die Menge N vorwirts oder rickwdrts sofort (je nachdem welche Vor-

zeichen der Eigenwert hat).

Satz 2.1.5 Fin isolierender Block ist eine isolierende Umgebung.

BEWEIS. Sei N ein isolierender Block. Dann gilt Inv(N) C int(N), weil die Punk-
te aus ON die Menge N verlassen. Damit liegen diese Punkte nicht in Inv(N). O

Satz 2.1.6 Zu jeder isolierten, invarianten Menge S und offenen Menge U mit
S C U existiert ein isolierender Block K mit K C U.

Dieser Satz ist seit langem bekannt, wir wollen ihn in dieser Arbeit nicht beweisen.
Man kann den Beweis in [Ryb| nachlesen. Dort tauchen auch die die Abbildungen
¢ und vy auf, welchen wir in Kapitel 4 begegnen werden.

2.2 Index—Paare

Um aus der isolierenden Umgebung Information iiber die Dynamik zu erhalten,
braucht man noch den Begriff des Index—Paares:

Definition 2.2.1 Sei S C X eine isolierte, invariante Menge. Ein Paar (N, L)
von kompakten Mengen L C N C X, heifst Index—Paar fir S, falls

1. (N \ L) eine isolierende Umgebung fiir S ist,
2. fir alle z € L und alle t > 0, ¢(z,[0,t]) C N = ¢(z,[0,t]) C L

3. fir alle x € N und t; > 0 mit ¢(x,t1) ¢ N, ein tyg € [0,t1] existiert, so dafs
¢(.’IZ‘, [OatO]) - N und ¢(.’E,t0) €L

Bemerkung 2.2.2 Die zweite Bedingung wird “positive Invarianz” genannt. Sie
bedeutet folgendes: wenn man in L startet, kommt man nicht mehr nach N \ L
zurick, bevor man die Umgebung verldsst. Entweder geht man aus N heraus, oder
man bleibt noch einen Moment in L.

Die dritte Bedingung besagt, dafi L ein “exit—set” ist. Damit ist gemeint, daf eine
Trajektorie N nicht verldisst, ohne durch L zu gehen.

Mit Hilfe der Exitmenge (Definition 2.1.1) kann man sehr leicht aus einem isolie-
renden Block ein Index—Paar konstruieren:
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Satz 2.2.3 Sei N ein isolierender Block fiir eine isolierte, invariante Menge S.
Dann ist (N, N™) ein Indez—Paar fir S.

BEwEIS. Das Paar (N, N7) ist ein Paar kompakter Mengen mit N~ C N. Als
erstes mufl bewiesen werden, dal c/(N \ N~) eine isolierende Umgebung fiir S
ist. Da aber N~ im Rand von N liegt, ist c/(N \ N~) gleich N und isoliert damit
S.

Als néchstes zeigt man, dal N~ positiv invariant ist. Sei « € N~ und ¢ > 0.
Die Aussage ¢(z,[0,t]) C N ist immer falsch, da ¢(z, [0,t]) die Menge ¢(z, ]0, ¢[)
enthélt, die selber schon keine Teilmenge von N ist. Aus der falschen Aussage
#(z, [0,t]) C N folgt insbesondere ¢(z, [0,¢]) C N~!

Als letztes ist die “Exit-set” Eigenschaft zu beweisen. Sei x € N, so daf} es ein
t; > 0 gibt mit @¢(z,t1) ¢ N. Sei A := {t € [0,¢1] : ¢(x,t) ¢ N}. Diese Menge A
ist nicht leer, da sie t; enthédlt. Aulerdem ist sie von unten durch 0 beschrankt,
also besitzt sie ein Infimum, das wir ¢, nennen:

ty = 1Ilf{t S [O,tl] : qb(:c,t) ¢ N}

Fiir alle ¢t < ¢, gilt ¢(z,ts) € N, sonst wire ja ty kein Infimum. Da N abgeschlos-
sen ist und ¢ stetig, mufl auch ¢(z,to) in N liegen. Damit ist ¢(z, [0, t0]) C N.

Auflerdem gehort ¢(z,t9) zu N—: fiir ¢ > 0 gibt es ein ¢t € A mit
to < t < to+ e DaB ¢t in A liegt, bedeutet ¢(z,t) ¢ N. Es gilt also
¢(z,]to, to + €[) = #(4(z,t0),10,¢[) € N. Das heifit genau, dal ¢(z,to) in N~
liegt. U

Beispiel 2.2.4 Wir wollen das Beispiel 2.1.4 von der hyperbolischen Ruhela-
ge fortsetzen. Wir hatten einen isolierenden Block N und seine Exitmenge N~
bestimmt. Nach Satz 2.2.3 ist (N,N~) ein Index—Paar fir den Ursprung. Die
Abbildung 2.2 zeigt ein Index—Paar fiir einen Sattelpunkt.

2.3 Der Conley—Index fiir Fliisse

Sei (N, L) ein Index—Paar. Wir wollen jetzt den Quotientraum N/L als punk-
tierten Raum konstruieren. Um den Fall, in dem L leer ist, nicht als Ausnahme
betrachten zu miissen, machen wir eine Konstruktion, die komplizierter aussieht,
als sie eigentlich ist. Wenn L nicht leer ist, konnte man mit dem iiblichen Quoti-
entenraum N/L arbeiten, bei dem die Aquivalenzklasse von L der ausgezeichnete
Punkt ist.

Sei * ¢ N ein universaler Punkt. Aus N U {*} machen wir einen topologischen
Raum: Eine Menge M C N U {x} ist offen in N U {«}, falls M \ {*} offen in NV
ist.
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W

\
[

e
\\\

Abbildung 2.2: Ein Index—Paar fiir einen Sattelpunkt.

Wir definieren auf N U {*} die Aquivalenzrelation ~ wie folgt:

x ~ y genau dann, wenn x = y oder ¢ € LU {*} und y € L U {x}. Anders
gesagt kollabiert die Menge L zu dem Punkt o(x), der der Basispunkt unseres
punktierten Raumes wird.

Wir nennen o die Quotientenabbilung, die z € N auf seine Aquivalenzklasse
abbildet, und N/L := o(N). Genauer sieht o so aus:

o: NU{x} — N/L
T o(x) =LU{x} fallsz € LU{x}
- {0(37) = {z} falls r ¢ LU {*}

Dadurch, daB die Elemente aus N \ L allein in ihren Aquivalenzklassen sind, kann
man durch o(z) — z eine Bijektion zwischen (N/L)\ {o(x)} und N\ L herstellen.
Dies erlaubt uns, N/L mit (N \ L) U {o(*)} zu identifizieren.

Die Topologie dieses Raumes ist die folgende:

Eine Menge U C N/L ist offen genau dann, wenn ihr Urbild unter o offen in
N U {x} ist.

Falls o(*) ¢ U, gilt fiir sein Urbild o=*(U) N (L U {*}) = 0. Durch unsere Identi-
fizierung gilt also 0=*(U) = U. U mu$ also offen in N sein.

Falls o(x) doch zu U gehért, definieren wir V' := U \ o(x). Es gilt
o} (U) = o YV) U o(o(x)). Durch die Identifizierung ist also
0~} (U) = VULU{x}, und U ist genau dann offen, wenn V U L offen in N
ist.

Beispiel 2.3.1 Sei N ein Kompaktum, und L = (. Dann ist o(x) = {*} und
durch unsere Identifikation N/L das gleiche wie NU{x} mit * als ausgezeichnetem
Punkt.
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Beispiel 2.3.2 Wir kehren zu unserem Beispiel der hyperbolischen Ruhelage
zurick. Das Index—Paar (N, N™), das in 2.2.4 angegeben wurde, liefert uns den
Quotientenraum N/N~. Die Abbildung 2.8 beschreibt, wie man sich das im Fall
eines Sattelpunktes vorstellen kann.

T

o(*)

Abbildung 2.3: Die Exitmenge kollabiert zu einem Punkt.

Beispiel 2.3.3 Die leere Menge ist bei jedem Fluf isoliert invariant und (0,0)
bildet trivialerweise ein Index—Paar fiir (. Mit unserer Notation erhalten wir fiir
den Conley—Index von 0,

Definition 2.3.4 Seien (X, xy) und (Y, yo) punktierte, topologische Riume. Zwei
stetige, basispunkterhaltende Abbildungen f,g: X — Y heiffen homotop, falls es
eine stetige Abbildung h : X x [0,1] = Y gibt, mit

h(z,0) = f(z) fir alle z € X,
h(z,1) = g(z) fir alle xz € X,
h(zo,t) = yo fiir alle t € [0,1].

Bemerkung 2.3.5 Die Homotopie definiert eine Aquivalenzrelation auf der Men-
ge aller stetigen,basispunkterhaltenden Abbildungen X — Y.

Lemma 2.3.6 Seien A, B, X und Y topologische punktierte Rdume wund
a:A— X,b:Y — B, f,g: X — Y stetige, basispunkterhaltende Abbil-
dungen.

Wenn f: X =Y und g: X — Y homotop sind, dann gilt auch:

1. foa und goa sind homotop,
2. bo f und bo g sind homotop.

BEWEIS. Da f und g homotop sind, gibt es eine Homotopie h : X x [0,1] = Y
mit h(.,0) = f und h(.,1) = g. Dann ist h(a(.),.) eine Homotopie zwischenf o a
und g o a und b(h(.,.)) eine Homotopie zwischen bo f und bo g. O
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Beispiel 2.3.7 Jede Abbildung f : (R,0) — (R,0) ist homotop zu idg durch
die Homotopie h(z,t) = tf(z) + (1 —t)z.

Beispiel 2.3.8 Sei X! die punktierte eindimensionale Sphire. Wir betrachten
die Abbildung s : ¥ — X!, die an der Achse durch den ausgezeichneten Punkt
und seinen Antipoden spiegelt. Diese Abbildung bildet den ausgezeichneten Punkt
natiirlich auf sich selbst ab. Sie ist nicht homotop zur Identitit von Lt. Um dies
zu sehen, betrachten wir den geschlossenen Weg « : [0,1] — X!, der einmal um
YU herumliuft, sie erzeugt Hi(X'. Es gilt fiir die in erster Homologie induzierte
Abbildung s1, wobei [.] die Homolopieklasse bezeichnet: si([a]) := [s o a] = —[a],
und natirlich id,([a]) = [a]. Da der Homologiefunktor homotopieinvariant ist,
kénnen s und id nicht homotop sein.

Definition 2.3.9 Seien (X,x¢) und (Y,yo) punktierte, topologische Rdume.
(X, z9) heifft homotopiedquivalent zu (Y,yo), falls es zwei stetige, basispunkter-
haltende Abbildungen

f: X—Yaundg:Y — X
gibt, mit folgenden Figenschaften:
e go f ist homotop zur Identitdt von (X, zo)

e fog ist homotop zur Identitit von (Y, yo)

Bemerkung 2.3.10 Die Homotopiedquivalenz ist eine Aquivalenzrelation fir
(punktierte) topologische Riume. Falls man Homotopie zwischen nicht punktier-
ten topologischen Rdumen definert, fordert man nicht, daff die Abbildungen ba-
sispunkterhaltend sind.

Definition 2.3.11 Sei S C X eine isolierte, invariante Menge und (N, L) ein
Index—Paar fiir S. Dann ist der Conley—Index h(S) von S die Homotopieklasse
von N/L.

Beispiel 2.3.12 Zur Erinnerung: Wir hatten fir eine hyperbolische Ruhelage
folgendes Index—Paar konstruiert

n+p
N ZZ{ Z)\ze, e R"P . |)\z| <1 }

i=1

n—+p
N~ :{ Z)\iei € N : es gibt ein iy, so daffn+1<ig < n+pund || =1 }
i=1
Ziel ist jetzt zu zeigen, daff N/N~ zur p—dimensionalen punktierten Sphdre ¥P
homotopiedquivalent ist. Dafiir geben wir zuerst eine Homotopiedquivalenz zwi-
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Abbildung 2.4: Der Conley-Index eines Sattelpunktes ist X!

schen N und dem p—dimensionalen Wiirfel

n—+p
K ={z = Z Ai€i [Nl <1 firallen+1<i<n+p}CN

i=n-+1

an, deren Einschrinkung auf N~ eine Homotopiedquivalenz zwischen N~ und
dem Rand vom KP ist. Dabei tun wir nichts anderes, als unser Index—Paar in die
stabilen Richtungen zu “kontrahieren”.

Wir definieren:

e f als die Projektion von N auf K?

f: N — KP
n+p
z = Z:’jlp Aie; — f(z) = Z Xi€;
i=n-+1

e g als die Inklusion von K? in N
g: KP — N
r — .

Seix =Y ""PXNe; € N. Dann ist (go f)(z) = Yi"F | Mie; = f(z). Eine Homo-

topie h zwischen (go f) und der Identitdt von N ist durch

n n+p
i=1 i=n+1

gegeben.

Auferdem ist fir alle x € K?, (f o g)(z) =z, also ist (f o g) = idg».

Wir haben OK? = {z = Y 1" Nie; : es gibt ein n+1 < ig < n+p mit |A,| = 1}.
Mt den vorher definierten f, g und h haben wir

N- fin- OKP 9lokp N-
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und sogar noch mehr: f(z) € OKP < z € N~ und g(z) € N~ < z € OKP Die
Restriktion von h definiert eine Homotopie zwischen f|, . 0g|,., und id|n-. Dann
induzieren f, g und h eine Homotopiedquivalenz zwischen den Quotientenrdumen
N/N~ und K?/0KP?:
f
N g KP

l i pl

N/N- 5 K?/0KP

wobei o und p die Quotientabbildungen sind, und

~ {p(f(:v)) fallsx ¢ N~

f:o(z) —
p(*) sonst ,

o(*) sonst .

§:p(z) — {0(9(93)) falls x ¢ OKP

Es ist einfach zu sehen, daff diese Abbildungen wohldefiniert sind, und dafl das
Diagramm kommutiert.

Auperdem sind f und § stetig. Wir nehmen eine Menge U, die offen in K? JOKP
ist und p(x) enthdlt. Sei U' := U \ p(*). Durch die Identifizierung von KP/OKP
mit KP \ OKP U {p(x)} erhalten wir: U ist offen in K?/OKP genau dann, wenn
U' UOKP offen in KP ist. Da f stetig ist, mufi dann die Menge

FHUVOK?) = fH(U) U f(0KP) = fH(U')UN~

offen sein.
Andererseits ist aber

FHO) = FH U u{p()}) = FH U U FH(p() = 71U U{o(+)}-

Die letzte Menge ist offen in N/N~ genau dann, wenn f~1(U')U N~ offen in N
ist, was wir gerade gezeigt haben. Also ist f2(U) offen in N/N~. Fiir j geht dies
ganz analog.

Die Abbildung h : N/N~ x [0,1] — N/N~—

B (2 o(2)) —s {o(h(t,m)) falls x ¢ N~

o(*) sonst
ist auch stetig, und liefert eine Homotopie zwischen jo f und idyn/n- - Auperdem
gilt fog= idgr okr. Damit sind N/N~ und K? /OKP homotopiedquivalent. Der
punktierte Raum KP/OKP ist nichts anderes als die punktierte p—dimensionale
Sphdre 3P,
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Beispiel 2.3.13 Die leere Menge ist bei jedem Fluf isoliert invariant und (0, ()
bildet trivialerweise ein Index—Paar fiir (. Mit unserer Notation erhalten wir fiir
den Conley-Index wvon 0, den wir “trivialer Conley—Index” nennen,
{x}/{x} = {x} (dabei wird die Quotientenabbildung weggelassen, da sie gleich
die identitdt ist).

Die Wohldefiniertheit zeigen wir nicht in dieser Arbeit. Man kann dies zum Bei-
spiel in [Ryb| nachlesen. Die Idee des Beweises ist folgende: Die Quotientenrdume,
die von zwei Index—Paaren geliefert werden, gehoren der gleichen Homotopieklas-
se an. Dazu kommt die nétige Homotopie aus dem Fluf.



Kapitel 3

Der diskrete Conley—Index

Wir betrachten nun ein diskretes dynamisches System f : X — X auf einem
lokal kompakten, metrischen Raum X mit Metrik d.

3.1 Isolierende Blocke

Definition 3.1.1 FEine kompakte Menge N C X heifst isolierender Block, falls
f(NYN NN f~1(N) C int(N).

Bemerkung 3.1.2 Diese Definition ist analog zu der eines isolierenden Blocks
im kontinuierlichen Fall. Auch hier besteht der Unterschied zwischen einem iso-
lierendem Blocks und einer isolierenden Umgebung hauptsdichlich aus folgender
Tatsache: Sei N C X ein isolierender Block und x € ON. Da N kompakt ist,
gehort © zu N. Aus © ¢ int(N), folgt ¢ ¢ f(N) oder x ¢ f '(N). In dem
Foll x ¢ f(N) hat x kein Urbild in N. Das wirde heiflen, daf8 sich keine volle
Trajektorie durch x zum Zeitpunkt n = —1 in N befindet. Falls eine solche vol-
le Trajektorie existiert, verldsst sie riickwdrts im ndchsten Schritt N. Der Fall
z & fYN) heift f(z) ¢ N, also verlisst eine Trajektorie durch x zum Zeit-
punkt n =1 die Menge N. Die Punkte auf dem Rand von N verlassen N sofort,
vorwdrts oder rickwarts.

Wir benétigen isolierende Blocke, um die Existenz des Conley—Index zu beweisen.
Beispiel 3.1.3 Wir betrachten folgende Abbildung:

f: R=> R

z— —z|z|

Diese Abbildung erzeugt ein diskretes, dynamisches System mit folgenden iso-
lierten, invarianten Mengen: {0}, {—1,1}, [—1,1]. Wir interessieren uns fir
S = {-1,1}, die aus einer periodischen Orbit besteht, da f(1) = —1 und

23
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f(=1) = 1. Die Menge N = [-3,—1] U [1,3] bildet einen isolierenden Block

fiir S (siche Abb. 3.1), da f(N)N NN f7(N) =[-8, - |U[Z5, B] C int(N).

1
—_

Abbildung 3.1: Ein isolierender Block fiir {—1,1}

Satz 3.1.4 Set N C X ein isolierender Block. Dann ist N eine isolierende Um-
gebung .

BEWEIS. Sei nun N eine kompakte Menge mit f(N) N N N f~}(N) C int(N).
Wir zeigen Inv(N) C f(N)N NN f~1(N).
Sei z € Inv(N). Dann existiert eine Trajektorie (z,),cz durch z mit
o 1y =1z,
o f(z,) =z, fir allen € Z und
e x, € N fiir alle n € Z.
Daraus folgt
e z =X, €N,
ez € f(N), weilz =25=f(x_1),z 1 €N, und

o z € fYN), weil z = g, f(xo) =z, € N.

Satz 3.1.5 Jede isolierende Umgebung enthdlt einen isolierenden Block.

Um den Beweis konstruktiv fiihren zu kénnen, benétigen wir noch eine Definition
und zwei Lemmata:

Definition 3.1.6 1. Eine ¢-Kette ist eine endliche Folge (,)s<n<p wobei
d(f(zn),Tns1) < € fiir allen € {q,...,p— 1} gilt.
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2. Set S eine isolierte, invariante Menge und N eine isolierende Umgebung
von S. Die Menge aller x € N, durch die eine ¢-Kette in N von S zu
S liuft ist: Co(N,S) == {x € N : 3k € N,Je-Kette (z,)_g<n<k € N :
zo=x,x und T_i € S}.

Lemma 3.1.7 C.(N,S) ist offen in N.

BEWEIS. Sei z € C.(N, S). Wir zeigen, dafiman fiir alle y nah genug an z gilt, daf
y € C.(N, S) ist. Dazu konstruieren wir eine e-Kette durch y von S zu S, indem
wir die e-Kette durch z zum Zeitpunkt n = 0 4ndern (siehe dazu die Abbildung
3.2). Nach Definition existiert ein £ € N und eine e-Kette (z,,)_k<n<x C N mit

Abbildung 3.2: Man erhilt eine e-Kette unabhéngig davon, ob der Weg durch z
oder durch y fiihrt.

zo =z, und zg, z_g € S. Es gilt d(f(z),z1) < e, das heiit d(f(z),z1) = ge fir
ein 0 <g<1.
Da f stetig ist, gibt es ein 6 > 0 so, dafl fiir alle y, aus d(z,y) < § folgt

d(f (=), f(y)) < (1—q)e.
Auflerdem gilt d(f(z_1),z) < e, also d(f(z_1),z) = ¢'c fir ein 0 < ¢’ < 1.
U :={y € N,d(z,y) < min(6,(1 — ¢')e)} ist eine Umgebung von z, die in
C.(N, S) enthalten ist: fiir y € U ist
) y firn=0
n)—k<n<k; b n —
(4n)-ksns, wobel y {xn fir n #0
eine e-Kette durch y von S zu S. Es gilt ndmlich
o fiirn=—1,
d(f(Yn)s Ynt1) = d(f(y-1), %)
= d(f(x—l)’y) < d(f(m—l)ax) + d(l‘, y)
<de+(l-gle=¢
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Y

e fiirn =0,

d(f(yn), Yn+1) = d(f (%), y1)
=d(f(y),z1) <d(f(y), f(z))+d(f(z),21)
<(1—qe+g=c¢

und

o fiirn ¢ {0,—1}, d(f(Yn), Uns1) = d(f(zy), Tny1) < .

Da (2,)-k<n<k eine e-Kette von S zu S war, ist dies auch der Fall fiir (y,,)_r<n<,
also liegt y in C.(N, S). O

Die C(N, S) bilden eine Basis der Umgebungen von S:

Lemma 3.1.8 Sei S eine isolierte, invariante Menge mit isolierender Umge-
bung N und V eine offene Umgebung von S. Dann g¢ibt es ein € > 0, so dafd
Ce(N,S) V.

BEWEIS. Der Beweis wird indirekt gefiithrt. Angenommen es gébe zu jedem ¢ > 0
ein z(e) in C.(N,S) \ V. Das heifit, dafi es eine e-Kette (2n(€))-r(e)<n<k(e) von
S zu S gibt, wobei k() # 0 € N. Aus dieser e—Kette konstruieren wir folgender-
maflen eine Folge (x,(&))nez:

Da z_k()(¢) in S liegt, hat dieser Punkt eine Vorgeschichte. Wir kénnen also die
eKette fiir n < —k(e) mit einer Riickwartstrajektorie durch x_.)(e) verlingern.
Genauer sieht es so aus:

Sei (£n(€))nez eine volle Trajektorie durch z_j()(¢). Sie existiert und bleibt im
Kompaktum N, da x_k(e)(e) in S liegt. Nun brauchen wir nur noch fiir n < —k,
zp(€) = &pik, Zu setzen.

Fir n > k(e) setzen wir mit z,.1(¢) := f(zn(e)) fort. Hier bleiben auch die
(@0 (€))nzk(e) in N, weil zy)(e) in S war.

Insgesamt haben wir jetzt fiir jedes ¢ > 0 eine Folge (zy(€))nez, die ganz in N
liegt mit zo(¢) ¢ V. Sei nun (g&;);cn eine Nullfolge, wobei ¢; > 0 fiir alle ¢ gilt. Da
N kompakt ist, hat jede Folge (x,(g;))ien eine konvergierende Teilfolge. OBdA
nehmen wir an, daf§ (z,(¢;))icn selber gegen ein z, € N konvergiert.

Einerseits muf8 2o in N\ V liegen, da N \ V abgeschlossen ist und zy(g;) € N\V
fiir alle 7 € N.

Andererseits ist (x,,)ncz eine volle Trajektorie durch zg, die in N bleibt:

Fiir ein gegebenes ¢ > 0 ist der Abstand d(z,+1(¢), f(z,(g))) entweder 0 (wenn |n|
grof} genug ist), oder zumindestens kleiner als ¢, da wir von einer e-Kette ausge-
gangen sind. Aus d(z,+1(&:), f(zn(€:))) < g; folgt fiir i — +o00, da z,11 = f(z4).
(Zn)nez ist also tatsichlich eine Trajektorie. Wegen der Abgeschlossenheit von N
liegt x,, in N fiir alle n € Z. Also liegt z¢ in S. Da S C V gilt, mufl zy € V gelten
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— was uns aber einen Widerspruch liefert.
Schlielich haben wir bewiesen, daf es ein &€ > 0 gibt, mit C.(N,S) C V. a

BEWEIS.von Satz 3.1.5

Sei S eine isolierte, invariante Menge und N eine isolierende Umgebung fiir S.
Wir behaupten, dal B := cl(C.(N, S)) ein isolierender Block fiir S ist.
Angenommen, das wire nicht der Fall. Dann gilt f(B)N BN f~Y(B) ¢ int(B).
Oder anders ausgedriickt, es gibt einen Punkt z € f(B) N BN f~(B), der nicht
in int(B) liegt. Da x € f~!(B), hat er ein Urbild y € B, mit z = f(y). Aus
r € f71(B)N BN f(B) folgt, daB y, f(y), und f2(y) in B liegen.

Die Stetigkeit von f liefert uns ein § > 0, so daf fiir alle £ mit d(y,&) < ¢ folgt
d(f(y), f(§)) <e.

Nach Lemma 3.1.7 gilt int(B) = C.(N,S). Da y in B liegt, finden wir ein
£ € CAN,S), so daBl d(y,&) < 4. Dal € in C.(N,S) liegt, bedeutet, es gibt
ein k € N und eine e-Kette durch &, (&,)_g<n<k, von S zu S: &, {—x € S und
& = &. Insbesondere d(y, &) < 9.

AuBerdem folgt aus f%(y) € B, daB es ein x € int(B) = C.(N,S) gibt mit
d(x, f*(y)) < e. Also haben wir ein m € N und eine e—Kette (x5) m<n<m von S
zu S durch x. Insbesondere o = x und x,, € S.

Sei p :=max{m, k}. Wir konstruieren jetzt eine e-Kette ({,)_p_1<n<pt1 durch
f(y) von S zu S. Die Idee dabei ist folgende: Unsere e-Kette ((,) folgt erst der
e-Kette durch £&. Wenn sie & erreicht hat, springt sie auf f(y). Dann geht sie
mit x und der e-Kette durch x weiter. Damit ({,) der Definition einer e—Kette
entspricht, brauchen wir sie nur noch am Anfang oder am Ende bis zum Zeit-
punkt —p oder p zu verldngern. Das ist moglich, da sowohl £_j als auch x,, in S
liegen. Deswegen konnen wir die letzten Schritte auf der einen oder der anderen
Trajektorie tun, ohne S zu verlassen. Siehe dazu die Abbildung 3.3.

Formal definieren wir also ((,)_p_1<n<p+1 Wie folgt:

Falls p = m, das heifit —p < —k : £, € S, also finden wir wegen 1.2.2 eine Trajek-

torie durch £ j, die in S liegt. Insbesondere existieren (;, ¢ € {—p—1,...,—k—1}
so daf :

eVice{-p—1,...,—k—1}, G €S,

o Vie{—p—1,...,~k—1}, G = f(&) und

® (p1=E
Wegen der zweiten Bedingung gilt offensichtlich fiir 1 € {—p — 1,..., -k — 1},
d(Gi+1, f(G)) =0 <e.
Firi e {—k,...,—1}, setzen wir (; := &, 1. Es gilt fiir alles € {—k,...,—1}

d(Civ1, £(G)) = d(&ita, f(&i41)) <&,

weil (&,) schon eine e-Kette war.
Weiter setzen wir (o := f(y). Wir hatten & so gewéhlt, dafl die Ungleichung
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Abbildung 3.3: Die durchgezogene Linie stellt die e-Kette durch f(y) dar, die wir
aus einer e-Kette durch £ und einer e—Kette durch y konstruieren.

d(&,y) < 6 gilt. Damit erhalten wir:

d(f(C-1), o) = d(f (&) f(y)) = d(F(£), f(y)) <e.

Fir ¢ € {1,...,p+ 1}, wird ¢; := x;_1 gesetzt. Nun folgt nach unserer Wahl von
x folgende Ungleichung:

d(f(G), &) = d(f*(y), x0) = d(F*(y), x) <.
Auflerdem gilt fiir ¢ < 1:

d(f(G), 1) = d(f(xi-1), xi) <&,

weil (x,) eine e-Kette war.
Die oberen Ungleichungen zeigen, dafl ((,)—p—1<n<p+1 €ine e-Kette ist. Auflerdem

gilt o = f(y), Cp1 € S und Gy € .
Fiir den Fall p = k gehen wir ganz analog vor:

o Firie{-—p—1,...,—1}, wird (; := &1 gesetzt.
Als (o wihlen wir wieder f(y).
Fir ¢ € {1,...,m + 1}, setzen wir (; := x;_1-

e Fiir m + 1 < ¢ < p folgen wir der Trajektorie durch (11 = Xm und setzen
Giy1 := f(&). Diese Punkte liegen in S, da X, schon in S lag. Aulerdem

gilt d(f(G), Gi+1) =0 <e.

Damit haben wir eine e—Kette durch f(y) = z konstruiert. Es steht im Wider-
spruch zu z ¢ int(B) = C(N, S). Es muf} also gelten, daf

f(Byn BN f~'(B) C int(B).
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3.2 Filtrationspaare

Analog zum kontinuierlichen Fall definieren wir in diesem Abschnitt die Exit-
menge. Sie wird in der Konstruktion des Filtrationspaares — dem diskreten Ana-
logon zum Index—Paar — eine wichtigee Rolle spielen.

Definition 3.2.1 Sei N eine kompakte Menge. N~ := {z € N, f(z) ¢ int(N)}
heifit die Exitmengenge von N.

Bemerkung 3.2.2 N~ enthilt die Punkte, die int(NN) bei der ndchsten Iteration
verlassen. N~ ist eine kompakte Menge, weil N~ = N N f~1(int(N)°).

Zur Tllustration setzen wir das Beispiel 3.1.3 vom Anfang das Kapitels fort.

Beispiel 3.2.3 Fiir den oben genannten N gilt

- BRVE 111 V3 3
N _[_5’_ﬁ]u[_ﬁ’ 51U \/—] [\/— 2]

Siehe dazu Abb. 3.5.

Definition 3.2.4 Sei S C X eine isolierte, invariante Menge. Ein Paar kom-
pakter Mengen (N,L), L C N, heifit ein Filtrationspaar fir S, falls gilt:

1. S = Inv(cl(N\ L)) Cint(N \ L), das heifsit cI(N \ L) ist eine isolierende
Umgebung fir S.

2. L ist eine kompakte Umgebung von N~ in N, das heifit, L ist kompakt und
N~ liegt im Inneren einer Menge L C X mit L= LN N.

3. f(L)Nc(N\L) =

Bemerkung 3.2.5 FEs gibt fiir diesen Begriff in der Literatur drei verschiedene
Definitionen. Die urspriingliche ist die von [RS]. Sie fordert vom Paar (N, L),
daf die von f induzierte Abbildung auf dem Quotientraum N/L (siehe Satz 3.3.1)
stetig wird. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir sind relativ
kompliziert. Die meisten Autoren beniitzen eine Definition des Index—Paares, in
der nur hinreichende Bedingungen fir diese Stetigkeit vorkommen. Diese Defini-
tion hat den Vorteil, daf sie bequem zu behandeln ist. Der Nachteil ist aber, dafs
so ein Index—Paar nicht mehr robust unter Storungen ist.

Die Definition, die ich gewdhlt habe, ist in [FréRi] gegeben. Sie schien mir fir
unsere Zwecke die sinnvollste: die Bedingungen sind recht einfach und liefern ein
robustes Paar.

Satz 3.2.6 Jede isolierte, invariante Menge besitzt ein Filtrationspaar.
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Um den Satz 3.2.6 zu beweisen, werden wir einen Umweg tiber isolierende Blocke
und Exitmengen machen.

Satz 3.2.7 Sei N ein isolierender Block fir die isolierte, invariante Menge S
und L eine hinreichend kleine Umgebung von N~ in N. Dann ist (N, L) ein
Filtrationspaar fir S.

Mit dieser Aussage ist der Beweis von 3.2.6 sehr einfach.

BEWEIS.von Satz 3.2.6

Sei N eine isolierende Umgebung fiir S. Nach Satz 3.1.5 wissen wir, dal N einen
isolierenden Block enthélt. Der vorangegangene Satz 3.2.7 ermoglicht uns, aus
diesem isolierenden Block ein Filtrationspaar zu konstruieren. O

BEWEIS. von Satz 3.2.7

Fiir die Bedingung (1) der Definition 3.2.4:

Erst wollen wir zeigen, da8 S C N \ L fiir eine Umgebung L von N~ gilt. Die
Exitmenge war, wie folgt, definiert: N~ = {z € N : f(z) ¢ int(N)}, woraus folgt,
daB8 f(N7) in (intN)¢ enthalten ist. Da S im Inneren von N liegt, schneidet sie
f(N7) nicht: es gilt SN f(N~) = 0.

Jetzt muf man L so klein wihlen, da SN f(L) = @ immer noch gilt. Das ist
wegen folgender Uberlegung méglich:

Wir wahlen ¢ := 1d(f(N~),S) > 0. Da f stetig und N kompakt ist, ist f
gleichméafig stetig auf N. Es existiert also 6 > 0, so daf§ fiir alle z,y € N aus
d(z,y) < ¢ die Ungleichung d(f(z), f(y)) < ¢ folgt. Wir wihlen die Menge L so,
daf} sie in dem é—Schlauch um N~ enthalten ist und ihr Inneren die Menge S
enthélt. Genauer: L C {z € N : d(z, N~) < §} kompakt und S C int(L). Dann

Abbildung 3.4: Wahl von L

gilt fiir alle z € L,
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Es gilt also d(f(z),S) > € > 0 fiir alle z € L. Daraus folgt, daf f(L) die Menge
S nicht schneidet: f(L)N S = 0.

Wire S N L nicht leer, so auch f(SNL) = f(S)N f(L) = SN f(L)'. Also muB
S N L leer gewesen sein, und damit S C N \ L.

Es bleibt nur noch zu zeigen, da§ S im Inneren von N \ L liegt. Der Rand von
N\ L ist in 9N N L enthalten. Da S die kompakte Menge L nicht schneidet,
schneidet sie auch ihren Rand nicht, das heiffit S N 0L = (). Auflerdem haben
wir vorausgesetzt, dafl N ein isolierender Block sei. Nach Definition gilt also
SNAON = (. Insgesamt haben wir bewiesen, da} S C N\ Lund SNI(N\L) =0
gilt. Wir schlieen daraus S C int(N \ L). Wegen Lemma 1.2.9 ist cl(N \ L) eine
isolierende Umgebung von S.

Die Bedingung (2) der Definition 3.2.4 ist trivialerweise erfiillt.

Die dritte Bedingung, die wir beweisen wollen, besagt, dal f(L) die isolieren-
de Umgebung cl(N \ L) nicht schneidet. Wieder machen wir einen Umweg und
beweisen erst, daB fir N, f(N )Ncl(N\N ) = 0 gilt. Nachher reicht das Argu-
ment der gleichmifligen Stetigkeit aus, um zu zeigen, daf} es fiir eine hinreichend
kleine Umgebung L auch gilt.

Nach Definition gilt N~ = N N (f~!(int(N))¢. Daher gilt

N\N~ = Nn(N)

= NN (NN(f(int(N))°)*
NN f~(int(N))
NN f7Y(N).

N 1N

Die Menge NN f~1(N) ist abgeschlossen, also gilt auch cl(N\N~) C NNf1(N).
Andererseits gilt f(N~) C f(N) N (int(N))c. Also

FIN)NA(N\N-) C f(N)N(int(N)*NNNfHN)
=  fIN)NNNFYN) N (int(N))

~
Cint(N), da N isolierender Block

Die gleichméaflige Stetigkeit von f auf dem Kompaktum N liefert uns zu
' := 2d(f(N7),cl(N\ N™)) > 0 ein &', so da8 fiir alle z, y € N mit d(z,y) < &'
die Ungleichung d(f(z), f(y)) < €' gilt. Wieder reicht es, dafl L eine kompakte
Umgebung von S ist, die in dem é—Schlauch um S liegt, um einen positiven Ab-
stand d(f(L),cl(N\ L) > & > 0 zu bekommen. Damit sind f(L) und c/(N \ L)
disjunkt, was der Bedingung (3) entspricht.

Insgesamt haben wir bewiesen, daf} jeder isolierende Block N zusammen mit einer

'Es gilt f(S) = S: f(S) C S gilt, denn durch jeden f(s) aus f(S) geht die volle Trajektorie
durch s durch und diese bleibt in K. S C f(.9), denn jeder s € S hat eine Vorgeschichte in S,
insbesondere gibt es s_; € S mit s = f(s_1)
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hinreichend kleinen Umgebung seiner Exitmenge N~ ein Filtrationspaar bildet.
Wie klein die Umgebung sein muf}; hiangt von der Abbildung f ab,insbesondere
von den Abstanden d(f(N~),S) d(f(N~),cl(N\ N7)). O

Beispiel 3.2.8 Der Satz 3.2.7 erlaubt uns aus N und N~ ein Filtrationspaar
(N, L) zu bilden, wobei L eine hinreichend kleine Umgebung von N~ ist. Dieses
Filtrationspaar (N, L) wird in Abb. 3.5 dargestellt.

N

A S

L1t o0 Bg o
Sl

Abbildung 3.5: (N, L) Filtrationspaar fiir {—1,1}.

3.3 Induzierte Abbildung auf dem Quotienten-
raum

Wie beim Conley—Index fiir Fliisse bilden wir jetzt den Quotienten N/L, wobei
(N, L) ein Filtrationspaar einer isolierten, invarianten Menge S sein soll. An dieser
Stelle ist die Homotopie—Aquivalenz aber nicht das richtige Konzept: verschiede-
ne Filtrationspaare konnen nicht homotope Quotientenrdume liefern . Siehe dazu
die Abbildung 3.6, dort ist ein diskretes System dargestellt, das von einer Strobo-
skopabbildung erzeugt wird. Der Flufl zur Stroboskopabbildung hat einen Sattel-
punkt, auflerdem springen die diskreten Trajektorien von den Punkten aus den
kleinen Késtchen direkt in den grofien Kasten. Das Paar aus der Abbildung 2.2
liefert uns fiir dieses System auch ein Filtrationspaar. Die Quotientenrdume, die
bei diesen Filtrationspaaren entstehen, sind nicht homotop. Der eine der beiden
ist zusammenhédngend, der andere nicht. Die Deswegen fiihren wir im néichsten
Abschnitt die “passende” Aquivalenzrelation ein.

Satz 3.3.1 Sei S eine isolierte, invariante Menge mit Index—Paar P = (N, L).
Eine stetige Abbildung f : N — N induziert eine stetige Abbildung
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.

Abbildung 3.6: X! gehért nicht zur Homotopieklasse von N/L

BEWEIS. Sei 0: N — N/L die Quotientenabbildung.
Wir zeigen erst, dafl

Fo(o(z) = {0( f(z)) fallsz ¢ LU {x}
o(*) falls x € LU {x}

dadurch wohldefiniert ist:

Sei o(z) € N/L. Falls z ¢ L, o(x) = = und z ist nicht in der Exitmenge von
N nach Bedingung (2) von der Definition 3.2.4 vom Index—Paar, also f(z) € N:
o(f(z)) macht dann Sinn.

Auflerdem hingt das Bild von o(z) nicht von seinem Reprédsentanten ab: Sei
y € o(z), y # x. Dann gilt © € LU {x} und y € L U {*}. Das Bild durch
fw,r) ist also o(x), egal welchen Représentanten man betrachtet hat. Drittens
wollen wir die Stetigkeit von fp iiberpriifen. Die Stetigkeit aulerhalb von o(x)
ist klar, weil es da, dank der Identifizierung von N/L \ {o(*)} mit N \ L, die
Hintereinanderausfiihrung von f : N\ L — N und o : N — N/L ist. Diese
beide Abbildungen sind stetig. Bleibt also die Stetigkeit in o(*) nachzupriifen.
Die Metrik auf X induziert eine Metrik? auf N/L, deren Topologie mit der schon
im vorigen Kapitel beschriebenen Topologie {ibereinstimmt. Sei (o(2,,))nen €ine
Folge, die gegen o(x) beziiglich der induzierten Metrik konvergiert. In dem Fall,
in dem diese Folge fiir grofie n konstant gleich o(x) ist, ist es trivial, daf§ ihr Bild
unter fp gegen o(x) geht. Wir betrachten also eine Folge (o(zy))nen, bei der fiir

?Diese induzierte Metrik § ist die folgende:
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alle n, o(z,) # o(*), das heifit z,, ¢ L U {*} gilt. Wegen der Kompaktheit von N
zerfallt (z,) in konvergierende Teilfolgen, die gegen Punkte aus L konvergieren:
d(zp, L) = §(o(zy), 0(x)) — 0.

Sei (o(p, )ken eine dieser Teilfolgen, und = € L ihr Limes. Wegen der Stetigkeit
von f gilt limy_,oo f(xn,) = f(2).

Die Exitmenge N~ liegt im Inneren von L, und z auf seinem Rand als Limes einer
Folge, die aulerhalb von L liegt. Also z ¢ N~ oder anders gesagt, f(z) € int(N).
Es gilt auflerdem f(z) € L wegen der Bedingung (3) der Definition 3.2.4 eines
Filtrationspaares.

kli_)m fivpy(o(zy,)) = lim o(f(xy,)) weil 2, € N\ L

k—o0
= o(klim f(zn,)) weil o stetig ist
—00
= o(f(z)) weil f stetig ist
= o(x) weil f(z) € L
= fwp(z)

fiwv,z) ist also in o(x) auch stetig. ]

Beispiel 3.3.2 Wir betrachten weiter den Beispiel 3.1.3 mit dem Filtrationspaar
(N,L) aus 3.2.8. Der Quotientenraum (N, L) ist die Einpunktvereinigung von
zwei punktierten 1-Sphdren (das heift zwei an ihren Basispunkt verklebte '),
bezeichnet mit X' V X1, Siehe dazu Abb. 3.7.

o fov.y(22)

Abbildung 3.7: N/L und die induzierte Abbildung f(n,z).

Die Definition des diskreten Conley-Indizes wollen wir mit Hilfe dieser indu-
zierten Abbildung formulieren. Dazu brauchen wir eine Aquivalenzrelation, die
Abbildungen vergleichen kann, die auf verschiedenen Rdumen definiert sind.
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3.4 Shiftadquivalenz

Definition 3.4.1 Abbildungen f : X — X und g : Y — Y heiflen shiftdquiva-
lent, falls m € N und stetige Abbildungenr : X — Y, s: Y — X existieren, so
dajs:

e folgende Diagramme kommutieren:

x—L-x y 1oy
|, R
Y —Y X—X
e r, s, fund g erfillen
ros=g"
sor= fm.

Die Shiftiquivalenz ist eine Aquivalenzrelation: Reflexivitit und Symmetrie sind
klar. Bei der Tansitivitdt braucht man nur die Abbildungen vom ersten Raum
zum zweiten, und die vom zweiten zum dritten hintereinanderauszufiihren.

Jetzt wollen wir uns iiberlegen, was diese Aquivalenzrelation iiberhaupt bedeutet.
Dafiir betrachten wir erst einmal den Fall, in dem m = 0 ist. Dann sind  und s
invers zueinander, und wegen g o r = r o f wird durch r eine Trajektorie durch
einen Punkt z aus X unter f auf die Trajektorie durch r(z) unter g abgebildet:

f T, f o f 1 f
I B
—7r(z 1) 7(z0) r(z1) —
f T, f o 1 f

In diesem Fall ist die Shiftdquivalenz eine topologische Konjugation zwischen den
beiden dynamischen Systemen, die von f und g erzeugt werden.

Bei grofleren m ist sor nicht mehr die Identitét, sondern sie wirkt wie eine Iterati-
on von f. Die Trajektorie (z,)pez wird unter s o r auf
(f™(xn))nez = (Tnim)nez abgebildet, also um m nach links verschoben:

f T f o f 1 f
|
—r(z_1) r(z0) r(z1) —
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Diese dynamischen Systeme sind also “bis auf einem Shift” dquivalent. Die natiirli-
sche Zahl m nennt man Zeitverschiebung (“lag” im Englischen).

Bemerkung 3.4.2 Homdéomorphismen f : X — X und g: Y — Y sind genau
dann shiftiquivalent, wenn sie topologisch konjugiert sind — das heif§it, es existiert
ein Homdéomorphismus h: X —Y, so dap h™togoh = f.

BEwEIS. Im Beweis verwenden wir, dal f und ¢ Homdomorphismen sind, da-
durch kann man die Zeitverschiebung “nachholen”. Angenommen f und g sind
shiftdquivalent mit Zeitverschiebung m. Dann existieren » : X — Y und
s : Y — X wie oben beschrieben. Nun gilt

rof™ = gmogmorofm
g Morosorof ™
o morefnor
g™

Wir definieren h := rof~™™ = g~™or, und zeigen, dafl f und g durch h topologisch
konjugiert sind.

Erst iiberpriifen wir, dal h hom6omorph ist: das ist der Fall, weil s stetig und zu
h invers ist:

soh = sorof™
= frof
= idx

hos = g ™oros
= g "og"
= idy

Daraus folgt h~! =
Auflerdem gilt

h™*ogoh = sogog™

= sog Mogor

= _s og Morof
N e —
h—1 h

= f

f und g sind also durch h topologisch konjugiert.
Nehmen wir nun an, daf§ f und g durch einen Homéomorphismus A : X — Y
topologisch konjugiert sind, und sei m € N beliebig. Wir zeigen daf} folgende
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Abbildungen r und s eine shiftdquivalenz mit Zeitverschiebung m liefern.
Als erstes zeigen wir, dafl aus ho f = g o h fiir m > 1 folgt:

hof™ = ho(htogoh)™
hoh™togmoh
g™ oh.

Diese Formel stimmt auch fiir m = 0. Dann definieren wir » := ho f™ =g™oh
und s = h!. Es gilt dann

gor = gohof™
= hofofm
= hofMof
= rof

fos = foh'!
= h_log

sog

ros = g"ohoh™

m

=g

sor = hlohof™

fm

und daher sind f und g shiftdquivalent mit Zeitverschiebung m fiir alle m € N.
O

Im Rest dieses Abschnitts wird bewiesen, dafl man aus zwei Filtrationspaaren
zwei induzierte Abbildungen bekommt, die shiftidquivalent sind.

Theorem 3.4.3 Seien (N, L) und (N', L") Filtrationspaare fiir eine isolierte, in-
variante Menge S. Dann sind die induzierten Abbildungen fin 1) und fin 1y (auf
den entsprechenden Quotientenrdumen definiert) shiftdquivalent.

Da der Beweis sehr technisch ist, wollen wir mit folgender Graphik seine Struk-
tur erliutern. Wir gehen von zwei verschiedenen Filtrationspaaren (N, L) und
(N', L") aus. Dann werden aus diesen andere Filtrationspaare konstruiert, deren
Namen in der Graphik eingetragen ist. Die Pfeilen der Graphik stellen Shiftédqui-
valenzen zwischen den dazugehérigen induzierten Abbildungen dar. Uber jedem
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Pfeil steht, mit welchem Lemma die Shiftdquivalenz bewiesen wird.

(N, L) (B, By) (N', L)
Lemn:ay/ \%j’ 44
Lemma 3.4.4 (B U K K B U KI Kl) Lemma 3.4.4
1Lemma 3.4.5 Lemma 3.4.5 1
(N, K) (N',K")

Diese Graphik ist symmetrisch. Die Argumente, die man verwendet, um die
Shiftdquivalenz zwischen f(g g, und f(y,r) zZu beweisen, sind genau die gleichen
wie fiir die Shiftdquivalenz zwischen f(g g, und fin' r/). Deswegen wird nur “ei-
ne Seite” beweisen, da die andere dazu analog ist. Als erstes beweisen wir die
notigen Lemmata. Im Vergleich zu [Fr&Ri| haben diese Lemmata weniger Vor-
ausetzungen: bei beiden wurde f(L) C int(L) gefordert. Dies schien uns nicht
nur iiberfliissig, sondern die Filtrationspaare, die im Beweis von Satz 3.4.3 auf-
tauchen, erfiillen diese strenge Voraussetzung nicht.

Lemma 3.4.4 Seien (N, L") und (N U L, L) Filtrationspaare fir eine isolierte,
invariante Menge S (siehe Abb. 8.8). Auferdem gelte L' C L.

Dann sind die induzierten Abbildungen fn 1y und fivur,r) (euf den entsprechen-
den Quotientenrdumen definiert) shiftdquivalent.

N

Abbildung 3.8: Zwei Filtrationspaare, die die Voraussetzungen von Lemma 3.4.4
erfiillen.

BEWEIS. Sei ) := NUL. Wir bezeichnen mit %; den universellen Punkt zur Kon-
struktion des punktierten Raumes N/L' und mit %, den universellen Punkt zur
Konstruktion des punktierten Raumes @/L. Seien p; : N — N/L|
P : Q@ — Q/L die Quotientabbildungen.

Dann definieren wir r : N/L' — Q/L durch

o 7(pi(*1)) = pa(*2),
o 7(pi(z)) =po(x) falls x ¢ L' U {*;}.
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Die Abbildung r ist stetig: auBerhalb von p;(*;) ist sie durch die Identifizierung
von N/L \ p1(*1) eine Hintereinanderausfiihrung von stetigen Abbildungen, also
stetig. An der Stelle p;(x;) ist sie auch stetig, da eine Folge (p1(zy))nen in N/L'
konvergiert genau dann gegen p;(*;), wenn (Z,)nen sich auf L' hiuft. Da gilt
L' C L, konvergiert 7((p1(zn))) = (p2(xn)) gegen pa(*2).

Es gilt offensichtlich fig ryor =70 fin ).

Wir werden als néchstes zeigen, daf} es eine obere Schranke fiir die Zeit k gibt, die
die Vorwirtstrajektorie eines Punktes aus N N L braucht, um in L' zu kommen.
Sei x € NN L. Wenn die Vorwértstrajektorie von  immer in N bleiben wiirde,
wiirde sie sich nach dem Lemma 1.2.11 auf S C int(N) hdufen. Dies kann aber
nicht sein, da (N U L, L) ein Filtrationspaar ist: diese Trajektorie kann nicht in
N\ L zuriickkommen, ohne NUL D N zu verlassen. Es gibt also ein ¢(z) € N, so
daB f1®)(z) ¢ N. Es gibt eine Umgebung U, von z, so da§ f4®)(y) ¢ N fiir alle
y € U,, weil f9*) stetig und N°¢ offen ist. Wir haben also eine offene Uberdeckung

NNLC U U,.

rzeENNL

Davon gibt es eine endliche Teiliiberdeckung, da N N L kompakt ist:

NngOUm.

i=1

Sei k := max{q(z;),i =1,...,r}. Da L die Exitmenge von N enthilt, gibt es zu
jedem z € NN L ein k(z) < k, so daB f*®)(z) € L.
Wir definieren s : Q/L — N/L' wie folgt:

o s(pa(*2)) = pi(x1),
o 5(n2(2)) = Sl (11 (2) falls 2 ¢ L.

Es ist offensichtlich, dafl f(v,zr) 0 s = so fg,r) gilt und dal s auf Q/L \ {p2(*2)}
stetig ist. Fiir die Stetigkeit an der Stelle ps(*s) machen wir folgende Uberle-
gung: Sei (pa(Zn))nen €ine gegen ps(*2) konvergierende Folge, das heifit (z,)nen
hiuft sich gegen L, oBdA konvergiert (z,)ncn selber gegen z € L. Es gibt nach
Konstruktion von k ein g(z) < k, so da8 f4®)(z) ¢ N gilt. Da f stetig und N°¢
offen ist, gilt auch f2®)(z,) ¢ N so bald n groff genug ist. Es gibt demnach zu
jedem geniigend groBem n ein k(n) < g(z) < k, so daB f*("(zx,) € L'. Es gilt
also f(kj\(,zz,)) (p2(zy)) = p1(x*), sobald n grof genug ist. Dies beweist die Stetigkeit
von s an der Stelle py(x).

Nun zur Zeitverschiebung: es ist noch zu zeigen, dafl gilt r o s = f(TV,L’) und
sor= f(’}'\,,L) fiir ein m € N.
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Fiir alle p,(z) € N/L' gilt:

) m(¥) falls pa(x) = pa(x)
sor(p(@) = {s(p2(a:)) sonst

) p(¥) falls z € L oder z € I/
ffN,L,)(pl (z)) sonst
= f(kN,L’)(pl (z))

Die letzte Gleuchung gilt, da L' C L und alle Trajektorie durch Punkte aus NN L
spatestens beim Zeitpunkt k£ in L' kommen.
Fiir alle po(z) € N/L gilt:

_ [ pa(x2) falls pa(z) = pa(*2)
rostm) = {r(ffN,yxpl(x))) sonst

pa(*2) falls po(z) = pa(*2) oder 3¢ € {0, ..., k}: fi(z) € L'
p2(f*(x)) sonst
r €L,
p2(*2) falls ¢ 3¢ € {0,...,k}: fi(z) € L' oder
f¥(z) € L.
p2(fF(x)) sonst

Fiir alle z € N gilt 7 o s(p2(z)) = p2(*2) genau dann, wenn

x €L,
dg € {0,...,k}: fi(z) € L' oder
() € L.

und f(kN,L) (p2(z)) = pa(*2) genau dann, wenn es ein l..e {0,...,k} mit fi(z) € L
gibt. Die Gleichung r o s = f(kM 1) ist durch folgende Aquivalenz gezeigt:

x €L,
3g€{0,...,k}: fi(z) € I’ oder <3 €{0,...,k}: fl(z) €L
ff(x) e L.

Die Implikation “=" ist trivial, da L' C L.

Fiir die Implikation “<”: Wenn [ = 0 oder [ = k ist es klar. Sonst gibt es ein
le{1,...,k—1}, so daB f!(z) in L liegt. Da (N U L, L) ein Filtrationspaar ist,
kann die Vorwirtstrajektorie durch f!(z) nicht in die Menge N \ L zuriickeh-
ren, ohne N U L vorher zu verlassen. Anders ausgedriickt gilt fP(z) € L oder
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fP(z) ¢ N UL fiir alle p > [. Insbesondere fiir p = k: es gilt f*(z) € L oder
f¥(x) ¢ N. Im ersten Fall sind wir fertig. Im zweiten muf es ein I < k geben, so
daB f"(z) € L', da L' die Exitmenge von N enthilt.

Wir haben insgesamt bewiesen, dafl unter unseren Vorausetzungen f(y,r) und
fv,zy shiftdquivalent sind. O

Lemma 3.4.5 Seien (N, L) und (N', L) Filtrationspaare fiir eine isolierte, inva-
riante Menge S, wobei N\ L C N'\ L gelte (siehe Abb. 3.9).

Dann sind die induzierten Abbildungen fn' 1y und f(n,r) (auf den entsprechenden
Quotientenrdumen definiert) shiftiquivalent.

Abbildung 3.9: Zwei Filtrationspaare, die die Voraussetzungen von Lemma 3.4.5
erfiillen.

BEWEIS. Seien *; und %, die universellen Punkte zur Konstruktion der punktier-
ten Raume N/L und N'/L, p; : N — N/L und ps : N' — N'/L die Quotien-
tenabbildungen. Wir identifizieren N/L\ {p;(*;)} mit N\ L und N'/L\ {pa(*2)}
mit N’ \ L.

Die folgende Abbildung r : N/L — N'/L ist stetig (nach einem &dhnlichen Argu-
ment wie vorhin) und erfiillt fix: 1)o7 =ro fin):

o 7(p1(*1)) = p2(*2),
o r(pi(x)) = pa(z) fiir x ¢ L.

Behauptung: Fiir jedes € N’ gibt es ein k(z) € N, so daf f*®)(z) € N. Die
Menge N'\ N besteht aus Punkten, deren Vorwértstrajektorie N’ verlassen wird,
und aus Punkten, deren Vorwéirtstrajektorie in N’ bleiben wird:

e Die ersten miissen durch die Exitmenge N'~ C L C N durch.

e Die anderen hiufen sich auf S C int(N) nach Lemma 1.2.11.
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Im ersten Fall: sei z € N, so daf§ es ein ¢(z) € N gibt mit f9®)(z) ¢ N'. Die
Abbildung f ist stetig und N'¢ offen, so daf} es zu jedem solchen x eine Umgebung
U, gibt mit f4®)(y) ¢ N' fiir alle y € U,. Da L die Exitmenge von N’ enthilt,
gibt es zu jedem y € U, ein ¢ < ¢(z), so da} f¢(y) € L C N gilt.

Im zweiten Fall: alle Hiufungspunkte einer Trajektorie, die in N’ bleibt, lie-
gen nach Lemma 1.2.11 in S C int(N), also findet man zu jedem z € N’
mit der Eigenschaft, dafl fI(z) € N’ fiir alle ¢ € N gilt, ein ¢'(z), so daB
7@ (z) € int(N). Wieder wegen der Stetigkeit von f und der Offenheit von
int(N) gibt es zu jedem solchen z eine Umgebung U!, so daf8 f¢(®)(y) € int(N)
fir alle y € U}, gilt.

Nun haben wir eine offene Uberdeckung von N’ konstruiert:

Nc( U wul U w).

zEN' 1. Fall zEN' 2. Fall

Davon gibt es eine endliche Teiliiberdeckung

we (U)oU)

=1

wobei die z;, ¢ = 1,...,r, sich im ersten Fall und die §;, j = 1,...,7/, sich im
zweiten Fall befinden.

Nun definieren wir n := max{q(z1),...,q(z),q (&), ..., ¢ (&)}. Nach der vori-
gen Betrachtungen wissen wir, dafl es zu jedem x € N’ einen Zeitpunkt klei-
ner als n gibt, bei dem sich die Vorwértstrajektorie sich in N befindet. Sei
k(z) := min{k < n : f¥(z) € N} fiir jedes £ € N’ definiert. Nun haben wir
alle nétige Zutaten, um s : N'/L — N/L zu definieren. Fiir alle z € N":

[m() falls pa(x) = pa(*)
s(p2(2)) = { It (py (£4#)(2)))  sonst

Wir iiberpriifen als erstes die Stetigkeit von s. Sei z € N'.

Erster Fall: f*®)(z) € N~. Daraus folgt s(ps(z)) = pa(*), weil N~ C L. Da L
nach Voraussetzung eine Umgebung von N~ in N ist, gilt in einer Umgebung
Ve, von z, f¥@(y) € L oder f*@)(y) ¢ N fiir alle y € V,. Auf jeden Fall gilt
s(pa(y)) = p2(x) fiir alle y € V,,. Also ist s stetig an der Stelle pa(z).

Zweiter Fall: f*(®)(z) € N\ N~. Daraus folgt f*®+(z) € int(N). Aus der
Stetigkeit von f folgt die Existenz einer Umgebung V! von z mit f*®+1(y) €
int(N) fir alle y € V. Insbesondere k(y) < k(z) + 1 fir alle y € V. Wenn
k(x) = 0, ist offensichtlich k(y) = 0 oder k(y) = 1. Sonst ist k(z) > 1 und
nach Definition von k(z) gilt fP(z) ¢ N fir alle p € {0,...,k(z) — 1}. Wenn
man die Umgebung V. geniigend klein wihlt, gilt auch fP(y) ¢ N fiir alle
p € {0,...,k(z) — 1} und alle y € V. Die Vorwértstrajektorie durch y kommt
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nicht vor der Zeit k(z) in N, und k(y) ist der erste Zeitpunkt, bei dem sich die
Vorwirtstrajektorie durch y in N befindet, also gilt die Ungleichung k(y) > k(x).
Insgesamt gilt

k(y) = k(z) oder k(y) = k(x) + 1 fiir alle y € V.

Wir sind in dem Fall, bei dem f*(®(z) E N \ N~ gilt. Deswegen gilt
s(pa(2)) = g (05 (2))) = Fig SO (py (£4@+1(2))), da fH+ () in
int(N) liegt. Es gilt fiir alle y € V)

sm() = fing (01(F ¥ ()
{f(;;,,’-ig””)(pl(fk(w)(y))) oder
S D (£ (y)),

Wegen der Stetigkeit der Abbildungen f(n 1), p1, f ist s stetig. Schliefllich gilt
noch fiir alle z € N’ folgendes:

r o s(pa(z)) {p2(*2) fiir pa(z) = pa(*2)
r(Fi s (1 (F4@)(z))))  sonst
( x € L oder
— P2 (*2) falls {Ell e (k(z),...,n}: fiz) e L

\T(pl(fn(w))) sonst

(

) p2(*2) fa]]S {

[ p2(f"(x)) sonst

z € L oder

3l € {k(z),...,n}: fi(z) € L

Wir wollen zeigen, dal r o s = f(”N,’L). Dazu miissen wir folgende Aquivalenz
zeigen:

L od
{xe oder s3e{0,...,n}: fl(z)e L

Jl € {k(z),...,n}: fi(zx) e L
Die Implikation “=" ist klar. Die Implikation “<” auch: da L C N ist k(z) <

Also insgesamt 7 0 s = f(i 1.
Die Gleichung sor = f(’}v, 1) ist offensichtlich, da

k(z) = min{k € N: f*(z) e N} =0

fir alle z € N. O
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BEWEIS. von Theorem 3.4.3.
Ein Filtrationspaar (B, By) wird mit Hilfe von e-Ketten konstruiert:
Nach dem Lemma 3.1.8 existiert ein € > 0, so daf

C.(N\L,S)=C.(N,S) Cint(N\ L) Nint(N'"\ L').
Nach Satz 3.1.5 und seinem Beweis wissen wir, dafl die Menge
B:=c(C,(N\L,S))

ein isolierender Block fiir S ist. Wenn By eine geniigend kleine Umgebung von
B~ ist, dann ist (B, By) ein Filtrationspaar fiir S. Wir miissen einige Vorberei-
tungen treffen, damit wir By geschickt wéhlen konnen. Dann werden zeigen, dafl
fB,Bo) und f(w 1) shiftdquivalent sind. Genauso wiirde man zeigen, daf} f5 g,
und f(n 1) shiftquivalent sind.

Wir wollen als erstes rechtfertigen, dafl die Vorwértstrajektorie eines Punktes aus
B~ die Menge N verlassen muf:

Nach Lemma 3.1.7 gilt int(B) = C.(N \ L, S) und ein Punkt z liegt in B~ genau
dann, wenn es keine e-Kette in N \ L durch f(z) von S zu S gibt. Die Anahme,
dafl die Vorwirtstrajektorie durch x die Menge N nicht verldaflt fiihrt zu einem
Widerspruch. Diesen werden wir so herleiten, dal wir doch eine e-Kette in N\ L
durch f(z) von S zu S konstruieren. Dabei verwenden wir die gleiche Beweisidee,
wie im Beweis vom Satz 3.1.5.

Sei x € B~. Angenommen f*(z) € N fiir alle ¥ € N. Nach Lemma 1.2.11 liegt
die w—Limesmenge von z in S C int(B). Man kann also ein ¢ € N finden. so
da f%(z) in int(B) = C.(N \ L, S) liegt. Durch dieses f?(z) geht eine e-Kette
(Xn)—p<n<p in N\ L von S zu S.

Da ¢ € B~ C B liegt, gibt es in jeder seiner Umgebungen Punkte aus
int(B) = C;(N\L, S). Die gleichméssige Stetigkeit von f auf dem Kompaktum N
liefert zu unserem ¢ > 0 ein 0 > 0, so daf gilt: d(f(a), f(b)) < €, sobald a,b € N
und d(a,b) < 6. Wir finden also ein & € int(B), so dafl d(z,&) < max{d,e}.
Durch &, lauft eine e-Kette (£;)_m<n<m in N\ L von S zu S.

Die Vorwirtstrajektorie durch  kann L im Zeitraum {0, ...q} nicht betreten:
wére es der Fall, konnte f9(x) nicht in int(B) C N\ L sein, ohne daf} die Vorwért-
strajektorie vorher N verlidfit — (NN, L) ist ein Filtrationspaar — und das ist nach
Vorausetzung ausgeschlossen .

Nun konnen wir eine e-Kette durch f(z) in N\ L von S zu S konstruieren:

e Wir folgen der e-Kette {&,} _p<n<p von &, € S bis &.
e Dann springen wir zu f(z), f2(2),..., f%(z).
e Weiter folgen wir der e-Kette {Xn}—m<n<m von xo = f4(x) bis xm € S.

e Nun miissen wir noch am Anfang oder am Ende verldngern, je nachdem ob
p oder m grofer ist. Dies ist aber kein Problem, da §_, € S, xm € S und S
invariant unter F' ist: man kann durch die Trajektorie verldngern.
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Dies liefert wirklich eine e—Kette: Bei dem Sprung von &, zu f(z) haben wir
wegen der Wahl von &, die Ungleichung d(f(&), f(z)) < € und sonst sind die
entsprechenden Ungleichungen trivialerweise erfiillt.

Die Existenz dieser e-Kette durch f(z) in N\ L von S zu S widerspricht z € B™.
Es gibt also ein k(x) € N, so daf8 f*(®)(z) ¢ N. Da N¢ offen ist, gilt auch in einer
offenen Umgebung U, von z: f*®)(y) ¢ N fiir alle y € U,. Die Menge B~ ist

kompakt und von |J U, iiberdeckt, also gibt es eine endliche Teiliiberdeckung
TEB~
und wir finden ein k£ € N, so dafl es fiir alle € B~ ein k(z) < k gibt, mit

f*¥@)(z) € N~. Es gilt

Die Menge L ist eine Umgebung von N, also ist es moglich By, eine kompakte
Umgebung von B~ in N, so klein zu wihlen, dafl auch die Inklusion

k
By C U (L)
q=0

gilt. Die Vorwirtstrajektorien von Punkten aus By kommen spitestens zum Zeit-
punkt k£ in L.
Wir definieren nun

K:=|]Jf(L)nN.

Da By C N, gilt B, C K.
Wir zeigen, da8 (N, K) und (B U K, K) weitere Filtrationspaare fiir S bilden,

Abbildung 3.10: Die verschiedene Filtrationspaare fiir S.

und werden spéter auf sie die Lemmata 3.4.4 und 3.4.5 anwenden.
Wir fangen mit (N, K) an: N und K sind beide Abschluf} ihrer Inneren und kom-
pakt, N nach Voraussetzung und K weil L kompakt und f, f=! stetig sind.
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Die Menge cl(N \ K) isoliert S: Nach Lemma 1.2.9 reicht es, zu zeigen, da8
S Cint(cl(N\ K)), da die kompakte Menge cl(N \ K) in der isolierenden Umge-
bung cl(N \ L) von S enthalten ist. AuBerdem gilt SN K = (): wenn z in K liegt,
gibt es ein k(z), so daf f*¥@)(2) € L gilt, also z ¢ Inv(cl(N \ L) = S. Es gilt
also S C int(N \ K), und damit ist nach Lemma 1.2.9 ¢l(N \ K) eine isolierende
Umgebung fiir S.

K ist eine kompakte Umgebung von N~ in N, da L C K und L nach Vorausset-
zung eine Umgebung von N~ in N ist.

Nun zeigen wir f(K) N c(N \ K) = . Nach Definition von K, gilt

k-1
f(K) = U f9L) N f(N). Anders ausgedriickt liegt = genau dann in f(K),
q=0

wenn z € f(N) und es gibt ein ¢ € {0,...k — 1} mit f(z) € L. Wir neh-
men an, da8 f(K) N cl(N \ K) nicht leer ist. Sei z in f(K) Necl(N \ K) und
q €40,...k—1} mit f9(z) € L. Nach Vorausetzung ist (IV, L) ein Filtrationspaar,
also gilt f(L)Necl(N \ L) = 0. Es gilt f9™(z) € f(L), also f4™(x) ¢ cl(N \ L).
Nach Stetigkeit von f wird eine Umgebung von x auflerhalb von cl(N \ L) abge-
bildet. Diese Umgebung enthélt aber Element aus N \ K, da wir z € cl(N \ K)
gewahlt hatten. Es gibt also ein Element y aus N \ K und ein ¢+ 1 € {0,...k}
mit f97(y) ¢ cl(N \ L). Insbesondere existiert ein I, 0 <1 < ¢+ 1 < k, so daB
f'(y) € L. Dies widerspricht aber y € N\ K. Also f(K)Ncl(N\ K)=0.

Das Paar (N, K) besitzt also die drei Eigenschaften, die aus ihm ein Filtrations-
paar machen.

Nun zu (BU K, K) : BUK und K sind beide Abschluf} ihrer Inneren und kom-
pakt, weil B und L kompakt und f, f~! stetig sind.

Nach Lemma 1.2.9 reicht fiir die erste Bedingung eines Filtrationspaares, zu zei-
gen, dafl S C int((BUK)\K) = int(cl(B\ K)), da die kompakte Menge cl(B\ K)
in der isolierenden Umgebung cI(N'\ L) enthalten ist. Wir haben B so konstruiert,
daf S C int(B). Aufilerdem gilt S N K = () — das haben wir gerade fiir das Fil-
trationspaar (N, K') bewiesen. Daraus folgt die Behauptung S C int(cl(B \ K)),
und schliefflich ist ¢l(B \ K) eine isolierende Umgebung fiir S.

Die zweite Bedingung, die ein Filtrationspaar erfiillen mu8, ist die “Exit-set” Ei-
genschaft: K muf} eine kompakte Umgebung von (BU K)~ in BU K sein. Dazu
tiberlegen wir zuerst, was (B U K)~ ist:

z€(BUK)” & f(z)¢int(BUK)
& f(z) ¢ int(B) Uint(K)
& f(z) ¢ int(B) und f(z) ¢ int(K)
= z€B

Da By eine Umgebung von B~ in N ist und By C K gilt, ist K eine kompakte
Umgebung von (BUK)~ in BU K.
Als néchstes mufl man die Vorwirtsinvarianz von K zeigen, das heif}t
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f(K)Nel(B\ K) = 0. Es gilt folgendes:

BCN
= BNK¢C NNK*®
= cl(B\ K) C (N \ K)

= f(K)Nc(B\K)C f(K)Nc(N\K)

Wir hatten schon vorhin f(K) N cl(N \ K) = ( gezeigt, also gilt auch
f(K)Nel(B\ K)=0.

Wir haben also nachgewiesen, dafi (B U K, K) ein Filtrationspaar fiir S ist.
Nun wollen wir Lemma 3.4.4 auf den Filtrationspaaren (B, By) und (B U K, K)
anwenden. Dafiir mufl die Voraussetzung By, C K erfiillt sein. Diese Tatsache
hatten wir gleich nach der Konstruktion von K schon gemerkt. Es gilt also, dafl
fB,Bo) und f(Buk k) shiftdquivalent sind.

Als néchstes wird Lemma 3.4.5 auf die Filtrationspaare (B U K, K) und (N, K)
angewendet. Die Vorausetzung B\ K C N \ K ist erfiillt, also sind f(pux, k) und
f(v k) shiftdquivalent.

Nun der letzte Schritt: Die Inklusion L C K gilt nach Konstrukion von K. Au-
Berdem gilt K C N, also auch N U K = N. Damit sind nach Lemma 3.4.4 die
Abbildungen f(n k) und fn 1) shiftdquivalent.

Insgesamt sind f(p B, und f(y,) shiftdquivalent. Ganz analog zeigt man die
Shiftdquivalenz von fpB,) und fnr). Daraus folgt, dal fn ) und fin o)
shiftdquivalent sind. Il

3.5 Der diskrete Index

Wir haben im vorherigen Abschnitt gesehen, dafl die Shiftdquivalenzklasse der
induzierten Abbildung nicht von der Wahl des Filtrationspaares abhéngt. Wenn
wir jetzt den Conley-Index als diese Shiftdquivalenzklasse definieren wiirden,
hétten wir eine zu restriktive Definition. Um ein Analogon zum kontinuierlichen

Conley-Index zu erreichen, mufl man auch noch die ganze Homotopieklasse dieser
Abbildung betrachten.

Definition 3.5.1 Seien X wund Y punktierte Rdume, [f] : X — X und
lg] : Y — Y Homotopieklassen basispunkterhaltender Abbildungen.

Diese heiflen shiftiquivalent, wenn es Homotopieklassen [r] : X — Y und
[s] : Y — X gibt mit [gor] = [rof], [sog] = [fos] [ros] = [g7] und
[sor] =[f™] fir ein m e N.

Lemma 3.5.2 Seien die basispunkterhaltenden Abbildungen f : X — X und
g Y — Y shiftiquivalent sind, dann sind auch ihre Homotopieklassen [f] und
(9] shiftdquivalent.
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BEWEIS. Es existiert 7 : X — Y und s : Y — X wie in Definition 3.4.1. Seien nun
felflund e lg /|. Wir bezeichnen mit ~ die Homotopie zwischen Abbildungen.
Es folgt aus f ~ f wegen Lemma 2.3.6 ro f ~ro f. Mit dem gleichen Argument
glltrofwrofwrlof und gor ~ gor ~ gory fiir alle 7,75 € [r]. Da aber
rof=gor, giltr of ~ gor firalle f € [f], § € [g], r1,72 € [r], das heifit
[gor] = [ro f]. Die andere Gleichungen beweist man genauso und erhilt, daf} [f]
und [g] shiftdquivalent sind. O

Definition 3.5.3 Sei S C X eine isolierte, invariante Menge , und (N, L) ein
Filtrationspaar fiir S. Wir definieren h(n,)(S) als die Homotopieklasse der ba-
sispunkterhaltenden Abbildung f(n,r): N/L — N/L.

Dann ist der Conley—Index von S, h(S) die Shiftdquivalenzklasse von h(n,r)(S).

Der Satz 3.4.3 und die Bemerkung 3.5.2 garantieren, dal der Conley-Index wohl
definiert ist und nicht von der Wahl des Filtrationspaar abhéngt.

Auf dem Conley-Index kann man verschiedene Funktoren anwenden, um andere
Invarianten einer isolierten, invarianten Menge zu bekommen. Das wird oft bei
Beispielen gemacht, da die hier gegebene Definition recht abstrakt ist und nur eine
Aquivalenzklasse von Abbildungen liefert, die etwas unhandlich ist. Dazu werden
der Homologie—Conley—-Index oder Kohomologie-Conley-Index eingefiihrt. In den
Beispielen dazu werden Homologie—Conley—Indizes ausrechnen, das Folgen von
Matrizen.

Beispiel 3.5.4 Wir rechnen jetzt den Homologie—Conley—Indez fiir unser Bei-
spiel 3.1.3. Die Abbildung 3.7 veranschaulicht die induzierte Abbildung fn 1) auf
dem Quotientenraum N/L = X' Vv X', Wir wenden auf die Abbildung
fve @ N/L — N/L den Homologiefunktor mit Koeffizienten in Q an. Die
Homologiegruppen sind in diesem Fall Q-Vektorrdume. Aus der algebraischen
Topologie wissen wir, daf

Hi(N/L):{Qz firi=1

0 sonst

Trivialerweise ist fir i > 2 die Homologiegruppe H;(N/L) = 0 und fir i = 1
ist {[a],[B]} eine Basis von Hi(N/L), wobei a : [0,1] — N/L einen geschlosse-
nen Weg um die eine ©' bezeichnet, 8 : [0,1] — N/L einen geschlossenen Weg
um die andere und [.| Homologicklassen bezeichnen. Nun kommen wir zu der in
Homologie induzierten Abbildung fnry« : Ho(N/l) — H,(N/L). Diese hingt
wegen der Homotopieinvarianz des Homologiefunktors nicht vom Reprdsentanten

der Homotopieklasse von f(n 1) ab. Es gilt fiir die in erster Homologie induzierte
Abbildung

. ([e]) = [fv,p) o o] = (8],
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fov,p): ([B]) = [fiw,z) 0 Bl = [a].

1 .
10/ Der homologi-
sche Conley-Index von {—1,1} ist also die in Homologie induzierte f(n r),, wobei
fivpy, =0 fiir i # 1 und fv 1), wie oben.

Die Matriz von f(n,r), in der Basis {[c], [B]} ist also ( 0

Jetzt wollen wir ein paar wichtige Eigenschaften des diskretem Conley—Indizes
zitieren. Die beiden folgenden Resultate sind aus [Fr&Ri]. Das erste der beiden
wird in der Literatur auch “Kontinuationsprinzip” genannt.

Satz 3.5.5 Sei f : X x [0,1] — X eine stetige Homotopie, f\ := f(.,A) und
N eine isolierende Umgebung beziiglich fy fir So = Inv(N, fy). Dann gibt es ein

e > 0, so daff N eine isolierende Umgebung fiir alle fy, A < ¢, ist. Auflerdem
h(So, fo) = h(Shx, fr), wobei Sy = Inv(N, f)) und A < ¢.

Satz 3.5.6 Sei M eine Mannigfaltigkeit und f : M — M eine stetige Abbildung.
Fiir jede isolierte, invariante Menge S mit isolierender Umgebung N gibt es eine
Umgebung U(f) in der Co—Topologie mit der Eigenschaft, daff N fiir alle g € U(f)
eine isolierende Umgebung beziiglich g ist. Auflerdem gilt h(S, f) = h(S’, g), wobei
S" = Inv(N,yg).

Dieser letzter Satz ist sehr wichtig, da er besagt, dafi der Conley-Index sich unter
kleinen Storungen des diskreten dynamischen Systems nicht dndert.

3.6 Trivial oder nicht trivial ?

Beispiel 3.6.1 Der triviale Index:

Wie wir schon in Kapitel 1 beobachtet haben, ist die leere Menge immer isoliert
mwvariant. Sie liefert einen in diesem Sinne trivialen Conley—Index. Wir wollen
nun tuberlegen, wie der diskrete Conley—Index der leeren Menge aussieht. Diesen
nennen wir wiederum den trivialen Conley—Index. Dafiir miissen wir bestimmen,
welche Abbildungen in der Shiftiquivalenzklasse der induzierten Abbildungen im
Fall einer leeren isolierten, invarianten Menge liegen.

Wie im kontinuierlichen Fall ist (0,0) ein Filtrationspaar fir 0. Die induzierte
Abbildung auf dem Quotientenraum ist

foo) 1 {o(¥)} — {o(*)}

o(*) +—— o)

wobet o die Quotientenabbildung ist.
Diese Abbildung ist alleine in ithrer Homotopieklasse, da man keine andere basis-

punkterhaltende Abbildung {o(x)} — {o(x)} finden kann.
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Sei jetzt (A,b) ein punktierter Raum mit Basipunkt b, [g] : (A,b) — (A,b) eine
zu [fo0)] shiftiquivalente Homotopieklasse von Abbildungen, und

[r]: (A,0) = {o(x)}
[s] : {o(*)} = (A, )

Homotopieklassen von Abbildungen, die eine Shiftiquivalenz zwischen [fg)] und
lg] : (A,b) — (A,b) liefern. Da [s] basispunkterhaltend ist, ist sie eindeutig be-
stimmt: es muss s(o(x)) = b fir jeden Reprdsentanten s gelten. Fir die Abbildung
[r] hat man auch keine Wahl, da der Bildraum nur aus dem Basispunkt besteht:
fir alle a € A und r € [r] muss r(a) = o(x) gelten. Die Abbildungen r und s sind
also auch alleine in threr Homotopieklasse. Es gilt auch automatisch fiir jeden
Reprdsentanten g aus [g]:

fop or(a) =rog(a) = o(x) fir alle a € A,

gos(o(x)) = so fee(o(x)) =b und
ros=f = f™ fir alle m € N.

Dann ist es notwendig, dafi fir ein m € N, alle a € A und alle g € [g],
g™(a) = s(r(a)) = s(o(x)) = b gilt. Man sieht, daf§ diese notwendige Bedingung
auch hinreichend ist. Die Shiftiquivalenzklasse besteht also aus Homotopieklassen
lg] - (A,b) — (A,b), fir die es ein m € N gibt mit g™(A) = {b} fiir alle g € [g].
Dadurch haben wir also den trivialen Conley—Index vollstindig beschrieben.

Nun wollen wir iberlegen, wie der homologische triviale Conley—Index aussieht,
weil er in konkreten Beispielen oft vorkommt. Wir wenden also auf
lg] + (A,b) — (A,b) mit g™(A) = {b} den Homologiefunktor mit rationalen
Koeffizienten an, und erhalten lineare Abbildungen g, : H,(A,b) — H,(A,b) in
Homologie induziert, fir alle n € 7Z.. Wir erinnern uns noch einmal an die Funk-
toreigenschaft: fir g : (A,b) — (B,c) und h : (B,c) — (C,d) gilt in Homologie
(hog)p = hyo gy Also gilt auch (¢™)n = (gn)™. Da g™(x) = b fiir alle z € A,
ist Im(g™) C H,(b) fir alle n € Z. Also g™ = 0 fiir alle n € Z (mit anderen
Worten sind die g,’s nilpotent der Ordnung hochstens m), das heifit g™ = 0. Der
homologischer Conley—Index einer invariante, isolierte Menge g, ist trivial, falls
es ein m gibt mit g7* = 0.

Als Folgerung erhalten wir:

Satz 3.6.2 Wenn der Conley—Indezx einer isolierten, invarianten Menge S nicht
trivial ist, dann ist S nicht leer.

Beispiel 3.6.3 Der Conley-Index von {—1,1} im Beispiel 8.1.3 ist nicht trivial,
da er nicht nilpotent ist (siehe 3.5.4): die geraden Potenzen der lineare Abbildung
fv,r), sind die Identitdt.
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Beispiel 3.6.4 Zwei Hufeisen:

Wir wollen die Conley—Indizes vom klassichen Hufeisen und vom sogenannten
G-Hufeisen berechnen. Wir betrachten einerseits die Abbildung f : R2 — R2, die
das Einheitsquadrat auf ein Hufeisen abbildet, wie in der Abbildung 3.11 beschrie-
ben ist, andererseits die Abbildung g : R?2 — R2, die das Einheitsquadrat auf eine
G—formige Region abbildet, wie in der Abbildung 3.12 beschrieben ist.

Fiir beide Abbildungen sieht das Exit—Set gleich aus. Die Abbildung 3.13 zeigt ein

o (V) o

A B

f(A)f(B) f(C)f (D)

Abbildung 3.11: Die Hufeisenabbildung

Abbildung 3.12: Die G-Hufeisenabbildung

Paar kompakter Mengen (N, L), wobei N das Einheitsquadrat und L die schraf-
fierte Region ist, was sowohl bei dem klassichen Hufeisen als auch fiir das G-
Hufeisen ein Filtrationspaar ist.
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Wir bilden dann den Quotienten N U {x}/L U {x}, punktierten Raum mit Ba-

2
.

7
Abbildung 3.13: (N, L) ist ein Filtrationspaar fiir Inv(N, f) und fir Inv(N, g).

sispunkt o(x), wobei o die Quotientenabbildung ist. Dieser Raum wird mit N/L
abgekiirzt. Aus der algebraische Topologie wissen wir, dafl

Q@ firi=1

0 sonst

Hy(N/L) :{

Dies kann man daran erkennen, daff N/L zu der Einpunktvereinigung 3! v %!
(zwei punktierte 1-Sphdre an ihrem Basispunkt “verklebt”) homotopiedquivalent
ist. Die Abbildungen o, 3 :[0,1] — N/L, die in Abb. 3.18 gezeichnet sind, liefern
eine Basis {[a],[B]} fiir Hi(N/L).
Nun wollen wir uns die von f und g induzierten Abbildungen auf N/L in Homolo-
gie anschauen. Fir i # 1 sind trivialerweise fnr); und g,z); die Nullabbildung.
Firi=1: da

gy ([a]) = [gavp) 0 o] = [o] + [B]
und

9.z, ([B]) = [9v,z) 0 B] = [a] + []

wird g(n,r), beziiglich unserer Basis von folgender Matriz dargestellt:

11
Mat(g(n,r),) = < 11 )
. Der homologischer Conley—Index ist nicht trivial, da
m 2m71 2m71
Mat(g(N,Lh) = ( gm—1 o9m-1 ) 7é 0

fiir alle m € N. Die isolierte, invariante Menge Inv(N, g) ist also nicht leer.
Bei der klassischen Hufeisenabbildung: da

favoy ([o]) = [fav,p) 0 a] = [a] + [B]
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und
fov,p) (1B]) = [fwv,r) 0 B] = —[a] — [B]

gilt, 1st fin,1), beziiglich unsere Basis von folgender Matriz dargestellt:

Mat(f(N,L)l) = ( i :i ) .

Der homologischer Conley—Index bei der klassischen Hufeisenabbildung ist also
trivial, da Mat(f(n,r),)* = 0.

Offensichtlich haben diese zwei Abbildungen die gleiche isolierte, invariante Men-
ge in N (auch wenn sie von einer anderen Dynamik regiert sind). Man sieht also
in diesem Beispiel, daf durch die Berechnung vom Conley—Index Information
verloren geht. Hier passiert es insbesondere in dem Schritt, bei dem man den Ho-
mologiefunktor anwendet. Das ist der Preis, den man dafiir bezahlen muf, daf
man ein konkrete Vorstellung vom Conley—Index hat. Wenn man sich an die De-
finition 3.5.8 hdlt, erhdlt man etwas recht unhandliches, was man schwer mit
anderen Indizes vergleichen kann.
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Kapitel 4

Stroboskopabbildungen

Sei (X, d) ein metrischer, lokal kompakter Raum. In diesem Kapitel beschéftigen
wir uns damit, die Conley—Indizes von Fliissen ¢ : X x R — X und von ih-
ren assoziierten dynamischen Stroboskopabbildungen f7 := ¢(.,T), T aus R, zu
vergleichen. Um Mifiverstdndnisse zu vermeiden, beniitzen wir folgende Notation:
sei N eine kompakte Teilmenge von X. Wir bezeichnen die maximale invarian-
te Menge beziiglich ¢, die in N enthalten ist, mit Inv(N, ¢). Analog dazu sei
Inv(N, fT) die maximale invariante Menge beziiglich f7, die in N enthalten ist.

4.1 Gemeinsame isolierte, invariante Menge

Ein Vergleich kann natiirlich nur da stattfinden, wo diese beiden Systeme eine
gemeinsame isolierte invariante Menge besitzen. Der folgende Satz besagt, dafl
diese fiir beide Systeme iibereinstimmen.

Satz 4.1.1 Se: S C X kompakt. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. S ist beziiglich ¢ eine isolierte, invariante Menge .
2. Fir alle T € RY ist S beziiglich fT eine isolierte, invariante Menge .
3. Fiir ein T € R ist S beziiglich fT eine isolierte, invariante Menge
Um diesen Satz zu beweisen, benotigt man folgenden Lemmata:

Lemma 4.1.2 Sei S eine isolierte invariante Menge beziiglich des Flusses ¢ ist
und N eine isolierende Umgebung von S beziiglich ¢. Weiter sei T € R und
z: N — Ry U{+oo} definiert durch:

z(z) .= sup{s € Ry : ¢(,[0,s]) € N}

Dann ezistiert eine kompakte Umgebung N' von S, mit N' C N und z(z) > T
fiir alle x € N'.

95
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BeEwEIs. Wir fiihren diesen Beweis indirekt. Angenommen, es gdbe keine solche

Umgebung von S. Dann gibt es in jedem %—Schlauch um S ein Element z mit

2(z) < T.Sei Ky :=Nn{z e X :d(z,5) <L}, wobei n € N. Diese K sind
Umgebungen und liefern nach Annahme eine Folge (2,,)nen mit:

o z, € N und
o t, :=z(x,) €1[0,T[

fiir alle n € N. Da N kompakt ist, besitzt (z,)nen eine konvergierende Teilfolge —
oBdA konvergiert die Folge selbst. Ihr Limes  muf} in S liegen, da der Abstand
zwischen z,, und S (kompakt) gegen Null geht. Wir konstruieren jetzt einen Wi-
derspruch dazu.

Die Folge (t,)nen hat ebenfalls konvergierende Teilfolgen: sei (¢,,) — 7 < T
eine davon. Nach Definition von z gibt es zu jedem ny ein §,, €]0, i] mit
A(@ny,, tn, + On,) € N Da ¢ stetig ist, konvergiert ¢(zn,,tn, + 0n,) gegen
d(z,7) € cl(N°) = (int(N))°. Andererseits war z aus S, also sollte auch ¢(z, 7)
in S sein. Da S C int(N), erhalten wir einen Widerspruch. O

Lemma 4.1.3 Sei S eine isolierte, invariante Menge beziiglich fT fiir ein ge-
gebenes T > 0 ist und N eine isolierende Umgebung fiir S beziiglich fT. Da
S Cint(N) gibt es ein e > 0, so daf ¢(S,[0,¢]) C int(N).

BEWEIS. Angennomen, das wére nicht der Fall. Dann gébe es zu jedem ¢ > 0
ein z aus S und ein § €]0,¢], so daB ¢(z,8) ¢ int(N). Wir wihlen ¢ = L und
erhalten entsprechende z,, und 6,, so daf ¢(z,, d,) ¢ int(N).

Die Folge (z,) liegt im Kompaktum S, also hat sie eine konvergierende Teilfolge
T, — ¢ € S. Es gilt 6,, — 0, also erhalten wir ¢(z,,,0p,) = ¢(z,0) =z € S.
Andererseits hatten wir ¢(z,, 6,,) € (int(N))¢. Da (int(IN))¢ abgeschlossen ist, ist
auch z ¢ int(N). Das ist ein Widerspruch zu S C int(N). O

BEWEIS.vom Satz 4.1.1

(1) = (2):

Sei S eine isolierte invariante Menge beziiglich des Flusses ¢ ist und N eine
isolierende Umgebung von S beziiglich ¢, das heifit S = Inv(N, ¢) C int(N). Sei
auflerdem T > 0 fixiert. Wir zeigen nun, daf S auch beziiglich f7 isoliert invariant
ist. Das Lemma 4.1.2 liefert uns eine Menge N, so da8 N' C N, S C int(N'),
und z(z) > T fiir alle z aus N'. Wir werden zeigen, dafi das Kompaktum N’ die
Menge S beziiglich f7 isoliert.

Die Flufi-Trajektorie durch jedes x € N’ braucht also mindestens die Zeit T
bevor sie N verlidBt. Wir zeigen jetzt, dafi Inv(N', fT) C S = Inv(N, ¢) gilt.

Sei z € Inv(N', fT') und s € R. Weil R euklidisch ist, gibt es eindeutig bestimmte
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Zahlen ¢ € Z und r € R mit:
s=qT +r,

0<r<T.

Es gilt ¢(z,s) = &z, qT + r) = &(P(z,qT),r), weil ¢ ein Fluff ist. Da
z € Inv(N', fT), ist ¢(z,qT) € N'. Nach Wahl von N’ ist 2(¢(z,¢T)) > T. Die
Trajektorie durch diesen Punkt verldfit N also nicht vor der Zeit T'. Da r < T,
ist ¢(o(z,¢T),r) € N, das heifit ¢(z,s) € N.

Fir alle € Inuv(N' fT) und alle s € R ist ¢(z,s) € N, also gilt
Inv(N', f1) C S = Inv(N, ).

Die umgekehrte Inklusion ist eine Folge von Lemma 1.2.9. Es besagt, dafi N’ eine
isolierende Umgebung von S Dbeziiglich des Flusses ¢ sein mu8.
Fir alle z € S gilt dann ¢(z,ZT) C ¢(z,R) C N'. Wir erhalten also
Inv(N,¢) = S = Inv(N',¢) C Inv(N', fT). Damit sind diese beide Mengen
gleich. Auflerdem S C int(N'), also ist S eine isolierte, invariante Menge beziiglich
des assoziierten Systemes f7, und das fiir beliebiges T > 0.

(2) = (3) ist offensichtlich!

(3) = (1):

Wir nehmen jetzt an, daf8 S eine isolierte, invariante Menge beziiglich f7 fiir ein
gegebenes T' > 0 ist. Sei N eine isolierende Umgebung: S = I'nv(N, fT) C int(N).
Zuerst zeigen wir die Invarianz von S unter ¢. Sei x € S. Wir definieren

to := sup{s € [0,T]: Vi € Z, ¢(x, [iT,iT + s]) C S}.

Dieses t, existiert, da die Menge {s € [0,T] : Vi € Z, ¢(z, [iT,iT + s]) C S} nicht
leer ist (sie enthdlt zum Beispiel die 0), und von T nach oben beschrinkt ist.
Wir hitten gern ty = T', da wegen der Stetigkeit von ¢ folgen wiirde, daf fiir alle
i € Z, ¢(z,[iT, (i + 1)T]) C S gilt. Anders gesagt ¢(z,R) C S, also S invariant
unter ¢, und damit S C Inv(N, ¢).

Angenommen t, wiirde mit 7" nicht iibereinstimmen. Dann wiére ¢ty < 7. Wegen
der Stetigkeit von ¢ und der Kompaktheit von S, mufl ¢(z,iT + t5) € S fiir
alle ¢ € Z gelten. Jetzt brauchen wir Lemma 4.1.3: es liefert ein € > 0, so daf
¢(5,10,¢]) C int(N).

Wir wollen jetzt die Maximalitét von ¢y zum Widerspruch fithren. ¢(z, T +1,) ist
in S, also gilt ¢(¢(z,iT +10), [0,€]) C int(N), und zwar fiir alle ¢ € Z. Wegen der
FluB-Eigenschaften gilt dann fiir alle i € Z, ¢(z, [¢T,iT +to+¢]) C int(N) C N.
Weiter liegt sogar jedes Element aus ¢(z, [¢T, (T + to + ¢€]) in S: Sei ¢ € Z und
s aus [iT,iT + to + €]. Dann gilt fiir alle k € Z, ¢(é(z, s),kT) = ¢(x, kT + s) €
o(x,[(i + k)T, (i + k)T + to +€]) € N. Also liegt é(z,s) in Inv(N, fT) = S.
Damit gilt: fiir alle i € Z, ¢(z, [iT, (T +to + ¢]) C S. Es ist ein Widerspruch zur
Definition von tg, da tg + & > ty. Die Annahme t, # T war falsch. Es gilt also
schliefllich S C Inv(N, ¢).

Die umgekehrte Inklusion ist trivial: fiir alle = € Inu(N,¢d) ist
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é(x, ZT) C ¢(z,R) C N, also Inv(N, ¢) C Inv(N, fI) = S.

Insgesamt haben wir also gezeigt, dal S und Inv(N, ¢) iibereinstimmen. Die Be-
dingung S C int(N) war Voraussetzung. S ist also beziiglich ¢ eine isolierte,
invariante Menge . U

Bemerkung 4.1.4 1. Wir konnen also ab jetzt von isolierten, invarianten
Mengen sprechen, ohme zu sagen, ob wir isolierte, invariante Mengen
beziiglich des Flusses oder beziiglich eines seiner assoziierten, diskreten, dy-
namischen Systeme meinen, da sie ibereinstimmen.

2. Es wurde im Beweis von (3) = (1) auch folgendes gezeigt:
Falls S eine isolierte, invariante Menge ist, und N eine isolierende Umge-
bung fiir S beziiglich fT, dann ist auch N eine isolierende Umgebung von
S beziiglich ¢. Dies ist sehr wichtig, da es die Existenz von gemeinsamen
1solierenden Umgebungen gewdhrleistet. Daher gilt der folgende Satz:

Satz 4.1.5 Sei T € R und S eine isolierte, invariante Menge . Dann gibt es
eine kompakte Umgebung U von S, die S sowohl beziiglich ¢ als auch beziiglich
fT isoliert.

Beispiel 4.1.6 Wir betrachten einen Fluff mit einem isolierten, P—periodischen
Orbit. Fiir Stroboskopabbildungen fT hat man, wenn T und die Periode P nicht
inkomensurabel sind, endliche Teilmengen des periodischen Orbits als invariante
Mengen (siehe dazu Abb. 4.1). Diese sind aber nicht isoliert: egal wie klein man

6T = 2P T1 = T6 e

T2
z3

Ts

Abbildung 4.1: periodischer Orbit der Periode P, und Orbit einer Stroboskopab-
bildung

die kompakte Umgebung des Orbit beziiglich f* (siehe {xy, T2, T3, 74,75} in der
Abbildung 4.1) wihlt, die mazimale invariante Menge dieser Umgebung ist immer
gréfler. Der Fluf$ sorgt fir die Kontinuitdt der isolierten, invarianten Mengen
seiner Stroboskopabbildungen.
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4.2 Konstruktion eines gemeinsamen Index—Paares

In diesem Abschnitt fixieren wir 7" > 0, und schreiben dann einfach f fiir die
dazugehérige Stroboskopabbildung f7 = ¢(.,T)

Satz 4.2.1 Sei S eine isolierte, invariante Menge . Dann existieren kompakte
N,L C X, so daf§ (N, L) fiir S beziiglich ¢ ein Indez—Paar und beziglich f ein
Filtrationspaar 1st.

Fiir den Beweis dieses Satzes brauchen wir folgende Lemmata:
Lemma 4.2.2 FEs existiert eine offene Umgebung V von S, so daf§ cl(V') eine
isolierende Umgebung von S ist, und zwei Funktionen ¢,y : V — [0, 400[, so daff

1. ¢ entlang der Trajektorien monoton fallend ist, das heifit:

Ve e V,Vt >0, ¢(z,t) € V= ¢(¢(z, 1)) < p(z),

2. v entlang der Trajektorien monoton steigend, das heifit:

Ve e V, V¥t >0, ¢(z,t) € V= ~(¢(z,t)) > v(z) und

3. §=771(0)n¢}(0)

Den vollstédndigen Beweis des Lemma 4.2.2 wollen wir hier hier nicht durchfiihren,
da es zum Standard der Conley-Index-Theorie fiir Fliisse gehort. Siehe dazu
[Ryb]. Wir betrachten diese Abbildungen etwas naher, da wir einige Eigenschaften
brauchen werden.

Sei M eine isolierende Umgebung und S = Inv(M). Die Abbildungen ¢ und 7
sind folgendermaflen definiert:

o(z) = sup{a(t)F(¢(z,t)) : 0 <t < s () falls s*(z) < 00, 0 <t < oo sonst}
v(z) = inf{G(f(f’tt)) 0<t<th(a) },

wobei
a : [0, 00o[— [1, 2[ monoton wachsender Diffeomorphismus,

F(z) =min {1,d(z, A~ (M))}
A™(M) = {z € X : ¢(,]0, —o0[) C M}
st(z) =sup {t = 0: ¢(z,[0,¢]) C M} < oo,
d(z,S)
d(z,S) + d(z, M¢)
tt(z) = sup{t > 0: ¢(z,[0,t]) C int(M)} < o0

Es wird in [Ryb] bewiesen, daf man eine offene Umgebung V von S finden kann, in
der ¢ wund < stetig sind. Weiter haben die Funktionen ¢ und =
folgendes Verhalten:

G(z) =
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1. Falls y(z) = 0, dann y(é(z,s)) = 0 fir alle s > 0, fiir die ¢(z,s) € V.
Zu solchen x gehoren Trajektorien, die sich gegen der isolierte, invariante
Menge S héufen.

2. Falls y(z) # 0, dann lin{‘iglf%('y(qb(a:,s) — v(x)) > 0. Dies heifit, da8 v

entlang Trajektorien, die M vorwérts verlassen, strikt fallt.

3. Falls p(z) = 0, dann ¢(¢(z, s)) = 0 fiir alle s > 0, fiir die ¢(z,s) € V. Zu
solchen = gehoren Trajektorien, die M vorwirts verlassen werden.

4. Falls ¢(x) # 0, dann lim\iglf%(go(qb(:c,s) — ¢(x))) > 0. Dies heifit, daf§ ¢

entlang Trajektorien, die vorwérts in M bleiben (aber nicht in S liegen),
strikt fallt.

Wir wollen diese Aussagen zumindestens bei 7 rechtfertigen:

Zu 1): Sei z € M mit einer Vorwirtstrajektorie, die in M bleibt. Dann ist
t*(z) = +o0 und nach Lemma 1.2.11 w(z) C S. Daraus folgt, da8 d(¢(z,t),S)
gegen 0 geht, wenn t gegen 400 geht. Natiirlich geht dann G(¢é(z,t)) auch gegen

. ¢ . . 1. G(o(z,t)) .
0, weil d(¢(z,t), M) beschriankt bleibt. Also gilt =722 — 0, fiir ¢ — +oo0.

Damit y(z) = inf{% :0 <t < +oo} = 0. Und weil w(¢(z,s)) = w(z) fiir
alle s > 0, gilt auch v(¢(z, s)) = 0 fiir alle s > 0.

Andererseits, sei x € M mit y(x) = 0. Falls t7(z) < +00, dann muf es eine Folge
(tn) geben, mit 0 < ¢, < ¢t7(z) und G(¢(z,t,)) — 0. Aber (t,) hat konvergierende
Teilfolgen: Sei (¢,,) — ¢. Wir haben dann G(¢(z,c)) = 0, also d(¢(z,c),S) = 0.
Mit ¢(z, c) liegt auch z in S. Aber z € S fithrt zu t*(z) = +oc! Damit muf die
Vorwirtstrajektorie durch z in M bleiben, und nach Lemma 1.2.11 w(z) C S.

Wegen der vorherige Uberlegung gilt v(¢(z, s)) = 0 fiir alle s > 0.

Bemerkung 4.2.3 Falls v auf V' konstant gleich 0 ist, dann ist S ein Attraktor,
das heifit, jede Trajektorie, die in V kommt, hduft sich auf S.

Zu 2): Sei nun z € int(M) mit y(z) # 0. Dann gilt t*(z) < co. Sei s > 0 und
klein genug, so dafl t*(¢(x,s)) = tT(z) — s. Es exisiert wegen der Stetigkeit der

betrachteten Abbildungen ein t; € [s, ¢t ()], so da y(¢(z, s)) = %ﬁ?) Daraus
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folgt:
L0009 -1 = H(FHED) )
Z %(1 —|—t11 —s 1it1>G(¢(x’t1))
S G(4(z,t1))
T (1 +t)?
> 1ih7@)
> 0

Daraus folgt die Behauptung (2).
Sei
H(e) :=={z e V:p(z) <e,v(z) < e}

Gle)={z eV :p(x) <ery(z) <e}

Lemma 4.2.4 Zu jeder offenen Umgebung U von S ¢ibt es ein € > 0, so daf
H(E)CU.

BEWEIS. Den Beweis fithren wir indirekt. Angenommen, es gibt eine offene Menge
U, so da8 fiir alle ¢ > 0 ein € H(e) existiert, das nicht in U liegt. Durch die
Wahl von € := £, n € N erzeugen wir eine Folge (z,)nen € VM mit folgenden

Eigenschaften:
o o(za) < 7,
® ¥(zn) < ;- und
o 1, € U-.

Die Folge (z,)nen hat konvergierende Teilfolgen im Kompaktum cl(V'). Wir be-
trachten eine davon: z,, — x € cl(V'). Wegen der Stetigkeit von ¢ und =y gilt
o(xz) = v(z) = 0. Deshalb gehort z zu S.
Andererseits ist U offen, also U¢ abgeschlossen. Fiir alle £ € N ist z,,, in U¢, also
auch z ¢ U.
ze€ S,z ¢ U, S CU ergibt einen Widerspruch.

O

BEWEIS. vom Satz 4.2.1
V ist offen, also ist ihr Urbild durch die stetige Abbildung ¢(., sT'), die wir mit

U, bezeichnen fiir jedes s € [0, 1], offen. Damit ist die Menge |J U, offen. Da V
s€[0,1]
und G(¢) offen und f stetig ist, wissen wir aus dem Lemma 4.2.4, dal es ¢, > 0

gibt mit:
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e He)C U U,

s€[0,1]
e H(5) C f71(G(e))

Wir Behaupten, dal 06 < e gilt. Erst im Fall v konstant gleich 0, ist
f(H(5)) C G(e) erfiillt sobald § < &; man kann insbesondere § < & wihlen. Sonst:

magg){’y(a:)} > 0. Um die Behauptung zu beweisen, interessieren wir uns néher
T€H

fiir mg(:g){'y(a:)}. Da H(0) abgeschlossen und Teilmenge des Kompatums cl(V),
zE

handelt es sich um eine kompakte Menge. Damit wird das Maximum der stetigen
Funktion v auf H(4) angenommen. Sei zq € H () mit y(zo) = m}z}g){fy(m)} > 0.
A4S

Angenommen ~y(zy) < 6, dann gilt aber 7(¢(zo,s)) = y(xzo) und
o(P(xo,8)) < p(xg) < 6 fiir alle s > 0. Die Trajektorie durch zo kann H(0)
nur dadurch verlassen, dafl y(é(zo, s)) > 6 wird. Aber 7y o ¢(z, .) ist stetig: nach
dem Zwischenwertsatz, kann dies nur geschehen, wenn y(¢(zg, so)) = § > v(xo)
fiir ein s > 0. Es steht im Widerspruch zur Definition von z,. Es gilt also

_ _ 1 p(z) <6
v(zo) = wlglz}(%) v(z) = 4. AuBerdem bedeutet H(6) C f~'(G(e)), dal aus {7(3:) <5
L ety <
folst {v(f(w)) <

Also gilt 0 < y(z9) = < ¥(f(z0)) < €.
Wir definieren
N:={z eV :p(x)<dund y(z) < ¢},

L:={z e N:~(z) >}

und wollen jetzt tiberpriifen, daf8 (N, L) die Definition eines Index—Paares und
die eines Filtrationspaares erfiillt.

Als erstes zeigen wir, dafl cl(N \ L) eine isolierende Umgebung fiir S ist. Wir
machen das “parallel” fiir den diskreten und den kontinuierlichen Fall.

Nach Definition von N und L ist

d(N\L)={z €V :p(z) <J(z) <e () <0}

Also ist S = ¢~1(0) N y~(0) im Inneren von cl(N \ L). AuBerdem ist cl(N \ L)
abgeschlossen und in c/(V') enthalten. Da cl(V) eine isolierende Umgebung fiir S
war, isoliert cl(N \ L) nach dem Lemma 1.2.9 auch S. Die zweite Bedingung, die
man iiberpriifen muf, ist fiir den Fall eines Flufles folgende:

Fiir alle z € L und alle t > 0, ¢(z, [0,t]) € N = ¢(«, [0,t]) C L.

Sei dazu z € Lund ¢t > 0. Da ¢ entlang der Trajektorien fillt, ist fiir alle 7 € [0, ¢],
falls ¢(z,7) € V, p(é(z, 7)) < p(z) < 0. Ferner steigt +y entlang der Trajektorien.
Da schon y(z) > 6, gilt fiir alle 7 € [0,¢], y(¢(z, 7)) = v(x) > 6. Falls auch noch
#(z,[0,t]) € N gilt, erhalten wir fiir alle 7 € [0,¢], y(¢(z, 7)) < e. Damit ist
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¢(,[0,t]) € L.

Fiir ein Filtrationspaar im diskreten Fall besagt die zweite Bedingung, dafl L eine
kompakte Umgebung der Exitmenge N~ sein soll. Die Exitmenge in unserem Fall
sieht folgendermaflen aus:

N - ={z e N: f(z) ¢ int(N)} ={z € N: o(f(x)) > 0 oder v(f(z)) > ¢}

Wenn ein Punkt z die Bedingung ¢(f(z)) > ¢ erfiillt, dann gilt ¢(z) # 0 und
deswegen ¢(z) > ¢(f(x)) > 6. Daraus folgt * ¢ N und damit z ¢ N . Fiir
ein Element z mit y(f(z)) > ¢ gilt wegen f(H(4)) C G(e), daB8 z nicht in H(J)
liegen kann. Also muf ¢(z) > § oder y(z) > ¢ gelten. Das erste wiirde zu z ¢ N
fithren, was ausgeschlossen ist fiir z € N~. Schliefllich gilt also y(z) > ¢ fiir alle
ze€ N .DaL={z¢eN:y(z)> 6} ist L eine Umgebung fir N~ in N. Im Fall
eines Flusses gibt es noch folgende dritte Bedingung zu iiberpriifen:

fir alle z € N und t; > 0 mit ¢(z,t1) ¢ N existiert ein to € [0,t], so daB
&(z,[0,t0]) € N und ¢(z,ts) € L. Sei also z € N und ¢; so, daf ¢(z,t;) nicht in
N liegt. Es gilt also

p(z) <96 p(o(z,t1)) > 6
und und oder
V(z) <e v(d(z,t1)) > €.

Der Fall, bei dem ¢(¢(z,t1)) > 6 ist ausgeschlossen, da ¢(z) < § und ¢ fallt
entlang der Trajektorien. Es gilt also y(z) < € und y(¢(z,t1)) > €. Entweder
gilt schon y(z) > ¢ - dann kann man ¢, = 0 wihlen — oder y(z) < 4. In diesem
Fall, wendet man den Zwischenwertsatz fiir die stetige Funktion y(¢(z,.)) an,
und bekommt ein ¢y € [0, ¢;], so da8 y(¢(z,t9)) = 6. Es gilt wegen der Monotonie
von ¢ und v ¢(¢(z,t)) < 6 und y(P(z,t)) < 6 < ¢ fiir alle ¢t € [0, to]. Damit gilt
&(z,[0,t0]) € N und ¢(z,ty) € L.

Fiir den diskreten Fall lautet die letzte Bedingung, die eine Filtrationspaar erfiillen
muf}, f(L)Ncl(N\L) =0.Esgilt N\L={z €V : p(z) < §,v(z) < ¢&,7(x) < d}.
Daé < egilt,ist cd(N\L) ={z €V : p(z) < 6,7v(z) < 6} = H(5). Sei nun
f(z) € f(L). Daz € L, gilt y(z) > § > 0. Wegen der Monotonie von + gilt
v(f(z)) > y(z) = 4, also f(z) ¢ cl(N\ L). O

4.3 Resultat

Theorem 4.3.1 Sei ¢ : X X R — X ein Fluff auf dem metrischen, lokal kom-
pakten Raum X und f : X — X die Abbildung f = ¢(.,T). Sei (N, L) ein zu ¢
und f gemeinsam gehdrendes Index- bzw. Filtrationspaar.

Dann ist N/L ein Reprisentant des Conley-Indizes fiir den Flufi ¢ und der
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Conley-Index fiir die Abbildung f ist die Shiftiquivalenzklasse von [idy/L], der
Homotopieklasse von idyyr.

Dieses Theorem besagt insbesondere, daf§ der Conley-Index einer Stroboskopab-
bildung die Shiftdquivalenzklasse der Identitdt auf dem Conley-Index des Flus-
ses ist. Diese Indizes sind in diesem Sinne “gleich”, da sie sich nur durch eine
Standardkonstruktion unterscheiden, die an ihrem Inhalt an Information nichts
dndert. Man sieht dies am besten im folgenden Korollar:

Korollar 4.3.2 Sei f eine Stroboskopabbildung und S eine isolierte, invariante
Menge unter f. Dann ist der Homologie—Conley—Index von S gleich Idg,(n/r) fiir
alle i € Z, wobei H;(N/L) der i-te Homologiegruppe von N/L ist.

BEWEIS. von Theorem 4.3.1.

Wir wissen, dafl der Conley—Index nicht von der Wahl des Index— bzw. Filtrati-
onspaares abhingt. Sei also o0BdA (N, L) das Indexpaar fiir ¢ und Filtrationspaar
fiir f, die im Satz 4.2.1 konstruiert wurde. Sei 0 : N — N/L die Quotientenab-
bildung und h : N/L x [0,1] — N/L die Abbildung die durch:

hoe). s) = {o(gb(sT, z)) , falls o(z) # o(*)
o(*) , sonst
definiert ist. Wir werden zeigen, daf} h eine Homotopie zwischen fy,r) und Idn/L
liefert.
Als erstes zeigen wir, dafl h wohldefiniert ist:
Wenn o(z) # o(x), dann gehort  zu N \ L. Daraus folgt daB f(z) in N liegt,
weil (N, L) ein Filtrationspaar ist. Auflerdem mufl ¢(z, sT') auch in N sein fiir
alle s € [0,1]. Wére das nicht der Fall, giibe es ein s € [0, 1] mit ¢(z,sT) ¢ N.
Das bedeutet, dafl entweder ¢(¢(z,sT)) > 6 oder y(¢(z, sT)) > § ist. Der er-
ste Fall kann nicht auftreten: ¢ féllt entlang der Trajektorien, also folgt aus
e(z) < 6, daBl auch ¢(¢(z,sT)) kleiner als ¢ ist. Im zweiten Fall garantiert
uns die Wahl von ¢, da§ die Trajektorie von z in der Zeit [0,7] die Menge
V nicht verlaBt. v(é(z, sT)) ist also fiir jedes s € [0,1] definiert. Wir hétten
dann y(f(z)) = v(¢(2,T)) = v(é(z, sT)) > 0, was f(z) € N widerspricht. Also
¢(z, sT) € N fiir alle s € [0,1] und o(¢(sT,x)) macht Sinn fiir o(x) # o(x).
Als néchstes wollen wir die Stetigkeit dieser Abbildung iiberpriifen: Auflerhalb
von o(x) ist die Stetigkeit klar, weil es sich um die Hintereinanderausfithrung von
den stetigen Abbildungen ¢(sT,.) und o handelt. Im Fall, wo v = 0 ist, pas-
siert folgendes: L ist leer und o(x) isoliert in N/L, damit ist h an dieser Stelle
stetig. Sei nun (s,)nen € [0, 1]N eine Folge, die gegen s € [0, 1] konvergiert, und
(o(xy))nen eine gegen o(x) konvergierende Folge. Wir betrachten den Fall, bei
dem o(z,) # o(*) (das heiit z,, € N\ L) fiir alle n € N. Die Folge (z,)nen
zerfillt in konvergierende Teilfolgen, die gegen Element auas L konvergieren. Wir
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nehmen also oBdA z, — x € L an. Wie wir schon gesehen haben, folgt aus
z, € N\ L, ¢(z,,7T) € N fiir alle 7 € [0,1]. AuBlerdem gilt y(z,) < 6, weil
z, € N\ L, und y(z) > 0, weil z € L. Es muf} also y(z) = § gelten . Fiir
alle n € N gilt ¥(¢(zn, snT)) > v(zn) — 0. Da y(¢(@n, snT)) gegen y(¢(z, sT))
geht, ist y(¢(z,sT)) > 6 und damit gehort ¢z, sT) zu L. SchlieBlich gilt also
0(d(zn, snT)) — o(x), was die Stetigkeit von h beweist.

Nun gilt A(o(z),0) = o(x) und h(o(z),1) = fv,z)(o(z)) fiir alle o(x) € N/L. [

4.4 Ein Beispiel

Beispiel 4.4.1 FEine Abbildung, die keine Stroboskopabbildung ist:

Wir betrachten das diskrete, dynamische System auf R"*,das von f : ©x — —2x
erzeugt wird. Dieses System besitzt eine einzige isolierte, invariante Menge, und
zwar die Menge S := {0}. Jeder andere Punkt folgt einer Trajektorie die unbe-
schrinkt ist. Deswegen verlassen diese Trajektorien jedes Kompaktum. Fir die
Dimension d =1 bildet das Intervall N := [—1, 1] eine isolierende Umgebunyg fiir

S :

e Der Ursprung ist ein Fixpunkt fiir dieses System, und liegt im Inneren von
N, also int(N) D S C Inv(N).

e Die Trajektorie durch einen Punkt x # 0 ist (p)nez wobei z, = (—2)"z.
Fiir n geniigend grof ist ||z,|| = 2"||z|| > 1, also alle x # 0 gehdren nicht
zu Inv(N). Daraus folgt, dafy Inv(N) = S.

Als Filtrationspaar kénnen wir das Paar (N U L,L) wdhlen, wobei
L=[-%-1uLl:
o Die Exit—-Menge von N U L ist [— g, —Z] U [%, g} Die Menge L 1ist also
tatsdchlich eine Umgebung dieser Exit—Menge in N U L.

e FEs gilt f(L) = [-5,—2]U[2,5], also sind f(L) und N disjunkt.

In der Abbildung 4.2 wird die induzierte Abbildung auf dem Quotientenraum dar-
gestellt, die zu diesem Filtrationspaar gehért. Sei o : N — N/L die Quotien-
tenabbildung. Wir zeigen noch, dafi diese Abbildung homotop zu der Spiegelung
von X' an der Achse ist, die durch den Fizpunkt o(0) und den Basispunkt o(x)

lduft. Diese Spiegelung nennen wir s : ©' — 1. Dafiir betrachten wir folgende
Abbildung h:

0UxNUL/L — NUL/L
(t,0(z)) — {0(—(’5 +1)z) falls x ¢ LU {*}

o(*) sonst
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-1 z f(z)
= 0 T2
0
g Inur/o(z)

o(*)

Abbildung 4.2: Das Filtrationspaar (N U L, L) und die induzierte Abbildung auf
dem Quotientenraum N U L/L.

Diese Abbildung ist stetig und liefert eine Homotopie zwischen f(vur,r) und s.

Auferdem gehért die Identitdt nicht zu der Homotopieklasse von finur,r) und s.
Das haben wir schon in dem Beispiel 2.3.8 bewiesen. Damit wissen wir, dafl diese
Abbildung nicht aus einem Fluf$ stammt. Es gibt aber trotzdem Fille, wo man eine
n-te Wurzel ziehen kann, denn fir n ungerade ist ¢" = f, wobei ¢ : x — — /2.



Kapitel 5

Das n—te Wurzelproblem

In diesem Kapitel wollen wir die diskrete Conley—Index—Theorie auf das n—te
Wurzelproblem anwenden. Sei f : X — X eine Selbstabbilung eines metrischen,
lokal kompakten Raumes und sei F' := f" die n—te Potenz von f. Wir wollen
aus der Dynamik von F' Informationen iiber die Dynamik von f gewinnen. Wir
werden in diesem Kapitel zeigen, dafl der Conley-Index dafiir ein gutes Werkzeug
ist. In Féllen, in denen man die Conley-Indizes vergleichen kann, besteht eine
deutliche Beziehung zwischen dem Conley-Index von F' und dem von f. Um
dies zu sehen, miissen wir erst verstehen, wie die isolierten invarianten Mengen
beziiglich dieser beiden Abbildungen zusammenhéngen. Das werden wir in den
nichsten zwei Abschnitte sehen.

Dabei beschrinken wir uns auf den Fall, bei dem F' ein Homéomorphismus ist.
Es treten sonst Probleme wegen der Nichteindeutigkeit der Vorgeschichte auf. In
diesem Fall mufl f auch bijektiv sein. Durch jeden Punkt z € X lduft dann eine
eindeutige volle Trajektorie und zwar:

o (f*(x))rez ist die volle Trajektorie durch x unter f
o (F*(z))rez = (f™(x))rez ist die volle Trajektorie durch z unter F.

In diesem Kapitel wird es immer wieder ndtig sein, zu sagen, unter welcher Abbil-
dung (f oder F') man das System betrachtet. Deswegen schreiben wir fiir g := f
oder F"

e Inu(N,g) die maximale g—-invariante Menge, die in N liegt,
e h(S,g) der Conley—Index von S unter der Abbildung g,

o C.,(.,.) die Menge aller e—Ketten unter g, die in den angegebenen Mengen
verlaufen. Dabei ist der springende Punkt, dal die Ungleichung
d(g(zn), n+1) < € gelten soll (siehe Definition 3.1.6).

e N9 die Exitmenge von N unter g, das heifit {z € N : g(z) ¢ int(N)}.

67
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Wenn induzierte Abbildungen auf Quotientenrdumen auftauchen, meint man |,
zum Beispiel, mit f(} ;) eignentlich (fov,p)™

5.1 Isolierte, invariante Mengen: von f zu F

Satz 5.1.1 Se: S C X eine kompakte Menge. Falls S beziiglich f isoliert, inva-
riant ist, dann ist S auch beziiglich F' isoliert, invariant.

BEWEIS. Angenommen, die Menge S ist beziiglich f isoliert, invariant. Dann
besitzt sie eine kompakte isolierende Umgebung N und es gilt S = Inu(N, f).
Wir fithren den Beweis indirekt: falls S keine isolierte invariante Menge beziiglich
F wire, dann wiren insbesondere die e-Schlduche um S herum keine isolierenden
Umgebungen fiir S beziiglich F'.

Wir definieren fiir alle € > 0 die Menge

B.(S) :={z € N,d(z,S) < €}.

Die Menge S ist Teilmenge von int(B.(S)) und aus ihrer Invarianz unter f folgt,
dafl sie auch unter F invariant ist: Wenn fiir alle k € Z, f*(z) in S liegt,
dann gilt insbesondere f™*(z) € S fiir alle k € Z. Es gilt also auf jeden Fall
S C Inv(B.(S), F).

Falls B,(S) keine isolierende Umgebung fiir S ist, gibt es ein z(¢) € Inv(B.(S), F),
was nicht in S = Inv(N, f) liegt. Fiir alle ¢ > 0 gibt es also ein z(¢) mit:

1. fiir alle k € Z, F*(x(¢)) = f**(z(¢)) € B.(S)
2. es gibt ein k(e) € Z, so daB8 f*¢)(z(¢)) ¢ N.

Die euklidische Division von k(¢) durch n ergibt ein eindeutiges Paar
(¢,7(¢)) € Z x N mit k(¢) = ng+ r(e) und 0 < r(e) < n. Wir nennen y(e)
den Punkt F4(z(e)) = f™(z(e)). Wegen 1. liegt y(¢) in B.(S). Auflerdem liegt
frE(y(e)) = ¥ (x(e)) auBerhalb von N.

Jetzt lassen wir € gegen 0 gehen. Da fiir jedes € > 0 der Punkt y(¢) im e—Schlauch
um S liegt, hduft sich y(¢) bei S, wenn ¢ gegen 0 geht.

Bei den r(g) handelt es sich um natiirliche Zahlen zwischen 0 und n. Wenn ¢ gegen
0 strebt, hat r(e) also nicht nur Haufungspunkte, sondern zu jedem H&ufungs-
punkt r gibt es eine Folge (&,)pen, so da8 (7(ep))pen konstant wird, wenn p grof3
genug ist.

Wir wiahlen nun eine Nullfolge (g,), so daB8 (y(ep))pen gegen einen Punkt s € S
konvergiert und die Folge (r(e,)) konstant gleich r € {0,---,n — 1} wird, wenn
p grofl genug ist.

Da s in S liegt und S unter f invariant ist, liegt auch f"(s) in S. Dann gilt

A ((e),5) < d(F (). £(5))
< d(FD ), £ 6(E) +d(£ ), £19))
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Der Term d ( e (y(e,)), fr(y(ap))) wird Null, wenn p hinreichend grof ist, da

in diesem Fall r(e,) = r ist. Der Term d(fr(y(ep)),f’“(s)) geht gegen Null fiir

p — oo wegen der Stetigkeit von f7.
Das liefert aber einen Widerspruch, da alle f"(*»)(y(,)) auflerhalb von N liegen

P
und S im Inneren von N: Der Abstand d( e (y(e,)), S ) kann deswegen nicht

kleiner werden als d(ON, S) > 0.
Insgesamt haben wir bewiesen, daf} es ein ¢ > 0 gibt, fiir das der e-Schlauch um
S (geschnitten mit V) eine isolierende Umgebung fiir S beziiglich F ist. O

Dieser Satz besagt insbesondere, daf§i F' und f gemeinsame isolierte, invariante
Mengen haben. Diese gemeinsamen isolierten, invarianten Mengen sind die, bei
denen man hinterher die Conley—Indizes beziiglich F' und f vergleichen kann und
sind deswegen sehr wichtig.

5.2 Isolierte, invariante Mengen: von F' zu f

Wenn F' und f keine aus einem Flufl stammenden Stroboskopabbildungen sind,
kann man nicht mehr erwarten, daf ihre isolierten, invarianten Menge iiberein-
stimmen. In der Tat, wie man in dem folgenden elementaren Beispiel sieht, besitzt
F isolierte, invariante Mengen, die fiir f keine sind.

Beispiel 5.2.1 Wir betrachten eine Abbildung f : X — X, die einen
P—periodischen Orbit besitzt, P € N, P > 1. Dieser periodische Orbit ist be-
kanntlich invariant. Wir nehmen zusdtzlich an, daf dieser sogar isoliert invari-
ant ist. Sei F := f*, n € N, n > 1. Die Abbildung F besitzt dann ggT (n, P)
viele periodische Orbits der Linge m =: k. Falls {x1,...,zx} ein peridodi-
scher Orbit unter F ist, dann ist auch {f(x1),..., f(xk)} einer. Siehe dazu Abb.
5.1. Auflerdem setzt sich der urspringliche Orbit unter f aus den Orbits unter
n—1
F zusammen: |J f({z1,...,z1}) ist der Orbit unter f.
k=1
Dieses Beispiel mag sehr einfach sein, es liefert aber genau das Bild, das man sich
unter diesem Phidnomen vorstellen sollte: Wenn man eine isolierte, invariante
Menge unter F' hat, und sie unter f iteriert, bekommt man die Bestandteile einer
isolierten, invarianten Menge unter f. Wir werden dies in diesem Abschnitt in
Satz 5.2.5 genauer formulieren. Um diesen Satz beweisen zu kdnnen, miissen wir
noch etwas Vorarbeit leisten. Die folgenden drei Lemmata sind der Schliissel zum
Beweis.

Lemma 5.2.2 Sei S eine isolierte, invariante Menge unter F' und N eine isolie-
rende Umgebung fiir S beziiglich F'. Dann ist auch f(S) isoliert invariant beziglich
F und f(N) ist eine isolierende Umgebung fir f(S) beziglich F.
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Abbildung 5.1: P =6, n = 2.

BEWEIS. Unsere Voraussetzung lautet:

Wir wollen zeigen, dafl

S =Inv(N,F) C int(N).

f(8) = Inv(f(N), F) C int(f(N)).

Als Bild eines Kompaktums unter einer stetigen Abbildung ist f(N) kompakt.
Wir fangen mit f(S) C int(f(N)) an: Aus S C N folgt offensichtlich
f(S) C f(IN). Wir miissen also nur noch verifizieren, da§ f(S) den Rand von

f(IN) nicht schneidet.

F(S)NOF(N) = F(S)N [f(N) \int(f(N)]

= £8) N F) 0 [ime(F())]

Wenn diese Menge nicht-leer wire, dann wire wegen der Surjektivitdt von f ihr

Urbild auch nicht—leer:
I (#srnas))

(s
FHrs) ne (v
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0 (- (fri)])
f injektiv

SN leint(f—l(f(N)))}i

~
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Das steht im Widerspruch zu der Annahme, dafl IV eine isolierende Umgebung
fir S ist. Es gilt also f(S)Ndf(N) = 0 und damit f(S) C int(f(N)).

Nun kommen wir zur zweiten Behauptung f(S) = Inv(f(N),F). Die Menge
f(S) ist eine Teilmenge von Inv(f(N),F): jeder Punkt y € f(S) hat ein Ur-
bild x € S. Die Trajektorie (F¥(x))rez bleibt in S, also gilt fiir alle k € Z,
Fk(y) = F*(f(z)) = f(F*()) € f(S). Die F-Trajektorie durch y bleibt al-
so in f(S). Die Menge f(S) ist invariantunter F' und liegt in f(N), also gilt
£(8) € Inv(f(N), F).

Bleibt jetzt nur noch zu zeigen, dafi Inv(f(N),F) C f(S). Wieder verwenden
wir die Kommutativitidt von f und f* = F. Sei y € Inv(f(N), F). Firallek € Z
gehort F*(y) zu f(NV), also liegt f1(F*(y)) = F¥(f '(y)) in N und damit f!(y)
in Inv(N, F) = S. Deswegen gilt y € f(S). Insgesamt gilt Inv(f(N), F) = f(S).
U

Lemma 5.2.3 Seien S; und Ss isolierte, invariante Mengen eines diskreten, dy-
namischen Systemes g. Dann ist S; U Sy auch eine isolierte invariante Menge.

BEWEIS. Sei N; eine isolierende Umgebung fiir S; und N, eine fiir S;. Dann gilt
S1 = Inv(Np) Cint(Ny) und Sy = Inv(Ns) C int(Ny).
Wir behaupten, dafl es ein ¢ > 0 gibt, so dafl der e-~Schlauch um S; U S, eine
isolierende Umgebung fiir S;U.S; bildet. Wie vorhin definieren wir die kompakten
Mengen

BE(SZ) = {CL’ S Ni,d(l', Sz) < 6} , 1€ {1, 2},

Bs(Sl U 52) = {33 e NjuU Nz, d(x, S; U 52) < 8} = Be(Sl) U BS(SQ)
Fiir alle € > 0 gilt offensichtlich:

Sl U 52 Q mt(Be(Sl U 52)),

auflerdem ist S; U S, invariant, also gilt S; U Sy C Inv(B(S1 U Sz)).
Angenommen, keine der Mengen B, (S;USs) wire eine isolierende Umgebung fiir
S1U Sy, dann wire S; U Sy 2 Inv(B.(S; U Sy)), dann existiert zu jedem € > 0
ein z(e) so dafl folgendes gilt:

e Es existiert eine volle Trajektorie (z(¢)g)rez durch z(e), die fiir alle k € Z
n Bs(Sl U Sz) hegt

e Fiir jede volle Trajektorie durch z(e) gibt es ein ki(e), so dafl diese sich
zum Zeitpunkt k;(g) € Z auflerhalb von N; befindet (sonst wire ja z(¢) in
S1)-

e Fiir jede volle Trajektorie durch z(e) gibt es ein kq(e) € Z, so dafl diese sich
zum Zeitpunkt ky(e) auBerhalb von N befindet (sonst wire ja z(e) in Sy).
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Es gibt also einen Zeitpunkt k'(¢) € Z, bei dem die Trajektorie (2(&)g)xez sich in
B.(S1) befindet und im néchsten Schritt die kompakte Umgebung N; verlafit,
oder einen Zeitpunkt k”(¢) € Z, bei dem die Trajektorie (z(¢)g)rez sich in
B.(S2) befindet und im néchsten Schritt die kompakte Umgebung N, verlifit
(oder anders: k'(¢) ist ein Zeitpunkt, bei dem diese Trajektorie von B.(S;) zu
B.(S3)\ Ny springt; k" (¢) ist ein Zeitpunkt, bei dem diese Trajektorie von B (Ss)
zu B.(S1) \ N2 springt). Fiir jede Nullfolge (g,)pen tritt der eine oder der andere
Fall unendlich oft auf. OBdA gibt es eine Teilfolge (ep,,)men, fiir die gilt:

1. w(gpm)kl(epm) - Bs(Sl)

2. x(gpm)k’(spm)+l = g(a:(gpm)kl(spm)) ¢ Nl

3. Die Folge (x(ep,, )k'(c,,,))men konvergiert gegen einen Punkt s € S; (wegen
der Kompaktheit von N; und d(z(gp,,), S1U S2) < &p,,)-

Der Punkt s liegt in .S; = Inv(Ny, g), also gilt g(s) € S; ebenfalls.

Sei (Ym)men die Folge mit ym, = z(ep,, )k(c,,), die gegen s konvergiert. Wegen
2. gilt fiir alle m € N, g(ym) ¢ N1. Da g stetig ist, geht (9(ym))men gegen g(s)
wenn m gegen unendlich geht, und g(s) € cl(Nf) = Nf U ON;. Also auf jeden
Fall g(s) ¢ Sy C int(Ny), was im Widerspruch zu der vorherigen Schlufifolgerung
steht.

Es gibt also tatsdchlich ein € > 0, so dafl B.(S; U S) eine isolierende Umgebung
fiir S; U Sy bildet. O

Lemma 5.2.4 Sei S eine invariante Menge unter F' = f™ und [, m € Z. Dann
gilt:

I=m (modn)= fY(S)=f"(S)
BEWEIS. Nach Voraussetzung gibt es eine kompakte Menge N, so daf
S = Inv(N,F) C int(N) und eine Zahl k € Z, so dal [ — m = kn. Sei
r € fi(S)und y = f~!(x) € S. Wegen der Invarianz von S beziiglich F, gilt
F*(y) € S. Daraus folgt :

fm(FE ) = 7 (FM)
= (™)
= f'y)
= T
Damit gilt z € f™(S) und schliellich f!/(S) C f™(S). Aus Symmetriegriinden
gilt auch die Gleichheit. O

Dank der Lemmata 5.2.2, 5.2.3 und 5.2.4 kénnen wir jetzt den folgenden Satz
formulieren und beweisen:
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Satz 5.2.5 Sei S eine isolierte, invariante Menge beziiglich F' = f™. Dann ist

n—1
U fYS) eine isolierte invariante Menge beziiglich f.
1=0

Bemerkung 5.2.6 Kennt man alle isolierten, invarianten Mengen unter F', hat
man nach diesem Satz theoretisch Zugang zu allen isolierten, invariante Mengen
unter f. Betrachtet man ndmlich eine isolierte, invariante Menge unter F', kann
man folgendes sagen:

e entweder war diese Menge schon unter f isoliert, invariant,

e oder diese Menge vereinigt mit bestimmten anderen unter F' isolierten, in-
varianten Mengen erqibt eine unter f isolierte, invariante Menge.
Gabe es eine isolierte, invariante Menge unter f, die in dieser Vereini-
gung echt enthalten wire, wiirde sie nach Satz 5.1.1 als isolierte, invariante
Menge unter F' vorkommen.

So lassen wir keine unter f isolierte, invariante Menge aus.

Bemerkung 5.2.7 Nun noch ein paar Worte zum Beweis. Dank des Lemmas

n—1
5.2.4 kommen in der endlichen Vereinigung |J f'(S) bereits alle Iterationen der
1=0

Menge S unter f vor. Wir wissen nach Lemma 5.2.2, daf8 jede Menge f'(S) unter
F isoliert, invariant ist, und nach Lemma 5.2.3, daf8 diese endliche Vereinigung
isolierter, invarianter Mengen wieder isoliert, invariant ist. Lassen wir eine dieser
fY(S) aus, kommt aber nicht unbedingt eine isolierte, invariante Menge beziiglich
f daber heraus.

BEWEIS. von Satz 5.2.5

Sei N eine isolierende Umgebung fiir S beziiglich der Abbildung F'. Das heifit,
N ist kompakt und es gilt S = Inv(N,F) C int(N). Nach Lemma 5.2.2 ist
f4(9) eine isolierte, invariante Menge mit isolierender Umgebung f!(N) fiir jedes
1 € {0,...,n—1}. Wie vorhin beniitzen wir folgende Notation, fiir den e-Schlauch
um f!(S) geschnitten f'(N):

B.(f1(S)) := {z € f(N),d(z, f/(S)) < e}, wobei l € {0,--- ,n — 1}

n—1
Wir behaupten jetzt, dafl es ein € > 0 gibt, fiir das |J B.(f'(S)) eine isolierende
1=0

n—1
Umgebung fiir |J fY(S) beziiglich f bildet.
1=0

Dafiir wird erstmal das Lemma 5.2.2 auf S, f(5),... angewendet: Die Mengen
fY(S), 0 <1 < n—1 sind alle isoliert, invariant beziiglich F' mit isolierender
Umgebung f!(N).

Mit Hilfe des Lemmas 5.2.3 und seines Beweises gilt dann weiter, daf
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n—1
U fUS) eine isolierte, invariante Menge unter F ist, und fiir ein ¢ > 0,
1=0

n—1
U B:(f%(9)) eine isolierende Umgebung beziiglich F' bildet. Wir wissen also nun,
1=0

daf fiir ein € > 0

int(UBg(f’(S))) > U o) - fnv(UBgu’(s»,F),

gilt und wollen zeigen, dafl
n—1 n—1
U £(8) = o ( | B£(9)), £)
1=0 1=0
gilt.
n—1 n—1
Die Inklusion Im)( U Bg(fl(S)),f) C Im)( U Be(fl(S)),F) zeigt man fol-
=0 =0
n—1
gendermaflen: sei z € Inv( U Bg(fl(S)),f). Das heifit, dafl die Trajektorie
1=0
n—1
(f*(z))rez durch z unter f in der Menge |J B.(f'(S)) liegt. Dann gilt auch
1=0
n—1
(fr*(@))rez = (F*(@))rez € U B:(fY(S)). Anders ausgedriickt liegt die volle
1=0
n—1
F-Trajektorie durch z in der Menge |J B.(f!(S)) und damit in ihrer maximalen

=0

n—1
F—invarianten Menge |J f'(S). Deswegen gilt

Inv(UBe(fl(S))af) - nL__jfl(S)-

n—1 n—1
Kommen wir nun zur Inklusion J f/(S) C Im)( U Bg(f’(S)),f). Sei dazu
1=0

=0

n—1
r € | fYS). Wegen der F-Invarianz dieser Menge ist fiir alle k € Z,
1=0
n—1
Fk(z) = f ™ (z) in | fYS). Sei m beliebig aus Z. Unser Ziel ist zu zeigen,
1=0

n—1
daB f™(x) in |J B.(f(S)) liegt. Durch Division von m durch n erhalten wir ein
1=0

eindeutiges Paar (¢,7) € Z x N, so dal m = gn + r und 0 < r < n. Es gibt ein
1€{0,---,n— 1}, so daB f™(z) in fY(S) liegt. Damit liegt f™(z) = fr(f™(x))
in frt(S). Da S unter F invariant ist, kénnen wir das Lemma 5.2.4 anwenden
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n—1
und erhalten, dal f™(z) ein Element aus |J f'(S) ist. Damit gilt automatisch
1=0

n—1 n—1
f™(z) € U B:(f'(9)). Die volle f-Trajektorie durch z liegt also in |J B.(f*(S)),
1=0 1=0
n—1
und damit liegt z in Inv(J B.(fY(S)), f)-
1=0

n—1 n—1
Wir haben insgesamt bewiesen, dafi |J f!(S) = Inv( U Bs(f’(S)),f). O
1=0 1=0

5.3 Vergleich von h(S, F) und h(S, f)

Wir wissen nun, dafl unsere zwei diskreten, dynamischen Systeme f und F' = f"
gemeinsame isolierte, invariante Mengen haben. Es besteht zwischen dem Conley—
Index von S beziiglich F' und dem beziiglich f folgender Zusammenhang:

Theorem 5.3.1 Sei X ein metrischer, lokal kompakter Raum und f : X — X
ein Homéomorphismus auf X und F = f". Sei S eine Menge, die sowohl unter
f als auch unter F isoliert, invariant ist. Dann ist h(S, F), der Conley-Index
von S beziglich F, gleich der n—ten Potenz von h(S, f), dem Conley-Indezx von
S beziiglich f. Oder kurz:

h(S, ") = (h(S, f))"

BEWEIS. Um dies zu beweisen, werden wir fiir jedes System ein Filtrationspaar
geschickt wihlen — (N, L) beziiglich f und (N', L') beziiglich F' — und zeigen dann,
daf f(’}\,, 1) und F(nr 11y shift-dquivalent sind. Zusammen mit der Bemerkung 3.5.2
beweist dies unser Theorem.

Der Beweis besteht aus den folgenden Schritten:

1. Konstruktion von (N, L) und N’

2. Wie lange dauert die “Reise” von N'~F zu N~/?
3. Konstruktion von L'

4. Definition von s: N'/L' — N/L

5. finpyos=soFuy: N'/L' = N/L

6. Punkte, die N nie verlassen

7. Punkte, die lange in N bleiben

8. Die anderen Punkte
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9. Definition von r: N/L — N'/L'
10. ro f(’;v,L) = Finigyor: N/L — N'/L
11. Die Zeitverschiebung

1. Konstruktion von (N,L) und N’

Sei M eine isolierende Umgebung fiir S beziiglich F'. Dann gibt es nach Lemma
3.1.8 und Satz 3.2.7 ein Filtrationspaar (N, L) fiir S beziiglich f mit N C M.
Die Menge cl(N \ L) enthilt dann S in ihrem Inneren und ist kompakt. Nach
Lemma 1.2.9 ist dann c¢l(N \ L) eine isolierende Umgebung fiir S beziiglich F'.
Wir wihlen & > 0 so klein, da N’ := cl(C.r(cl(N \ L), S)) (wobei man mit
dem Index F' “c—Kette beziiglich F” meint; diese Menge wird in 3.1.6 definiert.)
folgende Bedingung erfiillt:

n—1
N'NFHN') C () F7H()
k=1

Diese Bedingung garantiert: wenn z und F(z) in N’ liegen, verldsst die
f-Trajektorie durch z inzwischen N nicht. Fiir ein solches z und alle p € {0, ...,n}
gilt dann fP(z) € N. Diese Wahl von ¢ ist méglich wegen der Kompaktheit von
N, der Stetigkeit von f und des Lemma 3.1.8.

2. Wie lange dauert die “Reise” von N’ ¥ zu N~/?

Bevor wir im Schritt 3 das Filtrationspaar (N, L') zu Ende konstruieren, miissen
wir uns versichern, daf8 die “Reise” von N'~¥ zu N~ nicht beliebig lang dauern
kann. Dazu beweisen wir, dafl jede Vorwértstrajektorie durch einen Punkt aus
N'=F in der Menge N~/ hereinlduft und daf§ es eine Zahl k£ € N gibt, so daf alle
solche Trajektorien vor dem Zeitpunkt k& die Menge N ~erreicht haben.

Sei # € N'~F. Angenommen f*(z) € N gilt fiir alle & € N. Diese Annahme
werden wir zu einem Widerspruch fithren. Nach Lemma 1.2.11 liegt dann die
w-Limesmemge w¢(x) von x beziiglich f in S. Also gilt auch

wr(z) Cw(z) C S Cint(N').

Deswegen finden wir ein p € N mit FP(z) € int(N').

Wir hatten z € N'=F gewihlt, das heifit F(z) ¢ int(N'). Wir zeigen jetzt, daf
unsere Annahme zu einem Widerspruch zu F(z) ¢ int(N') filhrt. Dabei wieder-
holen wir die gleiche Konstruktion wie im Beweis vom Satz 3.4.3. Eine passende
Abbildung dazu wire 3.3, wenn man einige Punkte richtig umnennt.

Nach Lemma 3.1.7 gilt int(N') = C. p(cl(N \ L), S). Die Stetigkeit von F' liefert
ein § > 0, so daB fiir alle y € X folgt d(F(z), F(y)) < € aus d(z,y) < §. Da x
in N' liegt, gibt es in jeder Umgebung von z Elemente aus C. p(cl/(N \ L), S).
Wir wihlen & aus C, p(cl(N\ L), S) mit d(z, &) < min{d, e} und {&}_p<i<p €ine
e-Kette durch z;, in c/(N \ L) von S zu S.
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Auflerdem hatten wir FP(z) € int(N') = C.p(cl(N \ L), S), also gibt es eine
e—Kette {xi}_m<i<m durch FP(z) in c/(N \ L) von S zu S.

Nach der Annahme, dafi f¥(z) € N fiir alle £ € N gilt, sind insbesondere
F(z),F*(z),--- ,FP7'(z) in N enthalten. Daher kann keines dieser F(z) in L
sein, sonst wire der Rest der f-Trajektorie in L wegen der dritten Filtrations-
paareigenschaft und FP(z) kénnte dann unmdglich in int(N') C cl(N \ L) sein.
Es gilt also F(z), F*(z),--- ,FP7'(z) € cl(N \ L).

Nun konstruieren wir eine e-Kette durch F(z) in c/(N \ L) von S zu S:

Wir folgen die e-Kette {&}_p<icp von £_p € S bis &.

e Dann springen wir zu F(z), F?(z),--- , FP(z).

Weiter folgen wir die e-Kette {xi}_m<i<m von xo = FP(z) bis x,m € S.

e Nun miissen wir noch am Anfang oder am Ende verldngern, je nachdem ob
p oder m grofler ist. Es ist aber kein Problem da ¢, € S, xp, € S und S
invariant unter F' ist.

Dies liefert wirklich eine e-Kette: Bei dem Sprung von & zu F(z) haben wir
wegen der Wahl von &, die Ungleichung d(F(&), F(z)) < € und sonst sind die
Ungleichungen einer e-Kette trivialerweise erfiillt.

Die Existenz dieser e-Kette durch F(z) in ¢/(N \ L) von S zu S widerspricht
F(z) ¢ int(N'). Dies beweist, dafi zu jedem z € N' ¥ ein p(z) € N existiert mit
fP@)(z) ¢ N und zwar p(z) > 1,daz € N'~¥ C N' C N.

Da N¢ offen ist, gilt in einer offenen Umgebung U, von z € N’ daf f7(®)(y)
nicht in N liegt fiir alle y € U,. Fiir ein I < p(x) — 1 ist fY(y) in N/, da die
Trajektorie durch y die Menge N durch ihre Exitmenge N~/ velidfit. Die Menge
N'-F ist aber kompakt: aus der Uberdeckung

U Ua; 2 NI—F
zEN'-F
gibt es eine endliche Teiliiberdeckung
N | JUs
i=1

Es liefert ein k € N, k := max{p(z;)—1:4=1,...,7}, so daB8 zu jedem z € N' F
es ein k(z) € {0,...,k} mit f¥@(z) € N7 gibt. Anders ausgedriickt gilt die
Inklusion

k
N'-F C U FN.
=1
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Aus technischen Griinden wollen wir fiir £ ein Vielfaches von n haben: oBdA
k = np, sonst wahlt man k£ eben grofler und die obere Inklusion bleibt richtig.
Die Reise von N'~F zu N~/ dauert hochsten bis zum Zeitpunkt k.

3. Konstruktion von L'

Nun miissen wir noch eine geniigend kleine kompakte Umgebung L' von N —%,
der Exitmenge von N’ beziiglich F', aussuchen, damit (N’, L) ein Filtrationspaar
fiir S beziiglich F' wird (siehe Satz 3.2.7).

Die Menge L ist eine Umgebung von N~/ in N, also kann man fiir L’ eine so
kleine Umgebung von N'~¥ wihlen, daf gilt

Dazu beniitzen wir das Argument, daf§ f im Kompaktum N gleichmaéssig stetig
ist. Insgesamt haben wir also, dafl es fiir alle z € L' ein k(z) € {0,...,k} gibt
mit f*((z) € L.

4. Definition von s: N'/L' — N/L

Seien p; : N — N/L und p; : N' — N'/L' die Quotientenabbildungen. Nun
definieren wir die Abbildung s : N'/L" — N/L durch:

s(p2(2)) = f{n,)(P1())

Als erstes beweisen wir, dafl diese Abbildung basispunkterhaltend ist: sei z € L/,
das heifit po(z) = pa(*) und sei k(z) < k das Minimum von {p € N: fP(z) € L.
Es gilt dann

FE (1 (2))
f(kj\(ﬁ) (p1(z))
f(kN,L) (p1(z))

Wir bemerken auch, dafi s(p2(x)) nicht vom Représentant z abhidngt: Nur fiir
x € L' enthilt py(z) mehr als ein Element, und f ;) (p1(§)) = pi(+) fiir alle
€ € pa(z). Die Abbildung s ist also wohldefiniert.

Als zweites beweisen wir, dafl diese Abbildung stetig ist:

pi(fF@7Y(z)) £ pi(x)  da fAE) 1(33) EN\L
pi(f@(z) =pi(x)  da fHO)(2) €
p1(*) da k> k(:z:)

o Auf (N'/L') \ {p2(x)}: diese Menge kann man mit N'\ L' C N \ L identifi-
zieren. Die Stetigkeit folgt dann aus der Stetigkeit von p; und fiw 1)

e An der Stelle py(*): wir haben k so gewdhlt, dal die Stetigkeit gew&hrlei-
stet ist. Sei ndmlich (pa(zy,))nen eine Folge aus(N'/L') \ {p2(*)}, die gegen
po(*) konvergiert. Es bedeutet, dafl sich die Folge (z,)nen € N'\ L' ge-
gen L' hiuft. Fiir jede konvergierende Teilfolge z,, — = € L' gibt es ein
k(z) < k mit f*@(z,,) — f*@(z) € L. Nach Definition von fy,r), gilt
Ty (P1() = pr(5):
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5. fixpyos=soFupy: N'/L' = N/L

Nun wollen wir iiberpriifen, ob die Gleichung f("N7 )08 =50 Fine,pry erfiillt ist.
Dafiir erst eine Bemerkung Uuber die Bedingung N' N F~'(N") C i, f~*(N),
die wir an N’ gestellt hatten: Sei € N’ mit ps(z) # pa(x), das heifit z € L'.
Dann gilt z € N’ und F(z) € N, da (N',L') ein Filtrationspaar beziiglich F
ist. Nach der oberen Bedingung gilt {z, f(z),..., f"(z)} C N. Keines der f(z),
i € {0,...,n}, kann in L nach der dritten Eigentschaft eines Filtrationspaar
sein: Sonst kénnte f™(x) nicht in N’ C ¢l(N \ L) zuriickgekehrt sein, ohne davor
N verlassen zu haben. Daraus folgt f(iN’L)(pl(w)) # p1(*) fir alle £ € N' mit
pa(z) # po(*) und alle 7 € {0,...,n}. Insbesondere gilt, nach Definition von

fovny: finpy(pi(2)) = p1(f"(2)) fiir alle 2 € N' mit py(z) # p2(*). Deswegen gilt
folgende Gleichung:

fivgy o sr@) = fingy o fivp (@)
= f(kN,L) © f(nN,L) (pl(:v)
_ {pl(*) falls pa(z) = pa(*)

f(kN,L) (p1(f"(z)) ,sonst

Andererseits gilt:

so o 2 = s(p2(*)) Jfalls pa(z) = pa(*)
F(N L )(pZ( ) {S(F(N’,Ll)(pz(w)) = s(po(f*(z))) ,sonst

_ {Pl(*) Jfalls pa () = pa(*)
f(kN,L) (p1(f™(x))) ,sonst

Also stimmen tatsédchlich f(”N, £)°s und so Fyr 1) iiberrein. Damit ist der Schritt
5 zu Ende.

Nun wollen wir eine geeignete Abbildung r : N/L — N'/L' konstruieren.
Dafiir machen wir erst folgende Uberlegungen:
Die Menge N besteht aus Punkten z, die eine dieser zwei Eigenschaften haben:

1. Die f—Vorwirtstrajektorie durch x bleibt in V.
Daraus folgt nach Lemma 1.2.11 ws(z) C S C int(N'), also existiert es
ein p(z) € N, so da} fP(z) € int(N') fiir alle p > p(x). Oder

2. Die f-Vorwirtstrajektorie durch x verldsst N.

Ein Punkt kann nicht gleichzeitig die Eigenschaften 1 und 2 haben!
6.Punkte, die N nie verlassen
Wir definieren fiir jedes x € N mit der Eigenschaft 1

k(z) = min {p(z) € N : fP(z) € int(N') fiir alle p > p(z)}.
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Wir werden indirekt Zeigen, daf {k(z) : & € N;} beschriankt ist. Das heifit
folgendes: Die Punkte, die N nie verlassen, haben nicht beliebig viel Zeit, bevor
ihre f-Vorwirtstrajektorie in int(N') “gefangen” wird.Sei N; die Menge aller
Punkten aus N mit der Eigenschaft 1. Die Annahme

sup {k(z): 2 € N1} = +o0

fiilhrt zu einem Widerspruch: es gidbe dann eine Folge (z,)neny in N; und
k(z,) > n+1 fiir allen € N, das heifit fP(z,) ¢ int(N') fiir alle p < n. Da N kom-
pakt ist, besitzt (z,)nen eine konvergierende Teilfolge (2, )ren — z. Weiter kon-
vergiert die Folge (f?(z,,))ren gegen fP(z) fiir alle p € N. Da fP(z,,,) ¢ int(N')
fir alle p < ny, gilt fP(z) ¢ int(N') fiir alle p € N. Die f-Vorwértstrajektorie
durch einen solchen Punkt z kann nach Lemma 1.2.11 nicht in N bleiben, da sie
sich sonst gegen S C int(N') hiufen miisste. Es gibt also ein [ € N mit f!(z) ¢ N.
Fiir k grof§ genug ist aber z,, so nah an z, daf auch f'(z,,) ¢ N gilt. Dies ist
ein Widerspruch zur Eigenschaft 1. Es gilt also sup {k(z) : z € N1} < +oo0. Wir
definieren K als das kleinste Vielfache von n, das gréfier als sup {k(z) : € Ny }
ist.
Wir behaupten, dafi N; abgeschlossen ist: sei (z,,)nen eine gegen x konvergierende
Folge, mit z, € N; fiir alle n € N. Gédbe es ein p € N mit fP(z) ¢ N, wiirde auch
fP(zy,) ¢ N fiir n grofl genug gelten. Das widerspricht aber z,, € Nj.
7. Punkte, die lange in NV bleiben
Die Abbildung fX* ist stetig, also ist die Menge f %:(int(N')) N N offen in N
und bildet eine in N offene Umgebung der abgeschlossenen Menge Nj: fiir alle
z € N; gibt es ein k(z) < K; mit f*(z) € int(N') fiir alle k& > k(z), also insbe-
sondere fiir £ = K. Daher existiert ein ¢’ > 0, so daf} der offene 6’—Schlauch um
Ny, {z € N :d(z, N;) < &'}, in f~%1(int(N')) N N enthalten ist. Diese Inklusion
stimmt auch fiir jeden §—Schlauch um N; mit § < §'.
Es gilt d(Ny, L) > 0, da die Mengen L und N; disjunkt sind (sieh zum Beispiel
die Eingenschaft 3 der Definition eines Filtrationspaares und Lemma 1.2.11) und
als abgeschlossene Teilmengen eines Kompaktums kompakt.
Wegen der gleichméssigen Stetigkeit von f auf dem Kompaktum N gibt es zu je-
dem [ € {0,...,K; + k} ein 6, > 0, so da fir alle z,y € N folgt
d(f!(z), f'(y)) < 3d(N1, L) aus d(z,y) < &.
Wir definieren nun
6 := min{d’, &y, ..., 0k, }

und

Ny :={z € N :d(z,N;) <6} C f M (int(N')) NN
Diese Wahl von ¢ garantiert uns folgende Eigenschaft: Wenn z in N, liegt, findet
man fiir alle I € {0,...,K; + k} ein £ € Ny mit d(z,£) < §;. Dann ist nach
Definition von N; f!(€) wieder in N; und d(f'(z), f'(€)) < 3d(Ny, L). Nun ist

d(Ni, L) < d(f'(€), L) < d(f'(€), f(2)) +d(f'(z), L).
—_—

<1d(Ny,L)
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Daraus folgt d(f(z),L) > 31d(N,L) > 0, also gilt fl(z) ¢ L fiir alle
Il € {0,...,K; + k}. Die Menge L enthilt aber die Exitmenge von N: die
f-Trajektorie durch = kann daher die Menge N zwischen die Zeitpunkte 0 und
K + k nicht verlassen. Insgesamt gilt also fiir alle z € Ns

o fX1(z) € int(N') und
o fi(z) € N\ L fir alle l € {0,..., K, + k}.

8. Die anderen Punkte

Nun ist NV \ N, abgeschlossen und daher kompakt. Alle Punkte aus N \ N; haben
die Eigenschaft 2, das heiflt ihre f-Vorwértstrajektorien verlassen N: fiir alle
x € N\ N, gibt es ein p(z) € N mit fP(®)(z) ¢ N. Wir zeigen in diesem Schritt,
daf} es nicht beliebig lange dauert, bevor diese Trajektorien durch den Exit—set L
aus der Menge N herausgehen. Dafiir beniitzen wir ein Kompaktheitsargument.
Sei nun x € N mit der Eigenschaft 2 und p(z) € N mit fP(®)(z) ¢ N. Die Menge
L enthilt die Exitmenge N~/ von N, also mufl es ein 0 < I < p(x) geben mit
f'(x) € L. Wir nennen k(x) das Minimum von allen solchen 1.

Da N¢ offen ist, gibt es zu jedem solchen z eine offene Umgebung V,, von z, so
daB fP@)(y) ¢ N fiir alle y € V,. Dann gilt

N\MC |J V.

zEN\N2

Die Menge N \ N, ist kompakt, also existiert eine endliche Teiliiberdeckung

N\NszTJVw“

i=1

wobei z; € N\ Ny, i = 1...,7,. Sei K, das kleinste Vielfache von n grofler als
max {p(x,) i=1,.. .,r}, und P, € N, so dafl K3 = nP,. Dann gibt es zu jedem
z € N\ N, ein k(z) € N, k(z) < K,, mit f¥@)(2) € L.

9. Definition von r : N/L — N'/L’

Nun definieren wir K := max{K;, K»}. Fiir ein P € N gilt K = nP, da wir schon
fiir K o Vielfache von n gewéhlt hatten.

Nun haben wir alle Zutaten, um r : N/L — N'/L' zu definieren : fiir alle
p1(z) € N/L setzen wir

FEP (py(FPi(z))) falls z € Ny

r(pi(z)) = (V*,L1)
(p1(2)) {pz(*) fallsz € N\ N,

Kurz gesagt: r “wartet” darauf, da} die F'-Trajektorien durch z € N in der
Menge N’ kommt und wendet dann F(n: 1) an, bis insgesamt der Zeitpunkt P
erreicht ist.
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Wenn z € N liegt, gilt r(p:(z)) = F(I;VT’IZI,)(m(FPI (z))) = po( FF(x)).

Diese Abbildung ist basispunkterhaltend: als erstes bemerken wir, daf§ L in N\ N,
enthalten ist. Damit ist es klar, da8 gilt 7(p;(*)) = pa(x).

Diese Abbildung ist wohldefiniert: f¥(z) = F(z) liegt in int(N') fiir alle
r € Ny, so daB po(FFi(z)) Sinn macht. AuBerdem hiingt r(p;(z)) nicht vom
Représentant z ab, da p;(z) = {z} genau dann wenn z ¢ L und fiir alle z in L
ist das Bild durch r gleich ps(x).

Nun zur Stetigkeit von 7. Da N \ N, abgeschlossen ist, reicht es folgende Uberle-
gung: Sei (z;);en eine Folge in Ny, die gegen € N \ N, konvegiert — und damit
auch (pa(z;)) — po(z). Wir hatten schon in Schritt 8§ eine offene Uberdeckung
von N \ N, konstruiert: N\ Ny C |JI_; V,,. Also gibt es ein ¢ € {1,...,7} mit
x € Vy,.

Fiir [ grofi genug ist auch z; in V,,. Nach Konstruktion gilt fiir ein p(z;) < K»
fP@)(z;) ¢ N. Insbesondere liegt fP)(z;) nicht in N'.

Die Euklidische Division von p(z;) durch n liefert ein ¢ € N mit
gn < p(x;) < (g+ 1)n. Wegen der Bedingung N' N F~Y(N') C (i_; f*(N) , die
wir in Schritt 1 an N’ gestellt hatten, kann nicht F?(z;) € N’ und F@+V(z;) € N’
gelten. Eins von beiden liegt also nicht in N’ und insbesondere nicht in int(N').
Die F-Trajektorie mufl davor in der Exitmenge N'~¥ C L' gewesen sein: es exi-
stiert ein k(z;) < ¢ mit F*¥®) () € N'=F C L'. Es gilt

k(z)n < gn < p(x;) < Ky = nPs,

also k(z;) < P

Auflerdem ist k(z;) groBer gleich P;: wenn nicht, leiten wir einen Widerspruch
her. Aus z; € N, folgt F¥'(z;) = f¥1(z;) € int(N'). Es gilt k(z;) + 1 < P, nach
Annahme und man kann durch F*®)+1(z;) eine e-Kette in cI(N \ L) von S zu S
konstruieren (dieser Argument wurde vorher im Beweis schon ausgefiihrt, siehe
Schritt 2), was Fk@)+1(z;) ¢ int(N') widerspricht.

Insgesamt gilt P, < k(x;) < P, und F*@)(z;) € L', also

r(pa(@)) = Flvn g (2 (F™ (@) = pa().
Es beweist die Stetigkeit von 7.
10. ro ng,L) = F(NI7LI) or: N/L — N’/LI
Die obere Gleichung wollen wir nun zeigen. Sei p;(z) € N/L.
Erst bemerken wir, dafl aus 0 # K; = nP; folgt K; > n.
Wir rechnen erst fiir den Fall z € N:
Es gilt f%(z) € nt(N') und fY(z) in N\ L fir alle | < n < K.
Deswegen gilt :

Tof(nN,L)(pl(x)) = T

Il
<
=
=
—~
o
—~
8

)
Flu (pa(FP i (z)))  falls F(z) € N,
pa(*) , falls F(z) € N\ N,
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Da z € Ny, gilt FP(z) € int(N'), also po(FP(z)) = Fine 1 (F™ (x)). Daher

ro finn(pi(z)) = {F(};Vl}zl')ﬂ(pﬂFPl(m))) , falls F'(z) € N

(%) , falls F(z) € N\ N,

Wenn F(z) in N\ Ny liegt, gilt aber auch F/i 75" (p2(FP (2))) = po(*) : Es
existiert k(F(z)) < Ko mit f*FE)(F(z)) = fAEE)+7(z) € L. Es muB dann
K, < k(F(z)) +n < Ky + n gelten, da ¢ € N,. Die euklidische Division von
k(F(z)) + n durch n ergibt ¢(x) mit Kl < q( )n < (g(z) +1)n < Ky +n. Wegen
der Bedingung N' N F}(N') C NiZ; f *(N), die wir an N’ gestellt hatten,
mufl F9®)(z) oder FI(®)+1(z) auﬁerhalb von int(N') liegen. AuBlerdem folgt aus
K; = nP;, 1 = 1,2, folgende Ungleichung: P; < q(z) < g(z) +1 < P, + 1. Da
FFi(z) in int(N') liegt, mufl es zwischen P; und P, + 1 < P + 1 ein [ geben mit
F'(z) € N'-F C L'. Also wie vorhergesagt

FP-Pitl(p (0P, FPH= 0 (B 2))) = po(%).
wrry (2(F7(2))) = Fiyr gy (p2(F"(2))) = pa(*)
:pz(*)
Es gilt also 7 o f(y 1, (p2(z)) = F(IJDV, Izl,;Ll(pg(Fpl (z))) fiir alle z € Ns.
Fiir x € N, gilt auflerdem
Fivpyor(p(@) = Fivmn(Fiyr iy (p2(F7 (2))))

Fiygy (p2(F7(2))).

Fintpyor(pu(z)) und ro fiv (p1(z)) stimmen fiir x € N iiberrein.

)
Falls z eN \ N2, gllt F(Nl L") e} ’I"(pl(.'lf)) = NI Ll)(pz( )) p2(*)
Auflerdem gibt es ein mlmmales k(z) < Ky, so daB f*¥@)(z) € L:
)-

Falls k(z) < n gilt r(f("N,L)(pl(w))) Po(*
————
Sonst gilt: s
r(five (@) = r(o(f(2)))
= r(p(F(z)))
_ {F(Ijv,il,)(pg(FPIH(a:))) , falls F(z) € N,
pz(*) , sonst

Nun wenn F(z) € Ny, gilt fY(F(z)) = f©™(z) € N\ Lfiirallel € {0,..., K; +k}
nach unserer Wahl von N, — Die Menge der Punkte, die lange in N bleiben.
Auflerdem sind wir in dem Fall, bei dem k(z) > n: vor dem Zeitpunkt n+1 kommt
die Trajektorie nicht in L, also liegt f!(z) in N \ L fiir alle I € {0,..., K; + k}.
Es gilt auBerdem k > n. Daraus folgt Ky > k(z) > K; + k + n. Wieder gilt nach
der Bedingung N' N F~'(N') C (rZ f~*(N) fiir den Quotient g(x) der Division
k(x) : n folgendes:
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o Ky > (¢(x)+ 1)n > k(z) > q(z)n > Ky +n,
also P, > ¢(z) +1>¢g(z) > Pi + 1 und

o F1)(z) oder FI(®)+1(z) liegt auBerhalb von int(N').

Da F'(z) in N, liegt, liegt nach Definition von N, der Punkt FF1*1(z) in int(N'),
also muB es ein I mit P, + 1 < I < ¢(x) < P, < P geben, so da8 F'(z) € L.
Damit gilt F 74 (po(FPH (2 FEH=(py (F())) = pa().

g o L)( 2 (z))) = (N L)(p2( (()))) p2(*)

=p2*

Insgesamt haben wir gezeigt, daf§ Fini,z) o r(pi(2)) = pa(x) = 7o fliy 1)(p1(2))
fir alle z € N,.
Damit ist F{n,1yor =ro fiy ) bewiesen.
11. Die Zeitverschiebung
Als letztes mufl man noch beweisen, daf es ein m € N gibt, so dal ros = F(’}‘V,7 )

und sor = (fiy p)f = f("ﬁ,L)

ros(pa(z)) = TOfNL pi())
{ ripy(x)) L falls A<k fi(z) € L
(po(f*(z)) , sonst
B ,falls 31 < k : fi(z) € L oder f¥(z) € N\ N,
- {F(’fw? (p2(F"1(f*(2)))) , sonst
B {  falls A < k : fY(z) € L oder f*(z) € N\ Ny
T\ S (pa(FPP(2)))  sonst

A<k:fl@) el
p2(*) , falls < f*(z) € N\ N, oder
3¢ €{0,...,P— P} : F(FP2(z)) € I
p2(FPYP(z) | sonst
( W<k fiz)eL
p2(*) , falls § FP(z) € N\ N oder
dge{P+p,...,P+p}: Fi(z) e L'
p2(FEHP(z)) | sonst

Behauptung: Die Zeitverschiebung ist gleich P + p. Dafiir ist zu zeigen

ros(pa(z)) = FEP o)) = Da(*) ,falls 31 € {0,...,P +p}: Fi(z) e I
(o)) = Fiatan 12l {pz(FP“’(w))

, sonst
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Oder anders ausgedriickt, fiir alle z € N':

A <k: fi(x)e L,
J€{0,...,P+p}: F(z) e L' & { FP(z) € N\ N, oder
dge{P +p,...,P+p}: Fi(z) € L.

Wir fangen mit der Implikation “<” an:

e Jge{P,+p,...,P+p}:Fi(z)e I'’=>3€{0,...,P+p}: Fi(z) e L'!

e Im Fall FP(z) € N\ N,: nach Konstruktion existiert ein k(FP(z)) < K,
so dafl fE(F?@)(FP(z)) in L liegt. Wir verwenden ein schon bekanntes Ar-
gument: wenn ¢(F?(z)) der Quotient der Division (k(FP(z)) 4+ nP) : n ist,
dann gilt ¢(FP(z)) < ¢q(FP(z)) +1 < Po+p < P + p und
FaF@)(z) ¢ int(N') oder FIF@)+1(g) ¢ int(N'). Daher gibt es ein [
mit 0 <! < g(F?(z)) < P+ p mit F'(z) € L.

e Im Fall 3 < k : fl(x) € L, verwendet man wieder das gleiche Argument:
wenn ¢(x) der Quotient der Division [ : n ist, dann gilt ¢(z) < p < P+p
und es gibt ein 0 < m < ¢(z) < P+ p mit F™(x) € L.

Nun die Implikation “=":
Diese beweisen wir indirekt. Angenommen, die Ausage

N<k: fllz) e L,
FP(z) € N\ N oder
Jge{Pi+p,...,P+p}: Fi(z) e L'

ist falsch. Wir zeigen, daf es kein [ € {0,..., P + p} mit F'(z) € L' gibt.
Sei x € N'. Unsere Vorausetzungen lauten

1L.VI<k:fi(z)¢L,
2. FP(z) ¢ N\ Ny und
3.Vge{Pi+p,...,P+p}:Flz) ¢ L.

Wegen Vorausetzung 3 bleibt nur noch zu zeigen, dafl es kein l € {0,..., P,+p—1}
mit F!(z) € L' geben kann. Die Aussage FP(z) ¢ N \ N, ist dquivalent zu
FP(z) ¢ N oder FP(x) € N,. Aus FP(z) = f*(z) ¢ N folgt, daB es einen
Zeitpunkt | < k gibt, bei dem die f-Vorwértstrajektorie durch x sich in der
Exitmenge L befindet. Dies widerspricht aber der Voraussetzung 1. Es gilt also
FP(z) = f*¥(x) € N,. Wir hatten die Menge N, so konstruiert, dal f!(f*(z)) in
N\Lfiirallel € {0, ..., K;+k} liegt. Die f-Vorwirtstrajektorie durch z erreicht
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also die Menge L nicht zwischen den Zeitpunkten k£ und K; + 2k.

Insgesamt bleibt die f—Vorwartstrajektorie durch ein x € N’ mit den drei oben
genannten Voraussetzungen mindestens bis zum Zeitpunkt K; + 2k in N \ L —
bis k wegen Voraussetzung 1, bis K; + 2k wegen Vorausetzung 2. Gibe es ein
1 € {0,...,P, + p— 1} mit Fi(z) € L', wiirde man nach Konstruktion von
L' auch ein k(F'(z)) < k finden, so daB f*F'@)(Fi(z)) in L liegt. Es gilt
fk(Fl(z))(Fl(x)) _ fk(F’(a:))+nl(x) und

0 < k(F'(z)) <k

l J—
0<I<P+p-1 }¢'0<k(F(w))+nl<2k+K1 n.

Da gilt 2k+ K, —n < K + 2k, haben wir einen Widerspruch. Also gilt F'(z) ¢ L'
fir allel € {0,..., P +p—1}.
Jetzt der letzte Schritt: es ist noch sor = f A(,ZJ)”’ ) zu zeigen.

vort [ s(pa() , falls z € N\ N,
pi(z) = {S(F(IJDVT,?)(M(FPI (z))) ,fallsz € N,
(
_ m) falls {;:ZEEA{[O\, N ?,?e—r P} : F(FP(z)) € I
| oy (1 (FP(a))) sonst
( z € N\ Ny,
_ ) falls ¢ 31 €{0,..., P~ Pi}: F/(FP()) € L' oder

A e€{0,....,k}: f(FF(x)) e L

(o1 (f¥(FF(x))) ,sonst

( z € N\ Ny,

p1(*) falls { 3, nl + K; < K : fr+E () € L' oder
JHe{K,..,k+K}: f(z) e L

(p1(f*75(x)) sonst

Der Ziel ist zu zeigen, daf} gilt sor = f("]\(,ij;p) = f(k;,’f) Dafiir beweisen wir
folgende Aquivalenz fiir alle z € N:
reN \ Ng,

A e{0,....,k+K}: fl(z) e L& {3 :nl+ K; < K und f"H%i(z) € I/ oder
de{K,....k+K}: f(z)e L

Wir zeigen erst “<=":

e dle{K,....,k+K}: f(z) e L=3€{0,....k+K}: fi(z) e L!
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e Wenn es ein [ mit nl + K; < K gibt, so da§ f*+%i(z) € L', dann
finden wir nach Konstruktion von k ein k(f™*Xi(z)) < k mit
FREMH @) (it (1)) e [ AuBerdem gilt nl + Ky + k(f"Ei(z)) <
K + k. Daher haben wir ein ¢ = nl + K + k(f™*%1(z)) gefunden, so da8
qg€{0,...,k+ K} und f9(z) € L.

e Wenn z in N \ Ny, dann gibt es ein k(z) < Ky < K + k mit f*®)(z) € L.

Nun zu “=":

Wir nehmen nun an, daf§ es ein [ € {0, ...,k + K} mit f!(z) € L gibt.

Wenn | € {K,...,k + K}, ist es klar. Bleibt also der Fall, bei dem [ in
{0,..., K — 1} liegt.

Fallsl € {0,..., K; +k — 1}, kann z nicht in N, sein: wir hatten Bedingungen an
0 gestellt, damit die f-Vorwirtstrajektorien von Punkten aus N, nicht vor der
Zeit K1 + k + 1 in L kommen.

Fallsl € {K; + k, K — 1}, mul K := max{Kj, K>} = K> gelten. Entweder liegt
z in N\ Ny und wir sind fertig, oder € N, und wir verwenden noch einmal das
folgende Argument:

Sei ¢ der Quotient der Division [ : n. Es gilt dann P, < P +p<g<q¢+ 1< P.
Der Punkt F¥*(z) liegt in int(N'), weil  in N, liegt. AuBlerdem liegt F%(z)
oder F7™'(x) nicht in int(N'): es mufl dann ein m € {Py,...,q} geben, so daf
F™(z) = f™(z) € L'. Wir kénnen nun nm = pn + K; fiir ein p € N schreiben,
da gilt K; = nP; und nm > K. Es gilt pn+ K; < K und fP**%1(z) € L'. Damit
ist die Behauptung auch in diesem letzen Fall bewiesen.

Es gilt dann sor = f(" 1\(]13;;;; ) und der Theorem 5.3.1 ist bewiesen. O

5.4 Perpektiven

Die Sitze dieses Kapitels lassen hoffen, dafl man mit Hilfe des Conley—Indizes
noch mehr Informationen iiber eine n—te Wurzel f eines Homémorphismus F
herleiten kann. Hier wollen wir ein paar Fragen zusammenstellen, die in diesem
Zusammenhang von Interesse sind:

Die Bemerkung 5.2.6 besagt, daf sich die isolierte, invariante Mengen beziiglich
f aus isolierten, invarianten Mengen beziiglich F' zusammensetzen. Die Frage,
welche man miteinander vereinigen soll, bleibt aber noch offen.

Moglicherweise gibt es einen Weg iiber Lemma 5.2.2, um diese Frage zu beant-
worten: falls es zwischen die Conley-Indizen A(S, F) und h(f(S), F)) einen Zu-
sammenhang gibe, den man “leicht” iiberpriifen kann, héitte man eine Chance,
die Iterationen f(S),---, f™(S) von den “librigen” isolierten, invarianten Mengen
zu unterscheiden. Damit konnte man dann die unter f isolierte, invariante Menge
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n—1
U f4S) rekonstruieren.
1=0

AuBlerdem interessiert uns, was man machen kann, wenn die Reaktoren nicht al-
le genau identisch sind. Jeder wird dann durch eine Abbildung f;, i = 1,...,n
modelliert. Die Satze 3.5.5 und 3.5.6 geben eine Idee, was man fiir sinnvolle Be-
dingungen an diesen Abbildungen f; stellen soll, um eine Antwort zu bekommen.
Auflerdem sollte man sich von ihren Beweisen inspirieren lassen, wenn man fiir
eine “gemeinsame” isolierte, invariante Menge S ein Vergleich von A(S, F') und
den A(S, f;)’s untenehemen méchte.
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