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Abstract

Wir betrachten in dieser Arbeit zwei gekoppelte Oszillatoren in Hopf-Normalform. Diese
werden mit einer verzogerten Riickkopplungskontrolle versehen, die eine Stabilisierung
abzweigender periodischer Orbits zuldsst. Die Region von geeigneten Stabilisierungspa-
rametern wird explizit gegeben und die Verzogerungszeit kann — sofern sie unterhalb
einer kopplungsabhéngigen Schranke bleibt — beliebig gewéhlt werden. Fiir den nicht-
linearen Term der Hopf-Normalform ist nur nétig, dass Real- und Imaginérteil nicht
verschwinden.
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Teil I.
Einleitung

1. Einleitung

Reale Systeme, deren Dynamik sich mit Hilfe von Oszillatoren auffassen ldsst, sind in
der Wissenschaft disziplineniibergreifend ein hdufiges Phénomen. Von Reaktoren im Ma-
schinenbau [7] iiber Atomgitter in der Physik [10] bis hin zur Ausbreitung von Krank-
heitserregern in der Medizin [15] lassen sich etliche Vorgénge als Oszillatoren betrachten.
In vielen Féllen interagieren dabei mehrere Oszillatoren, was zu ungewolltem Verhalten
fihren kann. Fiir die Kontrolle der Dynamik sind dann passende Stabilisierungsansétze
notig. Eine Kontrolle wiirde haufig jedoch nur verzégert wirken. Dies kann unterschied-
liche Griinde haben.

Zum einen entsteht in vielen Féllen eine natiirliche Verzogerung, die bei der Simulation
mitberiicksichtigt werden sollte. Bei im Koérper stattfindenden Regelvorgingen miisste
etwa ein Enzym — das eine steuernde Wirkung ausiiben soll — erst iiber die Blutbahnen
verteilt werden [15].

Zum anderen kann eine Verzogerungszeit auch ganz gezielt eingesetzt werden. So werden
etwa beim ICE neben der passiven Federung auch aktive Stodédmpfer mit Verzdgerung
eingesetzt, um die Schwingungen, die bei hohen Geschwindigkeiten entstehen, zu damp-
fen [12].

Wir wollen uns dabei in dieser Arbeit mit dem einfachsten Fall eines Systems gekoppel-
ter Oszillatoren — zwei gekoppelten Oszillatoren — befassen. Dafiir ist die Dadmpfung des
ICE ein gutes Beispiel. Auf dem Schienenprofil liegen die Laufflichen der Réader schrig
auf und koénnen sich wihrend der Fahrt auf- und abwirts bewegen. Sie stellen also fiir
jede Achse einen Oszillator dar. Uber das Drehgestell sind je zwei Oszillatoren gekoppelt.
Die einzelnen Drehgestelle sind ebenfalls gefedert, sodass man in erster Ndherung von
einem Zwei-Oszillator-System ausgehen kann. Bei den wihrend der Entwicklung vorge-
nommenen Simulationen wurde aber wohl der gesamte Wagen mit beiden Drehgestellen
als gekoppeltes System betrachtet. Da die Auflagefliche der Riader (um die Reibung
moglichst gering zu halten) relativ klein ist, sind der Auslenkung der Achsen enge Gren-
zen gesetzt. Eine Stabilisierung der auftretenden periodischen Schwingungen ist daher
wiinschenswert, um gefahrlos mit hohen Geschwindigkeiten fahren zu kénnen.

Das klassische Beispiel zweier gekoppelter Oszillatoren ist aber das zweier Federpendel
in der folgenden Form:



2. Uberblick
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Abbildung 1: Zwei gekoppelte identische Federpendel z1 und zz
Die Kopplung erfolgt tiber eine dritte Feder a zwischen den beiden Pendeln. Dargestellt ist
eine Situation mit nach rechts ausgelenktem Pendel z; .

Solch ein Pendelsystem wird, falls wir die Reibung vernachldssigen, im Allgemeinen
chaotisches Verhalten zeigen. Auch wenn wir die Pendel mit gleicher Auslenkung starten,
sorgen kleinste Unterschiede bei den beiden Federn ~; und ~» nach einiger Zeit fiir eine
unterschiedliche Phase bis hin zur gegenphasigen Schwingung [10].

Wir wollen in dieser Arbeit eine Stabilisierung durch eine verzégerte Riickkopplung be-
sprechen, die dafiir sorgt, dass zwei Oszillatoren stabil gegenphasig schwingen.

2. Uberblick

2.1. Bereits vorhandene Ansatze

Als Grundlage fiir den in dieser Arbeit verwendeten Stabilisierungsansatz diente haupt-
sachlich ein Paper von Fiedler et al. [5]. Zu einem System zweier gekoppelter Oszillatoren
in Hopf-Normalform — wie hier in Abschnitt 6 eingefiihrt — wird dort ein verzdgerter Sta-
bilisierungsterm mit einem freien Parameter b € C hinzugefiigt. Dieser ist so gewéhlt,
dass fiir periodische, gegenphasige Schwingungen die Kontrolle verschwindet. Die Form
der Kontrolle legt zudem die Verzogerunszeit 7 als ungeradzahliges Vielfaches der halben
Periode (des zu stabilisierenden Orbits) fest.

Uber eine Koordinatentransformation werden dynamisch invariante Unterriume gefun-
den. In den neuen Koordinaten entkoppelt zudem das linearisierte System, was eine
analytische Betrachtung der b-abhingigen Stabilitit moglich macht. Uber charakteris-
tische Gleichungen wird eine Stabilitdtsanalyse durchgefithrt. Mit deren Hilfe werden
(unter Einschrankungen) b gefunden, die eine Stabilisierung zulassen. Dabei wird vom
Austausch der Stabilitdt zwischen Gleichgewicht und periodischem Orbit bei der Hopf-
verzweigung Gebrauch gemacht.

2.2. Vorgehen in dieser Arbeit

In den Abschnitten 3 und 4 dieser Arbeit werden zunéchst einige Grundlagen, die zum
Verstiandnis notig sind, eingefiihrt. Das Modell zweier gekoppelter Oszillatoren das wir



2.2. Vorgehen in dieser Arbeit

verwenden, wird dann in Abschnitt 5 kurz motiviert und darauthin (in Abschnitt 6)
formalisiert.

In Bezug auf das Modellsystem ist die Herangehensweise in dieser Arbeit zunéchst einmal
analog zu oben genanntem Paper. Dieselben dynamisch invarianten Unterrdume Z.
werden vorgestellt und viele Beweisschritte verlaufen nach dem gleichen Schema.

Es wird jedoch ein erweiterter Stabilisierungsansatz mit zwei Kontrollparametern b
gewéhlt, der in den transformierten zi—Koordinaten ebenfalls entkoppelt. Zusétzlich
werden wir einen Parameter 8 einfithren, der uns eine freie Wahl der Verzogerungszeit 7
ermoglicht. Auch diese Kontrolle ist nichtinvasiv — verschwindet also auf dem zu stabi-
lisierenden Orbit. Daraufthin werden die Stabilisierungssétze und einige daraus folgende
Korollare formuliert.

Fiir den Beweis dieser Sétze stellen wir auch hier charakteristische Gleichungen 0 =
X+(n) auf. In diesen wird nur by bzw. b_ auftauchen. Fiir die Stabilitit ist relevant,
ob Eigenwerte links oder rechts der imagindren Achse liegen. Am Verzweigungspunkt
konnen wir die imagindre Achse in der (Re b, Im by )-Ebene als je eine orientierte Kurve
darstellen. Dadurch kann eine explizite Darstellung fiir die ,,Stabilisierungsregionen® A
gegeben werden. Diese Regionen verraten uns, fir welche b, und b_ die Gleichgewichte
z4+ = 0 stabil sind.

Wir wollen den abzweigenden periodischen Orbit im Unterraum Z_ stabilisieren, also
nutzen wir die Hopfverzweigung, um die Stabilitdt an diesen abzugeben. Dazu miissen
wir unseren Parameter b_ so wéhlen, dass abzweigende Orbits in der charakteristischen
Gleichung 0 = x_(n) nicht zu Eigenwerten mit positivem Realteil fithren. Die Region
A_ enthélt solche Parameter und die Stabilisierungssétze sind bewiesen.

Schlussendlich folgt noch eine Diskussion. Zuerst werden die Ergebnisse dieser Arbeit
mit oben genannten Paper verglichen. Anschliefend werden mogliche Erweiterungen
vorgeschlagen.



3. Hopf-Verzweigung

Teil 1l.
Grundlagen

3. Hopf-Verzweigung

Ein integraler Bestandteil dieser Arbeit sind Hopfverzweigungen. Davon ausgehend, dass
grundlegende Kenntnisse in gewohnlichen Differentialgleichungen vorhanden sind, soll
diese daher kurz eingefiihrt werden. Wir beschrénken uns dabei weitgehend auf die Dar-
stellung in Hopf-Normalform. Diese zunéchst sehr speziell wirkende Differentialgleichung
beschreibt das lokale Verhalten bei einem Gleichgewicht in einer breiten Klasse von dy-
namischen Systemen mit Parameter [8]. Die Normalformtheorie, die eine Transformation
in diese Form erlaubt ist aber nicht Teil der Ausfithrungen.

3.1. Hopf-Normalform

Alle Differentialgleichungen fiir die wir die Hopfverzweigung bendtigen werden in dieser
Arbeit in Hopf-Normalform vorliegen. Diese lésst sich wie folgt notieren:

2= f(2)= (/\+i—|—'y]z\2>z (3.1)

Die Grofle z ist komplex, repréisentiert aber meist zwei reelle Dimensionen des Original-
Systems. Die komplexe Schreibweise ist fiir unsere Betrachtungen vorteilhaft.

Der Parameter v € C wird im weiteren Verlauf stets als fest angesehen. Der reelle Pa-
rameter A hingegen ist ein Verzweigungsparameter. Wird er variiert, andert sich die
Dynamik des Systems. Fiir welche Werte es zu fundamentalen Anderungen kommt, wol-
len wir uns im Folgenden genauer ansehen.

Kartesische Koordinaten sind fiir die Betrachtung der Dynamik dieser Gleichung unge-
eignet, daher fiihren wir die Polarkoordinaten

z=r-e¥ (3.2)
ein. Transformieren wir (3.1), so ergibt sich das System

7= (A+Rey-r’)r (3.3a)
¢=1+TIm~y-r2. (3.3b)



3.1. Hopf-Normalform

Im 2

A

Rez

Abbildung 2: Je ein Phasenportrait der superkritischen Hopf-Normalform vor und nach der Verzweigung
Der Wert des Verzweigungsparameters ist A = —0.1 (a) bzw. A = 0.4 (b). Fir beide wurde
v = —0.141 gewdhlt. Der stabile periodische Orbit und das stabile Gleichgewicht sind grin,
das instabile Gleichgewicht rot dargestellt.

In der winkelunabhiingigen Gleichung (3.3a) erkennen wir mit » = 0 und 72 = —\/ Rey
zwei Ruhelagen.*

Bei r = 0 handelt es sich um das (einzige) Gleichgewicht z = 0, das unabhéngig von A
existiert. Die zweite Nullstelle entspricht hingegen einem periodischen Orbit, denn die
Winkelgeschwindigkeit ¢ ist fiir festes 7 konstant. Der Orbit hat dann die explizite Form

\/=A/Revy =11 (}N) (3.4a)

(14720 Ime) -t (3.4b)

r(t)
o(t)

und damit minimale Periode

2

P= 1+73(A\)Im~y "

Ein periodischer Orbit tritt jedoch nur fiir A\/ Rey < 0 auf.
Ab sofort (und fiir den Rest dieser Arbeit) verlangen wir

Rey #0, (3.6)

*Den Fall Rey = 0 schlieen wir auch hier schon aus.
THier miissen wir A so einschrinken, dass X - Im~ /Revy < 1 gilt, damit (3.3b) nicht verschwindet.



3. Hopf-Verzweigung

da ansonsten, weder fiir positive noch fiir negative A periodische Orbits auftreten. Der
Fall Rey = 0 heifit daher degeneriert.

Losungen von (3.4a) entstehen ab A = 0 und werden dann grofler. Daher sagen wir, dass
der periodische Orbit vom Gleichgewicht abzweigt.

Fiir uns wird interessant sein, welche Stabilitdt das Gleichgewicht und der periodische
Orbit haben.

Betrachten wir zunéchst den Fall Rey < 0. In diesem nennen wir das System (3.1b)
superkritisch, da die Orbits hier fiir A > 0 abzweigen. Fiir A < 0 gibt es nur das Gleich-
gewicht z = 0. Die Anderung + ist dann fiir » > 0 stets negativ und damit ist das
Gleichgewicht stabil. Fir A > 0 und r < r4 () ist dies nicht mehr der Fall. Das Gleich-
gewicht wird instabil. Allerdings wird die Anderung 7+ fiir » > r, ()\) (also jenseits des
periodischen Orbits) wieder negativ. Der periodische Orbit ist damit stabil. Er hat die
Stabilitdt vom Gleichgewicht dibernommen. In Abbildung 2 ist dies visualisiert.

Kommen wir zum Fall Re~y > 0. Wir nennen das System hier subkritisch. Das Gleich-
gewicht ist analog zum superkritischen Fall fiir A < 0 stabil und fiir A > 0 instabil.
Fiir r < r4(\) ist 7 weiterhin negativ und der periodische Orbit ist 1-fach instabil. Der
periodische Orbit gibt hier also gewissermafien seine Instabilitdt an das Gleichgewicht
ab.

3.2. Hopf-Satz

Die Stabilitdtsaussagen und die Existenz periodischer Orbits, die sich im vorherigen
Abschnitt explizit ablesen lieflen, gelten fiir eine viel grofiere Gruppe von Differential-
gleichungen. Die zugrunde liegende Theorie der Zentrumsmannigfaltigkeiten komplett
zu erldutern wiirde hier zu weit fiilhren. Fiir Genaueres konsultiere man etwa Diekmann
et al. [4].

Stellen wir den Hopf-Satz im endlich-dimensionalen auf. Er gilt auch im (von uns be-
notigten) unendlich-dimensionalen Fall. Ohne Zentrumsmannigfaltigkeiten einzufiihren,
ist dessen Formulierung aber wenig erhellend.

Satz 3.1. (Hopf-Verzweigung fiir gewohnliche Differentialgleichungen)
Sei x € R™ und A € R. Betrachte die parameterabhdngige Differentialgleichung

x = f(x,\). (3.7)
Es seien folgende Bedingungen erfillt:
1. Die rechte Seite ist ,glatt genug“:
f e CHR™ x R,R"™) mit k > 2 (3.8)



2. FEs gibt fiir alle Parameter ein Gleichgewicht x = 0:

£(0,0) =0 (3.9)

3. %f(O, Xo) hat einfache Figenwerte +iwy und andere ganzzahlige Vielfache niwy
mit n > 2 sind nicht im Spektrum enthalten.

4. Sei n(X) mit n(Ao) = iwo der Ast der entsprechenden Figenwerte® fir A nahe \o.
Dann gilt Transversalitat:

Re (ddAn(Ao)) £0 (3.10)

Dann existiert ein abzweigender Ast von periodischen Losungen
6 = (A(0),x(+,0),p(3)) (3.11)

fiir || klein genug. \(O) ist eine gerade Funktion und gibt den Parameter an, fir den
die periodischen Orbits x(-,9) auftreten. p(d) ist ebenfalls gerade und entspricht der
minimalen Periode abzweigender Orbits.

Fiir 6 — 0 gilt zudem A — 0, x(-) — 0 und p(d) — 27/wp.

Fir f in Hopf-Normalform haben wir die Ergebnisse des Theorems schon im vorherigen
Abschnitt gezeigt. Die Bedingung 4 aus dem Satz war dort in der Form Re~y # 0 ge-
fordert. Die iibrigen Bedingungen sind ebenfalls erfiillt. Abzweigende periodische Orbits
sind in diesem Spezialfall — wie wir gesehen haben — kreisférmig.

4. Retardierte Differentialgleichungen

Ein weiteres unverzichtbares Element dieser Arbeit sind retardierte Differentialgleichun-
gen. Die von uns zur Stabilisierung verwendete verzogerte Riickkopplungskontrolle fiithrt
zu einem retardierten Gleichungssystem.

Die DDEs' bilden ein umfangreiches Gebiet, weshalb hier nicht im Detail auf die Theorie
eingegangen werden soll. Wir benétigen ohnehin nur die relativ einfachen punktweisen
Verzogerungen. Fiir eine weitergehende Analyse verweisen wir auf Bellman und Cooke
[1] und Diekmann et al. [4].

*Laut implizitem Funktionensatz gibt es solch eine Funktion.
"Die Abkiirzung stammt vom englischen Begriff ,delay differential equations*.



4. Retardierte Differentialgleichungen

Wir wollen — um damit eine Stabilisierung zu erreichen — zu einer gewthnlichen Diffe-
rentialgleichung einen verzégerten Term hinzufiigen:

z(t) = g(z(t)) + h(z(t — 7)) (4.1)
Wir nennen 7 die Verzégerungszeit.

Nun handelt es sich nicht mehr um eine gewdhnliche Differentialgleichung, da die Ande-
rung z nicht nur vom Wert z zum Zeitpunkt ¢ abhéngt.

Wenn wir allerdings z(tg) fiir tg € [—7, 0] vorgeben, lisst sich fiir 0 < ¢ < 7 die Funktion
h als rein zeitabhéngig ansehen:

#(t) = g(z(t)) + h(t) fir t € [0, 7] (4.2)
Diese Vorgehensweise kann nun n—fach wiederholt werden um eine solche Gleichung fiir
t € [n1,(n+1)7] n € N beliebig (4.3)

zu finden, sofern die Losung fiir alle ¢ existiert.

Fiir Gleichungen der Form (4.2) liefert die bekannte Losungstheorie inhomogener Diffe-
rentialgleichungen dann Existenz und Eindeutigkeit von Losungen unserer retardierten
Gleichung.

4.1. Charakteristische Gleichungen

Fiir den Beweis der in Abschnitt 8 aufgestellten Satze werden wir Aussagen iiber die Sta-
bilitdat von Gleichungen der Form (4.1) treffen miissen. Eine exakte Betrachtung (auch
fiir nicht punktweise Verzogerungen) ist zum Beispiel iiber die Spektraltheorie zu den
mit solchen Lésungen korrespondierenden Halbgruppen moglich. [4]

Wir wollen hier allerdings nur motivieren, wie wir in solchen Féllen zu Stabilitdtsaussa-
gen kommen konnen.

Fiir gewohnliche Differentialgleichungen ermitteln wir die Stabilitét {iber die Eigenwerte
in der Linearisierung. In der Gleichung

a(t) = Az(t) (4.4)

ist beispielsweise z = 0 dann (asymptotisch) stabil, wenn A nur Eigenwerte ny mit strikt
negativem Realteil besitzt.
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4.1. Charakteristische Gleichungen

Wir kénnen diese Gleichung in Form einer charakteristischen Gleichung notieren, indem
wir annehmen, dass die Losungen der Gleichung (4.4) durch

Lz =0 (4.5)

mit dem Operator
d
L:=A—— 4.6
” (4.6)
auf einem geeigneten Funktionenraum™ gegeben ist. Beschranken wir uns der Einfachheit

halber auf den komplex eindimensionalen Fall. Eigenfunktionen haben dann die Form
ep = et (4.7)
denn nur fir diese gilt Lei = Aer — npex. Wir kénnen die Gleichung
0= x(nk) = Aeg — ke (4.8)

aufstellen, die wir charakteristische Gleichung nennen. Als Lésung im Eindimensionalen
ergibt sich selbstverstindlich wie zuvor der Eigenwert n = A € C.

Im Allgemeinen werden wir ej aus der Gleichung kiirzen und die Indices von n weglas-
sen.

Warum haben wir nun diesen umstédndlichen Weg beschritten, obwohl wir zuvor die
Stabilitat direkt an den Eigenwerten von A ablesen konnten?

Die Antwort lautet: Fiir retardierte Differentialgleichungen léasst sich ebenfalls mittels
charakteristischer Gleichungen die Stabilitdt ermitteln. Durch Linearisierung von (4.1)
erhalten wir

() = Az(t) + Ba(t — 1) (4.9)

und konnen wieder unseren Exponentialansatz (4.7) verwenden. Da exp (n(t — 7)) =
exp (—n7) - exp (nt), haben wir den Operator L in der Form

d
L:=A+Be " — — 4.10
+ Be T ( )
gegeben und die Eigenwerte sind die Losungen der charakteristischen Gleichung
0=x(n)=A+Be " —n. (4.11)

Die Losungen n sind im Allgemeinen nicht in analytischer Form zugénglich. Zudem
koénnen unendlich viele Eigenwerte n vorliegen.

Bemerkung. Dass auch fiir retardierte Differentialgleichungen die Linearisierung fiir Aus-
sagen iiber die Stabilitdt ausreicht, ist ein nicht-triviales Ergebnis, das wir zwar verwen-
den werden, aber auf dessen Beweis wir hier nicht weiter eingehen.

Der Satz iiber Hopf-Verzweigungen trifft auch auf Gleichungen der Form (4.1) zu, was
wir auch ausnutzen werden.

* Fiir diesen einfachen Fall wire beispielsweise C'' (R™) méglich.

11



5. Oszillatoren in Hopf-Normalform

Teil Ill.
Modell

5. Oszillatoren in Hopf-Normalform

Durch die Darstellung in Hopf-Normalform sollte unser Modell eine grofie Klasse von
realen Oszillator-Systemen repréasentieren, die sich in dieser Form modellieren lassen.

Bereits in der Einleitung wurde das Pendelsystem mit zwei Oszillatoren z; und zy als
Beispiel genannt. Anhand dieses einfachen Falles ldsst sich motivieren, inwiefern eine Dif-
ferentialgleichung in Hopf-Normalform dazu geeignet ist, Oszillatoren nahe der Ruhelage
zu simulieren.

Betrachten wir erneut Abbildung 1 und denken uns die mit a beschriftete Feder zunéchst
einmal weg. Die mit A\ beschrifteten Késten sollen dabei eine Anregung (z.B. durch einen
Motor) darstellen.

Es sei jeder einzelne Oszillator in Hopf-Normalform (3.1) gebracht:

a=fz) = (A+itqlal)z (5.1a)
2= f(z2) = (A +i+9|2) 2 (5.1b)

Die Komponenten Re zj(t) und Im z(t) (k=1,2) entspriachen dann etwa der Auslenkung
der Pendelmasse fiir unterschiedliche Anregungsphasen sin(t) und cos(t) — wobei uns die
konkrete Transformation hier nicht interessiert [2, Ch. 2].

Die Eigenschaften der einzelnen Feder 7 wiirden (wie durch die Benennung schon sugge-
riert) durch den Koeffizienten v modelliert. Der Parameter A kénnte etwa fiir die exter-
ne Energiezufuhr stehen, die die Oszillatoren antreibt. Ab einer bestimmten Intensitét
A = 0 ist dann die Energiezufuhr nicht mehr ausreichend, um periodische Schwingungen
anzuregen.

Aus der Anschauung mit den Federpendeln ergibt sich auch die Bezeichnung weiche
Feder fir Im~ > 0 und harte Feder fir Im~ < 0. Fiir die weiche Feder wird die Periode
mit steigender Auslenkung kleiner, fir die harte grofer.

So ist also das Verhalten jedes einzelnen Oszillators erklarbar. Filigen wir wieder die
Feder a ein, so ergibt sich ein gekoppeltes System.
Solch ein System mdchten wir in dieser Arbeit stabilisieren.

12



6. Modell zweier gekoppelter Oszillatoren

In diesem Abschnitt soll das in dieser Arbeit zu stabilisierende System zweier gekoppelter
Oszillatoren vorgestellt werden. Wir charakterisieren die in diesem System stattfindenden
Hopf-Verzweigungen und bestimmen die daraus resultierenden instabilen Dimensionen,
um festzustellen inwiefern eine Stabilisierung notwendig ist.

Das System gekoppelter Oszillatoren, das wir betrachten, hat die Form

Z1=f(z1)+a- (22— 21) (6.1a)
Z9 = f(ZQ) +a- (21 — ZQ) R (6.1b)

wobei a > 0 die Kopplung zwischen den beiden Oszillatoren darstellt und f wie in (3.1)
durch

2= f(z2) = (/\+i+’y|z\2)z

definiert ist. Diese Form der Kopplung legt die Transformation in neue Koordinaten
nahe. Mit der Substitution

(21 + 22) Durchschnitt (6.2a)
(21 — 22) Asynchronizitét 6.2b)

24 =
z_ =

GIE Sl

erhalten wir ein dquivalentes System

2 =5 (flos +22) + flzg — 22)) (6.3a)
o= (flep +22) = flzy —22)) — 2az_ . (6.3b)
In dieser Darstellung kénnen wir dynamisch invariante Unterrdume finden. Zuerst be-
trachte man z; = 29, also z_ = 0. In diesem Fall ist
= L(f(24) — f(24)) = 0, (6.4)
also haben wir den In-Phase-Unterraum
Zy = {(z4,2) | = =0} (6.52)
gefunden.
Es gibt dazu analog fiir z; = 0 (21 = —22) den Gegen-Phase-Unterraum
Z:=A{(z4,2-) | 24 = 0}, (6.5Db)

da mit f(—z) = —f(z) gilt, dass
o= L(fe) + f(—2)) = 0. (6.6)
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6. Modell zweier gekoppelter Oszillatoren

Betrachten wir also die Dynamik in den beiden invarianten Unterrdumen.
In Z, verhalt sich der Durchschnitt z; analog zu einem einzelnen Oszillator in Hopf-
Normalform:

sp=F) = (A i) s (6.7)

Er durchléuft also insbesondere eine Hopfverzweigung bei A = 0. Die abzweigenden
periodischen Orbits haben dann Amplitude

r+(A) =/—A/Re~n (6.8)

B 2m
1472 (M) Imy

und minimale Periode

p+(A) (6.9)

In Z_ ist die DGL fiir die Asynchronizitét z_ ebenfalls in Hopf-Normalform, falls wir A
um 2a verschieben:

io=f(z) =22 = ((A—20) +it ]2 [*) = (6.10)

Dann findet die Hopfverzweigung also bei A = 2a statt. Analog zu (6.8) und (6.9) haben
wir abzweigende periodische Orbits mit Amplitude

r-(A) = /~(A — 2a)/ Re (6.11)
und minimaler Periode
27

p_(N) = TRy (6.12)

Die Hopfverzweigung ist subkritisch fir Rey > 0 und superkritisch fir Revy < 0. Die
periodischen Orbits haben also in beiden Fillen die explizite Form

(8 0) = 12 (\) - exp (pﬁij)) . (6.13)

Um spéter eine Stabilisierung des Systems zu erreichen, benétigen wir Informationen
iiber die instabilen Dimensionen der Gleichgewichte und periodischen Orbits.
Betrachten wir zunéchst den subkritischen Fall (Abb. 3(a)). Hier ist das Gleichgewicht
zy = z— = 0 fiir A < 0 zunéchst stabil. Bei A\ = 0 gibt der periodische Orbit z; (¢, \)
seine instabile Dimension ab, wodurch das Gleichgewicht zweifach instabil wird. Dasselbe
geschieht mit dem periodischen Orbit z_ (¢, A) bei A = 2a, wodurch fir A > 2a vierfache
Instabilitat vorliegt.

Im superkritischen Fall (Abb. 3(b)) gibt hingegen das Gleichgewicht bei A\ = 0 zwei
stabile Dimensionen an den abzweigenden Orbit ab, der dadurch stabil wird. Bei A = 2a
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Abbildung 3: Parameterabhdngige Stabilitdt der Gleichgewichte und abzweigenden periodischen Orbits
In (a) ist die subkritische Verzweigung mit Re~y = 0.1, in (b) die superkritische mit Rey =
—0.1 dargestellt. In beiden Fdillen ist a = 0.2. In eckigen Klammern ist jeweils die Anzahl
instabiler Dimensionen angegeben. Stabile Objekte sind grin, instabile rot gefarbt.

gibt das dann zweifach instabile Gleichgewicht wiederum zwei stabile Dimensionen ab,
sodass der abzweigende Orbit einfach instabil wird.

Unsere Aufgabe wird sein, dass System fiir die A zu stabilisieren, fiir die sowohl das
Gleichgewicht, als auch periodische Orbits instabil sind. Das transformierte System
(6.3ab) wird fiir die in Abschnitt 7 folgenden Betrachtungen niitzlich sein, da es ins-
besondere nach Linearisierung entkoppelt:

Zy = (A +1) 24 (6.14a)
Zo=A—2a+1) 2 (6.14b)
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7. Stabilisierungsansatz

Teil IV.
Stabilisierung

7. Stabilisierungsansatz

Mit der Information, fiir welche Werte des Verzweigungsparameters \ welche instabilen
Objekte vorliegen, kénnen wir nun versuchen, eine Stabilisierung zu erreichen. Dabei
wird unser Ziel die Stabilisierung der bei A = 2a fiir (A — 2a) - Rey < 0 abzweigenden
periodischen Orbits in z_ und des Gleichgewichts z = 0 sein. Diese sind — wie im vor-
herigen Abschnitt gezeigt — ohne einen Stabilisierungsterm instabil.

Um Stabilisierung zu erreichen, fithren wir eine nichtinvasive verzégerte Riickkopplungs-
kontrolle ein, die an die Form des Systems angepasst ist.

Betrachten wir das transformierte System (6.3ab).
Aus (6.13) wissen wir, dass die DGL in Z; eine Hopf-Verzweigung bei A = 0 mit peri-

odischem Orbit
2mit
zy(t) =ryexp (m) (7.1a)

b+

durchlauft. Die DGL in Z_ hingegen durchléuft eine Hopf-Verzweigung bei A = 2a mit
periodischem Orbit

z_(t) =r_exp <2m't> . (7.1b)

Versuchen wir also die Gegen-Phasen-Losung zu stabilisieren, indem wir einen verzo-
gerten Riickkopplungsterm hinzufiigen. Dieser soll nichtinvasiv in Z_ sein, also auf dem
periodischen Orbit (7.1b) sowie in z4 = 0 verschwinden.

Fiihren wir § = 277 /p_ ein, so kann die Drehsymmetrie des Orbits

2mit

Z_(t—7)=2_ (t — 0;;;) =7r_exp (p — i@) —e .2 (t) (7.2)

ausgenutzt werden, wobei § € R, dem Phasenunterschied zwischen z_(t) und z_(t — 1)
entspricht.
Mit der Definition eines Drehoperators

7= (= =) (7.3)
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und der Riicktransformation

21 =24 + 2 (7.4a)

2o =24y — 2 (7.4b)

gelten in Z_ = {(z4,2_) | z+ = 0} folgende Relationen zwischen den einzelnen Oszilla-

toren z; und z9:

Z_=21=—2

= z2(t)=-Tz(t—71) (7.5a)

21(t) = Tzt —1) (7.5b)

29(t) = Tz(t—1) (7.5¢)

29(t) = =T zo(t — 7) (7.5d)

Der um 6 4 7 rotierte zweite Oszillator entspricht also mit einer Zeitverzogerung von
T =60p_/(27) dem ersten usw.

Von diesen Relationen verwenden wir (7.5b) und (7.5¢), um eine nichtinvasive Riick-
kopplung zum System (6.1ab) hinzuzufiigen:

. by +b_
lef(21)+a-(22le)+ * B (TZQ(t*T)*Zl)
by — b (7.6a)
+—= 5 — (TZl(t—T) —,22)
. by +b_
29 = f(z2) +a- (21— 22)+ + 5 (TZl(t—T)—ZQ)
by — b (7.6b)
+ _(TZQ(t—T)—Zl)
Dabei sind b4, b_ € C Kontrollparameter, die noch gewéhlt werden kénnen.
Transformieren wir (7.6ab) in z1-Koordinaten:
i =331+ %)
= N (foy o)+ f(s = 2) 4 by (Tt —7) — 24) (7.72)
io=1(5 — %)
=1(flzy +2-) — fle4 —22)) —2a2_—b_ - (T 2_(t — 7)+2_) (7.7b)

Die Terme sind genau so konstruiert, dass die linearisierten Gleichungen in z; und z_
entkoppeln.
Bemerkung. Die Relationen (7.5a) und (7.5d) kénnten ebenfalls fiir eine nichtinvasive,

in z; und z_ entkoppelnde Riickkopplung verwendet werden (siehe Diskussion in Ab-
schnitt 13).

Wir kénnen anschlieffend fiir alle Kopplungskonstanten a > 0 und fiir fast alle v Kon-
trollbereiche finden, die eine Stabilisierung ermdglichen.
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8. Stabilisierungssétze

8. Stabilisierungssatze

Die moglichen Regionen stabilisierender b ,b_ hingen — wie man in den nun folgenden
Sétzen erkennen kann — von 6 ab. Wir gehen im Folgenden davon aus, dass 7 — und damit
0 = 277 /p_ (zusétzlich zu by,b_) — frei wihlbar ist. Sollten wir nur eine vorgegebene
Verzégerungszeit verwenden konnen, ist eine Stabilisierung nur fiir bestimmte a méglich
(siehe Korollar 8.4).

Satz 8.1. Betrachte gekoppelte Oszillatoren wie in (6.1ab) mit Kopplungskonstante a >
0 und v € C mit Im~ # 0.

Man verwende eine zeitverzigerte Riickkopplungskontrolle der Form (7.6ab).

Dann existieren fiir alle Verzégerungszeiten

Op_ . 1

offene, nichtleere Regionen von Kontrollparametern by und b_, sodass die periodischen
Gegen-Phase-Orbits
z_(t) =r_exp (2mit/p—
(t) p (2mit/p-) (8.2)
24 (t) =0
fiir A nahe 2a stabilisiert werden. Die Regionen werden in Satz 8.2 explizit definiert.

Es existieren also keinerlei Beschrinkungen an ~, aufler Im~ # 0 und der eine Entartung
der periodischen Orbits verhindernden Bedingung Re~ # 0. Auch kann fiir beliebig grofie
Kopplungskonstanten a stabilisiert werden.

Die offenen Regionen sind nicht nur von a und 6 abhéngig, sondern auch fiir den sub-
und den superkritischen Fall sowie fiir harte und weiche v jeweils unterschiedlich.

Satz 8.2. Die offenen nicht-leeren Regionen fiir die Kontrollparameter aus Satz 8.1 sind
gegeben durch by € Aie und b_ € A’ N G. Deren explizite Darstellung ist gegeben durch

A‘f ={by =z +iy| Jw eI sodass v =Reby(w), |yl < —Imbs(w)} (8.3a)
A ={b_.=z+iy| Jwel sodass =Reb_(w), |yl < —Imb_(w)} (8.3b)

I (0, 2?;) _ (8.4)

Die komplexwertigen Funktionen by (-) und b_(-) sind dabei als

bi(w) :=a+ wtan(fw) + i(—w + atan(fw)) und (8.5a)
b_(w) := —w(cot(w) + 1) (8.5b)

definiert. Die Region A? hingt nur von 6 ab, wihrend Afﬁ’ auch noch von a abhdngt.
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0.0 0.4 0.8 1.2 1.6
Reby Reb_

Abbildung 4: Die Stabilisierungsregionen AS? (a) und A% (b) sind in grin dargestellt und werden von
den Kurven by (w) beschrankt. Die Pfeile geben die Richtung steigender w an.
Fiir beide Kurven wurde 0 = %7’1’ und a = 0.4 gewdhlt. Die gepunktete Gerade und der mit
x markierte Punkt sind g und b— aus Abbildung 7(b).

Auferdem gibt es abhdngig von vy folgende Darstellung von G:

1. Im Falle einer harten Feder
Im~y >0 (8.6)

ist die Finschrinkung der Stabilisierungsregion gegeben durch
G={b_€C\iR | Imb_ < g(Reb_)}. (8.7)
2. Im Falle einer weichen Feder
Im~y < 0 (8.8)

ist die Einschrankung der Stabilisierungsregion gegeben durch

G={b_ e C\iR |Imb_ > g(Reb_)}. (8.9)

Dabei ist die Hilfsfunktion g eine Gerade der Form

g(z) = — e, <x + ;) . (8.10)

Im -~

Der Beweis der Satze findet im néchsten Abschnitt statt.
Es folgen einige einfache Schlussfolgerungen aus dem Beweis dieser Satze. Diese sind in
den folgenden Korollaren zusammengefasst.
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8. Stabilisierungssétze

Korollar 8.3. Der Stabilisierungsparameter by kann sowohl im sub- als auch im su-
perkritischen Fall reell gewdhlt werden. Im superkritischen Fall mit weicher Feder sind
auch fiir b_ reelle Werte

1

maoglich, um eine Stabilisierung zu erreichen.

Beweis. Fiir by beachte man, dass A‘f symmetrisch zur z—Achse ist.

Im Abschnitt 9.3 des Beweises von Satz 8.1 und 8.2 werden die Schnittpunkte von by (w)
mit der reellen Achse bestimmt. Diese sind a und b% = b* (a,0) > a. Uber das von diesen
gebildete Intervall erstreckt sich A‘}re und insbesondere ist das Intervall enthalten.
Damit haben wir reelle b4 gefunden, die eine Stabilisierung zulassen.

Im superkritischen Fall beachte man zunéchst, dass (—1/6,00) C A?. AuBerdem gilt
dann

g(x) <0 fir Imvy <0,Rey<0 (8.12a)
g(x) >0 fir Im~vy >0,Rey>0 (8.12b)

und damit folgt (—1/6,00) C G. Dadurch haben wir auch stabilisierende, reelle b_
gefunden. O

Gegeniiber anderen Stabilisierungsansitzen wie denen aus [5] und [3] hat der in dieser
Arbeit gewéhlte Ansatz (7.6ab) den Vorteil der ,freieren Wahl der Verzogerungszeit 7.

Korollar 8.4. Betrachte wieder gekoppelte Oszillatoren wie in (6.1a) und (6.1b). Sei
pP—

< 8.13
T 2 a ( )
vorgegeben.
Dann existieren zur verzéogerten Riickkopplungskontrolle der Form (7.6ab) mit
2t - 7T
0= 8.14
" (5.14)

offene nichtleere Bereiche von Kontrollen, sodass die periodischen Gegen-Phase-Orbits
fiir A nahe 2a stabilisiert werden.

Beweis. Das Korollar ist eine umformulierte Version von Satz 8.1, bei der nicht 6 zu a
gewahlt wird, sondern 7 (und damit @) vorgegeben ist. Dazu muss nur 6(7) eingesetzt
werden. O

Prinzipiell kann mit jeder vorgegebenen Verzogerungszeit stabilisiert werden. Allerdings
darf die Zeit nicht zu lang (im Vergleich zur Kopplung) sein.
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9. Beweis der Stabilisierungssatze

Der Beweis der Stabilisierungssétze 8.1 und 8.2 erfolgt weitgehend analog zu dem im
Paper von Fiedler et al. [5], das dieser Arbeit zu Grunde liegt.

Dabei werden wir wie folgt vorgehen:

Zuerst stellen wir die charakteristischen Gleichungen x4 (n) = 0 fiir unser System auf. Die
anschlieflende Untersuchung, fiir welche Werte von b1 sich die Anzahl der Eigenwerte
n mit strikt negativem Realteil dndert, fithrt dann zu der Feststellung, dass dies nur
per Hopfverzweigung geschieht. Damit kénnen wir Stabilisierungsbereiche Aflf,Ae, fiir
by bzw. b_ finden, fiir die keine Eigenwerte strikt positiven Realteil aufweisen. Die
Bestimmung von Kontrollen b, die z; = 0 stabilisieren, ist damit bereits beendet.
Fir b_ dagegen miissen wir noch die Lage zweier Kurven zu einander ermitteln. Die
erste ist die Hopfkurve der (A, 7), fir die eine Hopfverzweigung auftritt. Die zweite ist
die Pyragas-Kurve *, die sich als nichtinvasive Verzogerungszeit in Abhéngigkeit von A
ergibt. Dann kénnen wir unseren Stabilitdtsbereich mittels G einschrinken, damit die
abzweigenden periodischen Orbits stabil werden.

Es verbleiben schlussendlich Kontrollterme b_ € A NG und unser Ziel — Stabilisierung
in Z_ — ist erreicht.

9.1. Charakteristische Gleichungen

Uber charakteristische Gleichungen koénnen wir die Stabilitit des Gleichgewichts ermit-
teln. Nur wenn — durch Hinzufiigen des Kontrollterms — die Gleichgewichte stabil werden,
kann eine Stabilisierung erreicht werden. Im Falle der z;—Orbits wollen wir tatsdchlich
z4+ = 0 stabilisieren. Fiir z_ brauchen wir ein stabiles Objekt, von dem die abzweigenden
periodischen Orbits ihre Stabilitéit ,erben® kénnen.

Wie bereits in Abschnitt 6 festgestellt, entkoppelt das linearisierte System in zy, z_:
3y = A+i)ze + by - (Tzp(t—7) — 24) (9.1a)
Zo=AN=2a+i)z — b_-(Tz_(t—7)+2-) (9.1b)

Wir konnen also die beiden Komponenten separat betrachten, wenn wir die instabile
Dimension bestimmen.

Die charakteristischen Gleichungen ergeben sich per Exponentialansatz zu

0=x+(n) = Ati + by (Te™—=1)—n (9.2a)
O=x-(m)=A—2a+i — b_-(Te™+1)—n. (9.2b)

*Diese Bezeichnung basiert auf der Verwendung nichtinvasiver Kontrollterme durch K. Pyragas [11].
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9. Beweis der Stabilisierungssétze

Wir bestimmen daraus die instabilen Dimensionen der einzelnen Gleichungen

Ei(by) =#{n€C|x+(n) =0,Ren>0} (9.3a)
E_(b-) =#{neC|x-(n) =0,Ren >0}, (9.3b)
wobei wir die reelle Vielfachheit zédhlen — also sind diese Mengen als Multimengen zu

lesen.
Die instabile Dimension des Gesamtsystems ist

B(bs,bo) = Ex(by) + E—(b-) (9.4)
und damit ergibt sich als Bedingung fiir eine mogliche Stabilisierung
E(by,b_)=0 also Ey(by)=FE_(b_)=0. (9.5)

Die Regionen fiir die Stabilisierung (d.h. die b4, die stabilisieren) konnen im Allgemeinen
von der Kopplungskonstante a € R, der Rotation # € R, Re~ und Im~ abhingen. Wir
werden spater aber sehen, dass by unabhéngig von v und b_ unabhéngig von a gewéhlt
werden kann.

Wir befassen uns etwas genauer mit den charakteristischen Gleichungen, um E(b4,b_)
zu ermitteln.

Fiir by = b_ = 0 konnen wir die Hopfverzweigung in Z_ = {(z4,2-) | 24+ = 0} bei
A = 2a und n = ¢ unmittelbar ablesen.

Mit der Verzogerungszeit 7 = 0p_/(27) bei dieser Hopf-Verzweigung ergibt sich aus den
charakteristischen Gleichungen (9.2ab)

0=x+(n)=2a+i + by-(Te " —-1) -1y (9.6a)
0=x-(n) = i — b (Te 4+1)—7n. (9.6b)

Dies bedeutet, es gibt einfache Eigenwerte

n=2a+1imit Ren=2a>0in Z; = {(z4,2_) | 2= =0} und (9.7a)
n=71 mit Ren =0 in Z_ ={(24,2-) | 2+ =0}. (9.7b)

Da n = 2a + i strikt komplex ist, muss seine reelle Vielfachheit 2 sein, also haben wir
E(0,0) = 2 + 0 ermittelt.

9.2. Stabilitatskurven

Die allgemeinen Losungen der charakteristischen Gleichungen zu finden, ist gliicklicher-
weise fiir die Bestimmung von F4 (by) nicht notwendig. Uns interessiert nur, wann sich
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9.2. Stabilitdatskurven

die Anzahl der Eigenwerte 7 mit positivem Realteil &ndert. Da unsere charakteristischen
Gleichungen stetig in b+ sind, werden wir versuchen, die Kontrollen zu finden, bei denen
die Eigenwerte 7 gerade die imagindre Achse iiberqueren. Dabei &ndert sich das Vorzei-
chen des Realteils, und nur dadurch kann sich die instabile Dimension andern.
Praktischerweise werden wir die Grenzen der jeweiligen Stabilisierungsregion in Form je
einer differenzierbaren Kurve erhalten.

Da E4+ > 0und E,(0) = 2, E_(0) = 0 gilt, betrachten wir Anderungen an E (b;) durch
das ,,Uberqueren® imaginirer Eigenwerte n = i@ mit & € R.
Wir hoffen dabei eine Region zu finden, in der E(b;) = 0 gilt. Diese Hoffnung wird
nicht vergebens sein, und da die Region von @ und 6 abhéngen wird, bezeichnen wir sie
mit A‘f.
Aber l6sen wir zundchst die charakteristische Gleichung (9.6a) in z; mit n = iv =
i(1+ 2w):
0=2a+i + by - (Te P02 _1) —i(1 4 2w)
=20 — 2iw + by - (—e 2OWT0HO _q) (9.8)
=2a — 2iw — by - (e72% 1)

Wir erhalten eine Kurve

2a — 2w
by(w) :

=1y oxp (—2i0w) =a+ wtan(fw) + i(—w + atan(bw)) (8.5a)

von Losungen in C mit Parameter w . Die Funktion b, (w) hat Singularititen bei 26w =
wk mit k € Z ungerade.

Analog gehen wir fiir E_(b_) vor, um eine Region A’ zu finden.

Wie das ,einsame” hochgestellte 6 schon vermuten ldsst, wird sich hier keine Abhéngig-
keit von a ergeben.

Losen wir Gleichung (9.6Db)

0=1i — b_-(Te 0+2) L 1) — (1 + 2w)
= 2iw — b_ - (—e 2OwTOHO 4 ) (9.9)
= 2iw + b_ - (e %0 1),

so erhalten wir eine zweite Kurve mit Parameter w:

_ 2wi
1 —exp (—2ibw)

b_(w) : = —w(cot(Aw) + 1) (8.5b)

Die Funktion b_(w) wird nur fiir fw = 7k mit k € Z \ {0} singulér. Die Moglichkeiten
einer Anderung iiber imaginiire Eigenwerte haben wir also alle erfasst.
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9. Beweis der Stabilisierungssétze

Die zweite Moglichkeit eine Anderung der Stabilitéit zu erreichen ist ein Eigenwert n = 0.
Abernurfﬁrw:f% giltn:i<2-f%+1) =0.
Fiir 6 # km mit k € N ungerade existiert die Losung

by (—%) =a+ 3 tan (%9) +1 (% — atan (%0)) . (9.10a)

Falls 6 # k7 mit k € N gerade, dann gibt es die Losung
b (—3) =5 (= cot (30) +1) - (9.10b)

Also sind iiber by (w) bereits alle by mit Eigenwert 0 bestimmt. Der Fall n = 0 muss also
nicht gesondert behandelt werden.

Betrachten wir nun die Anderung von E.(bs) beim iiberqueren“ unser Kurve w +
bi(w). Da die Nullstellen xy+ = 0 durch komplex analytische Funktionen ((9.6a) bzw.
(9.6b)) gegeben sind, kann es nur dort zu einer Anderung kommen, wo Eigenwerte bei
Anderung von by die imaginédre Achse iiberqueren. Ist die Stabilitdtskurve dann komplex
differenzierbar, so ist sie auch orientierungserhaltend. Instabile Eigenwerte mit Ren > 0
befinden sich rechts der imagindren Achse n = iw = i(1 + 2w), also folgt, dass Ey(by)

rechts der Kurve by (w) um 2 grofler ist als links.

Wir miissen noch zeigen, dass by und b_ wirklich komplex differenzierbar sind. Bestim-
men wir dazu die Ableitungen

Vy(w) = %b.‘r (w) = tan(fw) + Ow sec?(Aw) — i + iafd sec? (Hw) (9.11a)
V_(w) = %b_ (w) = — cot(Bw) + wh csc? (fw) — i, (9.11b)
dann sehen wir, dass b (w) niemals verschwindet, da Im b (w) = —1.

bt (w) hingegen verschwindet in w = 0 fir af = 1:

V', (0) = tan(0) + 0sec?(0) — i + iaf sec*(0)

o (9.12)
=04+0-1—i+iad =0
Verlangen wir
1
- 9.13
a < 7 (9.13)
dann gilt fiir sec?(w) = af < 1, dass der Realteil
Rel, (w) = tan(fw) + fw sec? (Bw) = tan(fw) + ah*w (9.14)

niemals verschwindet — da die Steigung af? kleiner als die Steigung 6 von tan(fw) in
w = 0 ist — beide Kurven also iiber w parametrisiert werden konnen.

24



9.3. Stabilisierungsregion fiir das Gleichgewicht

(a) 2.00 4+ (b) 15 T
10 +
%r 1.00 < 1
51
0.00 0+
0

a a

Abbildung 5: Die Stabilisierungsregion Aig ist von a und 6 abhdngig.
In (a) ist mit b3 das Mazimum des Realteils fiir verschiedene a und 6 dargestellt.
In (b) ist hingegen das Mazimum des Imagindrteils zu sehen, welches wir mit bl* bezeichnen.

Es ist explizit durch b (a,0) = 1/0arccos(val) - [1 — a-+/0/a — 03] gegeben. Die beiden
Kurven mit 6 = 3w (rot) und 6 = +m (blau) verdeutlichen auch die 0-Abhingigkeit.

9.3. Stabilisierungsregion fiir das Gleichgewicht

Mit der im vorherigen Abschnitt gefundenen Kurve by (-) konnen wir das Gebiet mit
E; = 0 ermitteln. Dabei nutzen wir die (relativ) einfache Geometrie der Kurve aus.
Diese sieht immer ,ungefdhr“ wie in Abbildung 4(a) aus, abgesehen davon, dass sie mit
steigendem Produkt a - € eine immer kleinere Schleife Aﬁf) enthélt und fiir kleinere 6
immer spitzer wird.

Versuchen wir zunéchst die instabilen Dimensionen E4(0) = 2 zu eliminieren. Wie in
Abbildung 4(a) zu sehen ist, gibt es eine von b, (-) begrenzte Region A%’. Vom Ursprung
aus muss b4 (-) von links nach rechts iiberquert werden, um in das Innere zu gelangen —
z.B. entlang der reellen Achse. Dabei reduziert sich £, um 2, wie gewtinscht.

Sehen wir uns das Gebiet etwas genauer an.
Unter der Bedingung (9.13) ist es nichtleer, denn auf der reellen Achse enthélt es das
Intervall

a<by <bi(a,b), (9.15)

wobei b (a,0) = by (w*) sich als die erste positive Nullstelle von
0 =Im(bs(w")) = —w" + atan(fw™) (9.16)

ergibt. Diese Nullstelle existiert immer, da tan — oo fir 6w %7[' und die Steigung von
atan(fw*) in w = 0 gleich af < 1 ist.
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9. Beweis der Stabilisierungssétze

Dass tatsédchlich im gesamten Gebiet
AP ={by =2 +iy| Jw € (0,w*), sodass = = Reby(w),|y| < —Imby(w)} (9.17)

E, =0 gilt, l&sst sich wie folgt sehen:

Offensichtlich gilt b4 (—w) = b4 (w) und das Gebiet ist damit zur reellen Achse symme-
trisch. Fir w < —w* ist Imb; (w) < 0; daher kann, wie in Satz 8.2, Gleichung (8.3b),
auch 0 < w < 7/(26) als Parameter zugelassen werden, um dasselbe Gebiet A‘ie zu defi-
nieren. Die Bedingung |Re b4 (w)| < —Im by (w) ist dann, falls w* < w < 7/(26), fir kein
b, erfiillbar.

Aufler dieser Symmetrie gilt im Realteil auch noch Monotonie:
Rebi (w) > 0w+ 0w -1 >0 fiir w > 0. (9.18)

Damit ergibt sich immer ein Gebiet tiber 0 < w < w*.
Nun miissen wir nur noch sicherstellen, dass fiir w > n - 7/6 — also fiir einen anderen
»Ast® der Kurve — by (w) dieses Gebiet nicht erneut schneidet.
Dazu wollen wir die Asymptotik der Kurve fiir
(2n + )7
I Sl alie
20
betrachten. Es empfiehlt sich die Koordinatentransformation s := tan(6w) durchzufiih-
ren, wodurch sich (9.19) auf jedem Ast zu

s — oo (9.20)

(9.19)

vereinfacht. Man betrachte die reparametrisierte Version der Kurven-Gleichung (8.5a):

b+(8) =a+

arctan(s) +nmw (_man(s)*”” +as) (9.21)

o 0

In dieser Form kénnen wir die Asymptotengleichungen direkt ablesen, wenn wir ausnut-
zen, dass arctan(s) im Unendlichen gegen +m/2 konvergiert:

Cn+ )7 . ) ( (2n+ 1)7r)
— —— .22
h(s) ( 59 +ia)s + (a—1 50 (9.22)
Wir stellen diese Gleichung noch nach dem Imaginirteil um und erhalten
2a6 (2n £+ 1)m
Imhy = ——— hy)—a) — ———. 2
mhe = o 1y, (Relhe) —a) 26 (9:23)

Was bedeutet dies fiir unterschiedliche Aste n?

Die ,,untere“* Asymptote h fiir n entspricht gerade der ,oberen“ h_ fiir n + 1. Unter-
schiedliche Aste schneiden sich demnach nur fiir Reb (w) < a und Reby (w) > b%. — also
auflerhalb unserer Stabilisierungsregion.

*Fir w > 0 liegt by (w) stets strikt zwischen den beiden Geraden. Im diesem Sinne kénnen wir von einer
unteren und einer oberen Asymptote sprechen.
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9.4. Stabilisierungsregion fiir die periodischen Orbits

Re b+

Abbildung 6: Darstellung der Stabilisierungskurve by (-) mit mehreren , Asten®
Die Stabilisierungsregion A‘f ist in grin dargestellt. Die Pfeile geben die Richtung steigen-
der w an. In eckigen Klammern ist die instabile Dimension E4(by) der einzelnen — von
den by —Kurvendsten eingegrenzten — Regionen angegeben. Jedes Uberqueren der Kurve von
links mach rechts fihrt zu einer Erhohung von E+ um zwei.
Die gestrichelten Geraden stellen die Asymptoten aus Gleichung (9.23) dar. Es wurden
0= i’/‘(‘ und a = 0.1 gewdhlt.

Damit haben wir fiir a < 1/6 eine Region von Kontrollen b, € A?f gefunden, die z; =0
stabilisiert.

9.4. Stabilisierungsregion fiir die periodischen Orbits

In z; haben wir eine Stabilisierungsregion gefunden. In z_ wollen wir daher das gleiche
erreichen. Die Kurve b_(w) wird dann die Grenze unserer Region sein. Diese sieht immer
gleich aus, skaliert nur antiproportional mit 6.

Da wir hier aber einen (nicht trivialen) periodischen Orbit stabilisieren wollen, haben wir
mit der Bestimmung der instabilen Dimension fiir das Gleichgewicht z_ = 0 unser Ziel
noch nicht erreicht. E_(b_) = 0 ist jedoch eine notwendige Bedingung fiir eine mogliche
Stabilisierung.
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9. Beweis der Stabilisierungssétze

Mit E_(0) = 0 haben wir bereits die Existenz zumindest einer — moglicherweise zur
Stabilisierung geeigneten — Kontrolle gegeben. In vielen Féllen wird b = 0 allerdings
die periodischen Orbits nicht stabilisieren. Ermitteln wir also auch hier die Region mit
E_=0.

Dank der im Imaginérteil konstanten Ableitung Im &’ (w) = —1 ist die Region leicht zu
bestimmen. Es gibt keine Selbstiiberschneidungen der Kurve und wir kénnen Reb_(w)
auch als Funktion von Imb_(w) = —w auffassen:

Reb_(Imb_(w)) = (Imb_(w)) - cot(f - Imb_(w)) (9.24)

Die Kurve ist — nach zu 6 proportionaler Skalierung — immer identisch zu der in Ab-
bildung 4b, was wir leicht erkennen koénnen, indem wir Gleichung 9.24 mit Parameter
Imb_(w) = —w/0 betrachten:

1
Reb_ (—:) = %cot(w) =3 Reb_(—w) (9.25)
Als Veranschaulichung fiir die §—Abhéngigkeit sollen folgende Punkte auf der Kurve
dienen:

() =y (9.260)
b_ (;) - i% (9.26b)
b_ <—27T€> = —i2—7; (9.26¢)
b_ (g) =00+ z% (9.264)
b_ <—Z) = 00— z% (9.26¢)

wobei die Definitionsliicke in w = 0 hebbar ist und b_(£7/0) als Grenzwert von unten
respektive oben gemeint sind.

Uberquert man b_(-) von innen, so erhoht sich £_ um 2. Damit ist A? die Region, in
der E_ = 0 gilt.

Nun haben wir also eine sehr einfache Region, die sowohl b_ mit positivem als auch
negativem Real- und Imaginarteil enthélt.

Bemerkung. Die beiden Regionen A?f und A? werden mit sinkendem @ immer grofer
(siehe Abbildung 5, bzw. Gleichungen (9.26a-e)). Fiir § — oo schrumpft A? auf die
positive reelle Achse R} zusammen.
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9.5. Stabilisierung der periodischen Orbits

9.5. Stabilisierung der periodischen Orbits

Die Stabilisierungsregion fiir das Gleichgewicht z_ = 0 wurde im vorherigen Abschnitt
gefunden. Wenn wir b_ € A? wihlen, haben wir also ein stabiles Objekt, das seine Sta-
bilitdt bei der Hopf-Verzweigung an die periodischen Orbits abgeben kann. Wir wollen
iberpriifen, wann das auch wirklich geschieht.

Dazu betrachten wir, fiir festes b_, die (A, 7)-Ebene. Bisher haben wir uns nur das Ver-
halten von Losungen unserer charakteristischen Gleichung fiir den Verzweigungspunkt

(A7) = (2(1, M) ~ (2,0 (9.27)
2

angesehen. Da die periodischen Orbits fiir A > 2a (superkritischer Fall) bzw. A < 2a
(subkritischer Fall) auftreten, sollten wir entsprechende Losungen von (9.2b) auf Stabi-
litatswechsel untersuchen. Zwei Kurven sind dabei von Interesse: Die Pyragas-Kurve der
nichtinvasiven Verzogerungszeiten und die Hopfkurve der Punkte (A, 7), fir die (9.2b)
rein imagindre Losungen besitzt.
Die Lage der beiden Kurven zueinander bestimmt dann, ob unsere abzweigenden Orbits
stabil oder instabil werden.

Wir betrachten zunéchst die mit den Umlaufzeiten periodischer Lésungen korrespondie-
renden Verzogerungszeiten
Op_(A) 0 27 0

)\ = - — = — — .
() 27 2114+ 72(N)Imy 1 — (A —2a)Im~y/Rey

(9.28)

Sie bilden die Pyragas-Kurve, die im subkritischen Fall fiir A < 2a und im superkritischen
fir A\ > 2a definiert ist. Zunédchst wollen wir die Tangente an die Kurve in der (A, 7)—
Ebene bei A = 2a, 7 = 0 berechnen. Seien also

A=2a+A+0()\) und (9.29a)
T =0+7%+o0(f), (9.29b)
wobei 0()) wie iiblich Terme hoherer Ordnung bezeichnet, dann ergibt sich die Lineari-

sierung von 7 zu

o1
PRV et

9.30
Rer (9.30)

In der nicht entarteten Hopf-Normalform ist Rey # 0, also haben wir immer eine Tan-
gente in dieser Form.

Kommen wir zur Hopfkurve. Fiir diese haben wir keine explizite Darstellung. Wir be-
notigen allerdings nur die Tangente an (2a,#), um Aussagen fiir A nahe 2a treffen zu
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9. Beweis der Stabilisierungssétze

konnen. Betrachten wir also die charakteristische Gleichung (9.2b) und ersetzen wir n
durch i(2w + 1):

O0=x_(w)=A=2a+i — b_-(Te ™2 £ 1) (1 4 2w)

= A—2a — b_-(—ePe™ T2 L 1) _ 24 (9.31)
Fir die Koordinaten der Tangente fithren wir die Bezeichnungen
A=2a+A+o()\) und (9.32a)
T=0+74o0(7) (9.32b)
ein. Die Linearisierung in A, 7 und w hat dann die Form:
0=x_(w)= X — b_- (20w + i7) — 2iw (9.33)

Bei getrennter Betrachtung von Real- und Imaginérteil ergibt sich das Gleichungs-
system

A= —Imb_ - (20w +7) (9.34a)
0=—Reb_ (20w +7) — 2w, (9.34b)
aus dem sich durch Umstellen
5 —2w 1+6Reb_
T = Re bi — 200.) = —WQW (935&)
~ 2w Imb_
A=Imb_ - (20w — Rob. 20w) = Rob_ 2w (9.35b)

ergibt. Diese Tangenten-Gleichungen werden uns im weiteren Verlauf helfen, Regionen
fiir b_ zu finden, fiir welche die abzweigenden periodischen Orbits durch unsere Kontrolle
stabilisiert werden.

Da A? nur b_ mit Reb_ > —1/6 enthilt, verschwindet unsere Tangente nur fiir Reb_ =
0. Im Sonderfall Imb_ = 0 verlduft sie senkrecht. Nach implizitem Funktionensatz gibt
es also nahe w = 0 die Hopfkurve (A\(w), 7(w)).

Was geschieht nun, wenn die Pyragas-Kurve die Hopfkurve schneidet, wie es bei (2a, 0)
der Fall ist? Es konnte dort zu einer Stabilitdtsénderung des Gleichgewichts z_ = 0
kommen. In einem solchen Fall wiirden die instabilen periodischen Orbits eben diese
Stabilitat iibernehmen.

Also bestimmen wir, inwiefern ein Uberqueren der Hopfkurve zu einer Anderung der
instabilen Dimension fiihrt. Linearisieren wir dazu die charakteristische Gleichung (9.2b)
mittels der Ersetzungen

A=2a+ A (9.36a)
T=0+7 (9.36b)
n=1i+1, (9.36¢)

30



9.5. Stabilisierung der periodischen Orbits

so erhalten wir

v

0=x%_(A\%7)=XA—b_-(Fn+ 7i) exp (—n + i0) — 7. (9.37)

Diese Gleichung teilen wir durch Einfiihren einer Hilfsvariablen € in zwei (einfache)
Gleichungen auf:

€=M\ 7)=A—b_-Fexp(—1n+ih) (9.384)
E=v() = —(b_ - Texp(—7n + i) + 1) - 7] (9.38b)

Durch diese Abbildungen kénnen wir unsere Kurve in der Form
(A7) = (¢ o )W) (9-39)

schreiben (solange ¢ invertierbar ist). Die Abbildung ¢ : C — C ist komplex linear, also
richtungserhaltend sofern

0#b_-Texp(—mn+i6)+1 (9.40)
1 1
& bo#——exp(tn—if) = —7 (9.41)
T

Innerhalb unserer offenen Region A? ist diese Bedingung erfiillt, ¢ also richtungserhal-
tend. Fir die Abbildung ¢: R x C — C kénnen wir die (reelle) Determinante bestim-
men:

B 1 —Re(nb— -exp(—mn +10))
det = det (0 Im (nb_ - exp (—7n + i0))
=TIm (nb_ - exp (—7n + i6))
= —Reb_

(9.42)

Damit haben wir die Moglichkeit ¢ (und damit (¢~! 04))) orientierungserhaltend oder
-umkehrend zu wahlen.

Fiir Reb_ > 0 ist die Determinante negativ, also kehrt (¢! 0 1)) die Orientierung um.
Fiir Reb_ < 0 bleibt dagegen die Orientierung erhalten.*

Unsere Region A? enthilt das Intervall (—1/6,00), also stehen uns immer passende
Parameter fiir beide Wahlen zur Verfiigung.

Da wir nun also wissen, wie fiir unsere Eigenwerte 1 ,rechts und links“ der Hopfkurve
mit ,rechts und links” der imagindren Achse korrespondieren, ist unsere Frage nach der
Anderung der instabilen Dimension beantwortet:

Das Gebiet mit E_ = 2 liegt in der (A, 7)-Ebene rechts der Hopfkurve, falls Reb_ > 0
und links der Hopfkurve falls Reb_ < 0.

*Reb_ = 0 ist erneut ein Sonderfall. Er wird in Bemerkung 9.5 besprochen.
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9. Beweis der Stabilisierungssétze
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Abbildung 7: Lage der Hopf- (blaw) und der Pyragas-Kurve (rot) im subkritischen Fall
Die folgenden Unterfille werden betrachtet:
Harte Feder (a): y=1+48i,b-=3—¢ = Imb_ < g(Reb_) = —0.125(Reb_ +1/6)
Weiche Feder (b): v =1—-0.5¢, b- = —0.5+0.3¢ = Imb_ > g(Reb_) =2(Reb_+1/6)
Die Pfeile geben die Richtung steigender w an.
Fir Fall (b) wurden in Abbildung 4 die Gerade g und b— eingezeichnet.

Was bedeutet das fiir unsere Stabilisierung? Damit die periodischen Orbits, die fiir A >
2a (superkritischer Fall) bzw. A < 2a (subkritischer Fall) abzweigen, stabil sind, sollte die
Pyragas-Kurve in die Region mit F_ = 2 zeigen. Dort ,iibernimmt* das Gleichgewicht
die Instabilitdt. Solange die Kurve diese Region nicht verldsst — also fiir A ausreichend
nahe 2a — sind die entsprechenden Orbits stabil.

Betrachten wir zuerst den subkritischen Fall Re~y > 0.

Hier zeigt die Pyragas-Kurve in Richtung negativer \. Die Hopfkurve deutet, je nach
Wahl von b_, in positive oder negative S\—Richtung (entspricht Reb_/Imb_ > 0 bzw.
Reb_/Imb_ < 0). AuBerdem steigt 7 mit w fiir Reb_ < 0 und f&llt fiir Reb_ > 0, wie
wir an (9.35a) sehen.

Wir benétigen fiir Reb— > 0 das Gebiet links der Hopfkurve und fiir Reb_ < 0 das
rechts von dieser. b_ muss folglich so gewéhlt werden, dass die Steigungen

TS5 T fiir Reb. >0,Imb_ >0

XA

T<«T  fiir Reb_ >0,Imb_ <0

; A (9.43)
= > = fir Reb_ < 0,Imb_ >0

S

T <l fir Reb_ <0,Imb_ <0

XA

erfiillen, damit die Kurven korrekt zu einander orientiert sind.
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9.5. Stabilisierung der periodischen Orbits

Abbildung 8: Lage der Hopf- (blaw) und der Pyragas-Kurve (rot) im superkritischen Fall
Die betrachteten Unterfille sind diesmal:
Harte Feder (a): v = —1+8i,b—- =2 = Imb_ < g(Reb_)=0.125(Reb_ +1/0)
Weiche Feder (b): v =—-1—-0.5¢, b =14+4¢ = Imb_ > g(Reb_) = —2(Reb_ +1/0)
Fiir beide Faille sowie die in Abbildung 7 wurde 0 = %7’1’ und a = 0.4 gewdhlt. In eckigen
Klammern ist die instabile Dimension des Gleichgewichts angegeben.

Im Folgenden kiirzen wir diese Art Fallunterscheidungen durch die Verwendung von 2
und < ab. So lassen sich die obigen Fille etwa zu

>~ fiir Imb_ 20 (9.44)

>
>

zusammenfassen.

Nun widmen wir uns dem superkritischen Fall Re~y < 0.
Hier zeigt die Pyragas-Kurve in Richtung positiver . Die Bedingungen an die Steigungen
kehren sich also gerade alle um:

< - fiir Imb_ =0 (9.45)

>
> 2

Einsetzen der in (9.30), (9.35a) und (9.35b) gefundenen Werte fithrt dann auf die Un-

gleichung
14+ 0Reb- Im~y

Imb_ <0 Revy
wobei der sub- und superkritische Fall bereits zusammengefasst sind.
Um die in Satz 8.2 definierte Einschrdnkungsregion G zu erhalten, stellen wir die Un-
gleichung (9.46) noch so um, dass nur Im b_ auf der linken Seite steht:

fir Imb_ -Rey 20, (9.46)

R
Imb,§—(1/0+Reb,)-ﬁ fir Im~y =0, (9.47)
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9. Beweis der Stabilisierungssétze

wobei wir ausnutzen, dass sich die Ungleichung mit jedem Vorzeichenwechsel in den
reellen und imagindren Komponenten von b_ und ~ umkehrt.

Die rechte Seite von (9.47) entspricht der im Satz 8.2 in (8.10) definierten Funktion
g. Die beiden Félle mit positivem und negativem Im~ definieren dann unsere Gebiets-
Einschrinkung G in den Féllen 1 bzw. 2.

Bemerkung. Es bleiben die Félle Reb_ = 0, Imb_ = 0 und Im v = 0 zu klaren. Diese sind
jeweils Grenzfélle, in denen die oben verwendeten Umformungen nicht mehr wohldefiniert
sind.

Fir Imb_ = 0 verlauft die Tangente 7 senkrecht von oben nach unten (Reb_ > 0)
bzw. von unten nach oben (Reb_ < 0). Die Ungleichung (9.47) ist damit weiterhin eine
hinreichende Bedingung fiir Stabilisierung.

Auch fir Reb_ = 0 macht die Ungleichung keine Probleme, allerdings versagt dann
unsere Darstellung der Tangente an die Hopfkurve. Betrachten wir aber (9.31) direkt,
ergibt sich durch elementare Umformungen, dass

6 — arccos(1 — i2w/b_)

1+ 2w
AMw) = ib_ - sin(arccos(1 — i2w/b_)) + 2a (9.48b)

T(w) = und (9.48a)

die Gleichung 16sen.* Die Hopfkurve existiert also weiterhin, allerdings nur auf einer Seite
von (2a,0). Die imagindre Achse miissen wir daher von unserer Region stabilisierender
b_ ausschlieflen.

Fiir Im v = 0 verlduft die Pyragas-Kurve waagerecht und unser Ansatz schldgt im sub-
kritischen Fall fehl — daher die Einschrankung Im~ # 0 in Satz 8.1. Bis auf diese Singu-
laritdten sind aber keine Einschriankungen mehr an v notig.

Damit ist der Beweis der Sdtze 8.1 und 8.2 abgeschlossen und die periodischen Orbits
sind stabilisiert.

*Man nutze e = cos(x) + isin(z) aus um in Real- und Imaginérteil aufzuspalten. sinarccos(z) liefle
sich auch als v/1 — x2 schreiben, ist also ein Halbkreis.
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Teil V.
Zusammenfassung und Diskussion

10. Zusammenfassung

In diesem Abschnitt wollen wir die Ergebnisse dieser Arbeit noch einmal zusammen-
fassen. Mit einem erweiterten Stabilisierungsansatz hatten wir versucht, in Hopf Nor-
malform vorliegende gekoppelte Oszillator-Systeme auch fiir grole Kopplungskonstante
a und ,unginstige“ v zu stabilisieren. In a ist iberhaupt keine Schranke mehr nétig.
Fiir v miissen wir nur die reelle und imagindre Achse (also Lebesgue-Nullmengen) aus-
schlieffen. Dabei haben wir explizite Regionen fiir unsere Kontrollparameter b, und b_
erhalten. by kann immer reell gewahlt werden.

Die Verzogerungszeit 7 ist ebenfalls im Intervall (0, p_/(27a)) frei wéhlbar.

11. Vergleich mit bisherigem Ansatz

Da diese Arbeit auf dem Paper von Fiedler et al. [5] basiert, soll hier noch ein kurzer
Vergleich der Stabilisierungsansétze stattfinden.

Im eben genannten Paper wurde eine Teilmenge meiner Kontrollterme mit den Ein-
schrankungen

b=by=b_ und (11.1)

= (11.2)

verwendet. Setzt man diese in die Gesamtkontrolle (7.6ab) ein, sieht man, dass 7' = 1
gilt und die hinteren Terme wegfallen:

21 :f(Z1)+CL'(ZQ—Zl)+b~ (Zg(t—T)—Z1) (11.3&)

Zo=f(z2)+a- (21— 22)+b- (21(t — 7) — 22) (11.3b)

Zur Stabilisierung von z; und z9 wird dann nur die verzogerte Variante des jeweils ande-

ren Oszillators verwendet. Diese Gleichung ist also in den untransformierten Koordinaten
um einiges einfacher als mein kompletter Stabilisierungsterm.

Das hat allerdings seinen Preis. Die zulédssigen Werte b = b_ € A™ fiir die Stabilisierung
in der Komponente z_ miissen ebenfalls im Gebiet A" liegen, um auch Stabilisierung fiir
zy = 0 zu erreichen. Der Stabilisierungsparameter b kann unter anderem keinen Realteil
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kleiner als a haben, was zu einer Schranke an Im~y/ Re~ im subkritischen Fall fiihrt.
Auflerdem ist die Verzogerungszeit 7 durch diesen Ansatz auf

T= npf n € N ungerade (11.4)

festgelegt. Fiir @ > 1/7 ist dann also keine Stabilisierung mehr méglich.

Nur der Fall n = 1 wurde im Paper explizit behandelt. Wie wir aus Bemerkung 9.4
(S. 28) wissen, fiihrt aber n = 6/m > 1 ohnehin nicht zu gréBeren Regionen.

Mein erweiterter Stabilisierungsansatz erlaubt also eine grofiere Freiheit bei der Wahl
der Verzogerungszeit 7, der Kopplungskonstanten a und des Parameters ~.

12. Einfache Verallgemeinerung

Das in meiner Arbeit betrachtete Stabilisierungsschema ist nur eine Teilmenge aller mog-
lichen Riickkopplungen. Dabei wurde ein Unterraum ausgewéhlt, der eine Stabilisierung
fir alle v und a zulésst.

Allgemeiner kann man beliebige Kontroll-Systeme

T
2=f(z)+Az+ B (at—7)  a(t)) (12.1)

betrachten. Dabei ist die Kopplungsmatrix gegeben durch

a —a
A= (_a a> 7 (12.2)
die Kontrollmatrix B € C2** zunichst beliebig und f als komponentenweise Auswertung
zu lesen.

Um Nicht-Invasivitdt zu erreichen miissen dann Einschrénkungen an B vorgenommen
werden.

Bemerkung. Wir werden (in Abschnitt 13) zu der Vermutung kommen, dass die von uns
betrachteten Falle bereits alle wirklich unterschiedlichen Stabilisierungsansétze dieser
Form abdecken.

Eine einfache Erweiterung, die aber nicht mehr im Schema (12.1) notiert werden kann,
ist die Einfiihrung von zwei unabhéngigen Verzogerungszeiten in z; und z_. Fiir diese
gilt der Stabilisierungssatz 8.1 ebenfalls, und der Beweis verliefe analog.

Die Gleichungen (7.7a) und (7.7b) sind dann ein Spezialfall von

2p = 5(flop +2o) + flop = 22)) + by - (Th 24 (t = 74) — 24) (12.3a)
io=(flep 4+ 2) — fley —22)) —2a2_—b_ - (T z_(t — 7_)+2_) (12.3b)
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mit 7y =7 =7 und T4 =T =T. Im Beweis der Sitze werden die Gleichungen in z
und z_ nur entkoppelt betrachtet. Die Annahme, dass nur ein gemeinsames 7 vorliegt,
wird nicht verwendet und ist nicht erforderlich.

Diese Freiheit erméglicht potentiell grofiere Stabilisierungsregionen. Geht man allerdings
davon aus, dass man in beiden Komponenten eine gemeinsame untere Schranke an die
Verzogerungszeit T hat, ist 7 = 7_ = 7 optimal, da die Regionen mit kleinerem 6 gréfier
werden.”*

In z4 kann T jetzt beliebig gewédhlt werden. Es ist nicht einmal notig, dass Ty eine
Rotation darstellt, da wir nur in Z_ Nicht-Invasivitat benotigen. Weil dort z; = 0 gilt,
verschwindet jeder in z(t) und z(¢ — 7) lineare Kontrollterm.

In der Bachelorarbeit von Konstantin Bubolz [3] wird beispielsweise ein zu T = 0
analoger Fall betrachtet. In Z_ ist der Term mit Kontrolle dann in der Form

iy = flz4) — by 2y

. ) (12.4)
=A=bp+it+lz]") 2+

gegeben. Stabilisierung der Ruhelage nahe A = 2a ist — da es sich nun um eine einfache
Rickkopplung ohne Verzégerung handelt — fiir Reby > 2a erreicht.

Eleganter erreicht man die gleiche Stabilisierung aber, wenn man 6, und (analog zur
Definition (7.3)) die Rotation

T, := 0++m (12.5)

einfiihrt. Lasst man nun 6, gegen 0 laufen, so gilt im Grenzwert T, = —1 und 7 = 0.
Also entsteht der Kontrollterm

Zp = flz4) + by - (24 — 24)

. 5 (12.6)
= (A =2by +i+7]2|7) 24
und damit die Stabilisierungsregion
AL = {b_|Reb; >a}, (12.7)

die gewissermaflen als Grenzwert von den in (8.3a) definierten Regionen Aie gesehen
werden kann. Genauer existiert fiir jedes by € Aio ein § > 0, sodass by auch in A‘jf
enthalten ist.

*Man vergleiche Bemerkung 9.4
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Es stellt sich die Frage, wie weit wir noch von einer Aussage iiber alle Kontrollmatrizen
B € C*** entfernt sind — also welche Kontrollen noch betrachtet werden miissten.
(Die Antwort wird lauten: Wir sind ,,quasi schon da“.)

An mehreren Punkten in dieser Arbeit haben wir eine Wahl getroffen, welches Sta-
bilisierungsschema wir betrachten. Wir haben festgestellt, dass diese Wahlen insofern
zielfithrend waren, dass fast alle Einschrankungen an die gegebenen Parameter wegfal-
len.

Ziel war es also Stabilisierung zu erreichen und nicht eine Klassifizierung der méglichen
Stabilisierungsansétze durchzufithren. Die Bachelorarbeit von Konstantin Bubolz geht
eher in diese Richtung [3]. Von meinem Ansatz ausgehend gibt es aber Anpassungen die
nahe liegen und interessante Einblicke liefern.

Beispielsweise lielen sich, neben der Verallgemeinerung mit zwei unabhéngigen Verzo-
gerungszeiten 74, auch noch die Symmetrien

21(t) = =Tz (t—7) und
29(t) = =T zo(t — 1),

die in den Gleichungen (7.5a) und (7.5d) gefunden wurden, betrachten. Vermutlich kon-
nen wir diese ebenfalls verwenden, um eine Stabilisierung anzustreben. Sie wurden bei
der Betrachtung ausgelassen, da der Wegfall der Bedingungen an v und a, wie sie im
Paper von Fiedler et. al [5] nétig waren, schon ohne diese zusétzlichen Symmetrien er-
reichbar war.

Es konnte sich lohnen einen nochmals erweiterten Kontrollterm zu analysieren. Mit
der Wahl zweier zusédtzlicher Parameter c;,c_ € C, betrachten wir eine Kontrolle der
Form:

Z1=f(z1) ta- (22— 21)

+#(T+ ZQ(t—T+)—zl> +#(T, zl(t—T,)—ZQ) (13.1a)
cy +c- cy —C_
++T(S+Zl(t—0+)—21) ++T(5722(t—07)—22>
Zg = f(z2) ta- (21— 22)
+#(TJ’> z1(t —714) —22> +%(T, zo(t —71_) —zl) (13.1b)
cy +c- Cy — C_
+T(S+ 2ot —oy) — 22) + %(S, 21(t—o_) — z1>
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Diese ist so leider sehr uniibersichtlich, wird aber in den besser geeigneten Koordina-
ten z4 wesentlich kiirzer:

—24) (13.2a)

(T-z—(t —712)+2-) (13.2b)

Die Uberlegungen aus Abschnitt 12 wurden ebenfalls bei der Konstruktion ausgenutzt
und auch auf die Kontrollterme mit Koeffizienten c4 angewendet.
Die Nicht-Invasivitét ist gegeben, wenn wir

S_ = exp <27;U‘ z> (13.3)

setzen. S € C ist (ebenso wie T ) beliebig. Damit wiren dann bereits 6 unabhéngig
wéihlbare komplexe Parameter (by,b_, c4,c_, T4, Sy) vorhanden. Die Parameter 7_ und
S_ sind durch die Verzogerungszeiten 7_ und o_ festgelegt, da das System ansonsten
invasiv auf den periodischen Orbits in Z_ ware.

Diese Erweiterung hat fiir identische Verzogerungszeiten 7. =7 =04 = o_ = 7 die in
(12.1) gegebene Matrix-Form. Falls wir davon ausgehen, dass die Nicht-Invasivitdt immer
zwei komplexe Parameter (in unserem Fall 7 und S_) festlegt, so sehen wir, dass die
Matrix B ebenfalls nur sechs freie komplexe Koeffizienten hat. Wiirden wir noch das
System (13.2ab) beziiglich seiner Stabilisierungsregionen betrachten, dann hétten wir
alle méglichen Stabilisierungen dieser Form gefunden.

Mit nur einer Verzogerungszeit 7 ldsst sich das System einfach auf das bereits bekannte
zuriickfithren.
Einsetzen zeigt, dass der by— und der cy—Term in z4 zu

ip=5(f(er+2 )+ flzy =2 )+ by +eq] - (dzp (b —7) — 24) (13.4)
zusammengefasst werden kénnen. Wann genau hier Stabilisierung fiir bestimmte Kon-
stanten d = [T} + S+ — ¢4 T4+ — by Sy moglich ist, miisste noch genauer untersucht
werden.

Fiir den Fall reeller d siche man in Herrn Bubolz’ Bachelorarbeit [3]. Der Schritt zu
allgemeinen (auch komplexen) d sollte meiner Meinung nach nicht allzu problematisch
sein.”

*Es ist vermutlich fiir eine Untersuchung passender je einen Kontrollparameter in z4 (¢t — 7) und z4(¢)
anzusetzen.

39



13. Alle méglichen Kontrollen

In der z_—Koordinate ist das System (13.2b) fiir 7 = o_ sogar komplett untersucht, da
T_ = —S_ und damit

= M(f o+ 20) = fles — 2))=[b- — e ] - (T_ 2 (t — 7)+2.) (13.5)
gilt. Die Stabilisierung wurde in dieser Arbeit fiir Kontrollen in genau dieser Form ge-
zeigt.

Bis auf wenige Details sind also alle Stabilisierungsanséitze der Form (12.1) bereits ge-
funden.

Bemerkung. Detailfragen — die noch gekldrt werden miissten — wéren die Betrachtung
von komplexen d sowie die Vermutung, dass zwei komplexe Dimensionen schon dadurch
wegfallen, dass die Kontrolle in Z_ verschwinden soll.
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