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Zusammenfassung

Es werden Einparameterfamilien zweidimensionaler Diffeomorphismen betrachtet, ins-
besondere solche, die für einen bestimmten Parameterwert eine homokline Tangente aufweisen,
d.h. es liegt ein Berührpunkt der stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten eines hyperboli-
schen Fixpunktes vor. Mit einer solchen globalen Verzweigung, oder Bifurkation, ist eine Viel-
zahl von dynamischen Phänomenen verbunden. Beispiele hierfür sind Hufeisen, hyperbolische
Mengen, Kaskaden homokliner Berührpunkte, Kaskaden periodenverdoppelnder Verzweigun-
gen und unendlich viele Attraktoren.

Besonderer Fokus dieser Arbeit liegt auf den Kaskaden periodenverdoppelnder Bifurka-
tionen. Es wird gezeigt, dass der natürlichen Entstehung eines Horseshoes (welche wiederum,
wie ebenfalls gezeigt wird, eine Folge der homoklinen Tangente ist) unendlich viele perioden-
verdoppelnde Bifurkationen vorausgehen, deren Perioden unbeschränkt sind.
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Kapitel 1

Homokline Tangenten

1.1 Einführung

Es soll eine Verzweigung, oder Bifurkation, vorgestellt werden, die eine Vielzahl interessanter
dynamischer Phänomene hervorbringt: Die Entfaltung einer homoklinen Tangente. Man spricht
von einer homoklinene Tangente, wenn ein Berührpunkt zwischen der stabilen und instabilen
Mannigfaltigkeit eines hyperbolischen Fixpunktes vorliegt. Ein dabei auftretendes Phänomen
ist eine sogenannte Kaskade periodenverdoppelnder Bifurkationen, welche schließlich dazu
führt, dass das System chaotische Dynamik aufweist.

In Kapitel 1.2 werden grundlegende Begriffe eingeführt, die mit diskreten dynamischen
Systemen, wie sie hier behandelt werden, in Zusammenhang stehen. Weiterhin wird ein Bild zu
dem Begriff der homoklinen Tangente geschaffen. Als kurzer Einschub wird in Kapitel 1.3 und
noch einmal formeller im Appendix Smales Hufeisen vorgestellt. Dieses liefert eine bildhafte
Darstellung, was chaotische Dynamik ist und warum sie auftritt. Darauf aufbauend wird in 1.4
gezeigt, dass bei der Entfaltung der homoklinen Tangente ein solches Hufeisen auf natürliche
Weise entsteht.

Schließlich werden in Kapitel 1.5 zwei lokale Bifurkationen, welche zum Verständnis der
Entstehung der Kaskade periodenverdoppelnder Bifurkationen notwendig sind, beschrieben.

In Kapitel 2, dem Hauptteil dieser Arbeit, wird die Entstehung des Hufeisens von einer an-
deren Seite betrachtet. Es wird gezeigt, dass während der Entstehung des Hufeisens bestimmte
periodische Orbits auftreten, welche, während der Parameter variiert wird, ständig ihre Perioden
verdoppeln, so dass im vollständigen Hufeisen schließlich periodische Orbits jeder beliebigen
(minimalen) Periode auftreten. Da wir in 1.4 gezeigt haben, dass während der Entfaltung der
homoklinen Tangente ein Hufeisen entsteht, wissen wir, dass diese Bifurkation mit der Kaskade
von periodenverdoppelnden Verzweigungen einhergeht.

Um einen Ausblick zu gewähren, welche Themen mit homoklinen Tangenten und Kaska-
den von Periodenverdoppelungen in Zusammenhang stehen, werden in Kapitel 3 einige ausge-
wählte Ergebnisse vorgestellt.
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2 KAPITEL 1. HOMOKLINE TANGENTEN

Im Appendix befinden sich formelle Beweise zu den im Zusammenhang mit Smales Huf-
eisen gemachten Behauptungen.

Die Ideen dieser Arbeit sind in [PT95] zu finden. Alle anderen Referenzen und direkte
Übernahmen von Gedanken sind direkt im Text angegeben.

1.2 Beschreibung der Situation

Wir betrachten einen parameterabhängigen Diffeomorphismus Fλ ∈C3(R2) (d.h. Fλ hängt drei-
fach stetig differenzierbar von λ ab und jedes Fλ ist dreifach stetig total differenzierbar), wobei
λ ∈ [−1,1]. (Der Grund, dass wir F in C3(R2) wählen ergibt sich aus der Diskussion über
periodenverdoppelnde Bifurkationen in Kapitel 1.5.2). Wir betrachten im Folgenden für unter-
schiedliche Parameterwerte λ sogenannte Iterationen

xk ∈ R2, xn+1 = Fλ (xn) (1.1)

oder, anders aufgefasst, betrachten wir für gegebene x∈R2, λ ∈ [−1,1] die Menge {Fn
λ
(x) | n∈

N(+/−)}. Dazu einige grundlegende Definitionen:

Definition 1. Periodische Orbits und hyperbolische Fixpunkte Sei G ein Ck(R2) Diffeomor-
phismus (k ≥ 1).
Wir definieren den positiven Orbit γ+(x,G) von x∈R2 unter G als die Menge {Gk(x) | k∈
N0
+}, den negativen Orbit γ−(x,G) := {Gk(x) | k ∈ N0

−} entsprechend. Der Orbit von
x unter G ist γ(x,G) := γ+(x,G)∪ γ−(x,G). Ist γ(x,G) = {x}, so nennen wir x einen
Fixpunkt von G (also G(x) = x). Ist Gn(x) = x für ein n ∈ Z so bezeichnen wir x als n-
periodischen Orbit von G, ist n die kleinste positive Zahl, so dass Gn(x) = x gilt, sagen
wir n ist die minimale Periode von x.
Im Folgenden wird mit DxG(x0), oder oft kürzer mit DG(x0), die Jacobi-Matrix von G an
der Stelle x0 bezeichnet. Dies gilt auch für parameterabhängige Diffeomorphismen Fλ :
mit DFλ0(x0) ist nur die Ableitung nach x (bzw. der Variablen, welche nicht der Parameter
ist) gemeint, die Ableitung nach dem Parameter an der Stelle λ0, x0 wird mit Dλ Fλ0(x0)
bezeichnet.
Wir nennen einen Fixpunkt x0 ∈ R2 von G einen hyperbolischen Fixpunkt, wenn keiner
der Eigenwerte von DG(x0) im Betrag gleich 1 ist. Wir nennen einen hyperbolischen
Fixpunkt einen Sattel, falls es Eigenwerte gibt mit Betrag kleiner 1 und Eigenwerte mit
Betrag größer 1.
Sprechen wir über die Stabilität eines Fixpunktes, so ist danach gefragt, wie viele Ei-
genwerte im Betrag größer oder kleiner als 1 sind. Wir nennen einen Fixpunkt stabil
(oder Senke), falls alle Eigenwerte kleiner als 1 sind. Wir nennen ihn instabil, falls ein
Eigenwert größer als 1 ist. Diese Definition ist äquivalent zu der folgenden intuitiveren
Definition von Stabilität:
Ein Fixpunkt x0 heißt stabil unter G, falls gilt: ∀ ε > 0 ∃ δ > 0, so dass |x− x0| < δ ⇒
|Gn(x)−x0|< ε (∀n≥ 0). In Worten: Die Iterierten von Punkten in der Nähe eines stabi-
len Fixpunktes bleiben in dessen Nähe. Ein Fixpunkt x0 heißt instabil, falls er nicht stabil
ist.
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Satz 1. Stabile und instabile Mannigfaltigkeiten Sei G ein Ck(R2)-Diffeomorphismus, k ≥
1, und x0 ein hyperbolischer Fixpunkt. Unterteile R2 = ES⊕EU in die Haupträume zu
|Re spec DG(x0)|< 1 und |Re spec DG(x0)|> 1. Die Mengen

W S(x0,G) = {y ∈M | lim
n→∞

Gn(y) = x0} (1.2)

und
WU(x0,G) = {y ∈M | lim

n→∞
G−n(y) = x0} (1.3)

sind invariante (d.h. G(WU/S(x0,G))⊆WU/S(x0,G)) Ck-Mannigfaltigkeiten, wobei Tx0W
S

(also der Tangentialraum an W S an der Stelle x0) gleich ES ist, und Tx0W
U gleich EU ist.

Wir nennen W S(x0,G) die stabile Mannigfaltigkeit und WU(x0,G) die instabile Mannig-
faltigkeit von x0 unter G. Wir werden oft lokale Abschnitte dieser Mannigfaltigkeiten mit
W S/U

loc bezeichnen.

Der Beweis zu diesem Satz befindet sich z.B. in [Nit71].

Ein hyperbolischer Fixpunkt x0 = 0 für λ = 0 unseres parameterabhängigen Diffeomor-
phismus Fλ lässt sich per impliziten Funktionensatz fortsetzen, da det(D(Fλ − id)(x0)) 6= 0
wegen Hyperbolizität, d.h. Fλ besitzt für λ nahe 0 Fixpunkte xλ nahe x0, die stetig von λ

abhängen. Wir können also ohne Einschränkung annehmen, dass xλ = 0, ansonsten betrachte
F̃λ (x) := Fλ (x+ xλ ).

Liegt ein Schnittpunkt der stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten vor, so lässt sich
chaotische Dynamik auf bestimmten Teilmengen des R2 finden. Zu einer genaueren Definition
von „Chaos“ kommen wir im folgenden Abschnitt, zunächst bemerken wir, dass wir für Fix-
punkte xλ von Fλ , die für λ < 0 lokal keinen und für λ > 0 lokal zwei Schnittpunkte ihrer
stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten haben, eine globale Bifurkation (d.h. eine Änderung
der gesamten Dynamik) bei λ = 0 beobachten können.

Wir machen also folgende Annahme: xλ = 0 sind hyperbolische Sättel von Fλ , wobei
die stabile Mannigfaltigkeit W S(x0,F0) und die instabile Mannigfaltigkeit WU(x0,F0) einen
Berührpunkt q ∈ R2 haben. Diese Mannigfaltigkeiten sind eindimensional, da genau ein Ei-
genwert im Betrag größer 1 und einer kleiner 1 ist. Wir wählen Koordinaten1 (x1,x2), so dass
q = (x1 = 0,x2 = 0) und die lokale Parametrisierung der stabilen Mannigfaltigkeit, nahe q,
folgendermaßen aussieht: W S

loc := W S(x0,G0)∩U(q) = {(x1,x2) | x2 = 0}, wobei U(q) eine
genügend kleine offenen Umgebung vom Berührpunkt q ist. In diesen Koordinaten gilt, dass
WU

loc := WU(x0,G0)∩U(q) = {(x1,x2) | x2 = p(x1) = a · x2
1 + ...} und wir nehmen an, dass

a 6= 0 und p(x1) ohne Einschränkung größer als 0 in U(q) ist (also a > 0) (der lineare Term
von p(x1) verschwindet, da p in q ein lokales Minimum hat). Wir wählen nun geänderte Koor-

dinaten (x̃1,x2) mit x̃1 = x1

√
p(x1)x−2

1 =
√

a · x1 +O(x2
1) (wobei wir mit O(g(x)) stets Terme

f (x) meinen, für die gilt: ∃C > 0 und x0, so dass ∀|x| ≥ |x0| gilt: | f (x)| ≤ |g(x) ·C|). In diesen
Koordinaten gilt nun p(x̃1) = x̃1

2 und weiterhin ist die stabile Mannigfaltikgeit durch {x2 = 0}
gegeben. D.h. wir können stets annehmen, dass, falls ein solcher Berührpunkt vorliegt, dieser

1Mit wir wählen Koordinaten ist gemeint: wir wählen einen Homöomorphismus Φ(x), so dass für (Φ−1 ◦F0 ◦
Φ)(x) das folgende gilt...
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WuWu

W s

W  , lokal für λ<0, 
λ=0 und λ>0

u

WW , lokals

q0 (hyp. 
Sattel)

Abbildung 1.1: Die stabile und instabile Mannigfaltigkeit des hyperbolischen Sattels xλ = 0
für verschiedene Werte von λ .

ein quadratischer Kontakt ist. Damit ist gemeint, dass die instabile Mannigfaltigkeit lokal als
Parabel auf der stabilen Mannigfaltigkeit steht, solange der quadratische Term der Parametrisie-
rung der instabilen Mannigfaltigkeit nach obiger Koordinatentransformation nicht verschwin-
det.

Alle Orbits von Fλ hängen differenzierbar von λ ab, somit auch die stabile und instabile
Mannigfaltigkeit. Das heißt, wir finden Homöomorphismen Φλ , so dass die stabile Mannigfal-
tigkeit W S(xλ = 0,Φ−1

λ
◦Fλ ◦Φλ ) stets lokal durch die Menge {x2 = 0} gegeben ist, und die

instabile Mannigfaltigkeit WU(xλ = 0,Φ−1
λ
◦Fλ ◦Φλ ) lokal eine Parabel ist, die jedoch lokal

für λ < 0 keinen Schnittpunkt und für λ > 0 zwei Schnittpunkte hat, d.h. ohne Einschränkung
ist WU

loc(xλ = 0,Φ−
λ

1 ◦Fλ ◦Φλ )∩U(q) = {x2 = x2
1− b(λ )}∩U(q), wobei b eine Funktion in

λ ist, welche die Position des Scheitelpunktes der Parabel bestimmt (also b(0) = 0) und wir
Dλ b(0) > 0 fordern (d.h. die Parabeln „schieben sich“ mit positiver Geschwindigkeit ineinan-
der, Transversalitätsbedingung). Die Situation wird in Abbildung 1.1 dargestellt.

1.3 Smales Hufeisen

Smales Hufeisen (vgl. [Sma67]) beschreibt eine der einfachsten Abbildungen, die chaotische
Dynamik enthält. Betrachtet wird ein Diffeomorphismus f , welcher ein Rechteck R im R2 auf
sich selbst abbildet, und zwar wie in Abbildung 1.2 dargestellt, d.h. es streckt das Rechteck R in
vertikale Richtung, kontrahiert es in horizontale Richtung und "biegt es um", so dass der Schnitt
von Urbild und Bild aus zwei vertikalen Streifen ( f (A)∩R und f (C)∩R in der Abbildung) be-
steht, welche horizontalen Streifen des Urbildes entsprechen. Von Interesse ist nun die Menge
der Punkte, welche sich unter Iterationen f n(R) stets auf einem der beiden horizontalen Streifen
A und C befinden, d.h. sei Λ := {x ∈ R | f n(x) ∈ R ∀n ∈ Z} (die Punkte die unter Iterationen
von f stets auf A und C bleiben, sind genau die, welche im gesamten Rechteck R bleiben, denn
Punkte auf B werden bereits nach einer Iteration aus dem Rechteck geschoben). Wir nennen Λ
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A

B

C

f
A

B

C

f(A) f(C)

f(B)

R
f(R)

Abbildung 1.2: Schematische Darstellung des Hufeisens: Das Rechteck und dessen Bild, zer-
legt in jeweils drei Teile.

die maximal invariante Menge unter f auf R.

Gleichzeitig definieren wir den Raum der bi-unendlichen Folgen über zwei Symbolen
Σ := {(an), n ∈ Z | a j ∈ {0,1} ∀ j ∈ Z}, sowie den sogenannten Shift: σ : Σ→ Σ, welcher eine
Folge „nach links verschiebt“, d.h. (σ(a))n = an+1. Wir behaupten nun, dass sich f auf der ma-
ximal invarianten Menge Λ genau so verhält wie der Shift σ auf dem Raum Σ, d.h. es existiert
ein Homöomorphismus h, so dass das Diagramm in Abbildung 1.3 kommutiert.

f
Λ Λ

σ
Σ Σ

h h

Abbildung 1.3: Diagram zur Äquivalenz von der Abbildung f auf Λ zum Shift auf zwei Sym-
bolen.

Die Konjugation ist leicht einzusehen: Wir identifizieren eine Folge ...00101... (die fett-
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gedruckte 1 stellt das 0-te Element der Folge dar) mit genau dem Punkt x ∈ Λ, für den gilt
... f−2(x) ∈ A; f−1(x) ∈ A; x ∈C; f (x) ∈ A; f 2(x) ∈C; ..., d.h. wir bezeichnen den horizon-
talen Streifen A mit 0 und C mit 1 und weisen einer Folge (a j) ∈ Σ den Punkt in Λ, welcher
sich nach der j-ten Iteration von f auf dem a j-ten horizontalen Streifen befindet. Ein formel-
ler Beweis befindet sich im Appendix, dort wird ebenfalls gezeigt, dass weder die horizontalen
Streifen, noch deren Bilder durch Geraden begrenzt werden müssen, es genügen Lipschitz-
stetige Kurven.

Wir bemerken Folgendes: Σ enthält periodische Orbits jeder beliebigen minimalen Peri-
ode, d.h. ∀ n ∈ N ∃ a ∈ Σ, so dass σn(a) = a ist und σ k(a) 6= a für 0 < k < n. σ besitzt dichte
Orbits auf Σ. Weiterhin besitzt σ auf Σ Sensibilität in den Startwerten, d.h. für jede Folge a ∈ Σ

existiert eine beliebig nahe Folge ã ∈ Σ für die gilt: liminfn→∞ dist(σn(a),σn(ã)) = 0 aber
limsupn→∞ dist(σn(a),σn(ã)) ≥ 1, wobei dist eine Metrik auf Σ ist. Wegen der Konjugation
von f |Λ zu σ teilt f , eingeschränkt auf die maximal invariante Menge, alle diese Eigenschaften,
wobei wir diese Eigenschaften als chaotische Dynamik bezeichnen. Formelle Beweise dieser
Behauptungen und die konkrekte Definition einer Metrik auf Σ befinden sich ebenfalls im Ap-
pendix.

Wir werden im folgenden Abschnitt zeigen, dass wir in der Nähe des homoklinen Be-
rührpunktes q unseres ursprünglichen Diffeomorphismus Fλ die Entstehung eines Hufeisens
verfolgen können, wenn wir den Parameter λ verändern, d.h. wir beobachten die Entstehung
von chaotischer Dynamik.

Zuletzt sei bemerkt, dass wir durch die horizontale Kontraktion und vertikale Expansion
wissen, dass es sich bei allen periodischen Orbits mit Periode k in Λ um Sättel (siehe Definition
1) von f k handelt.

1.4 Entfaltung der homoklinen Berührpunkte

Wir möchten nun die Entstehung des oben beschriebenen Hufeisens in der im ersten Abschnitt
vorgestellten Bifurkation nachvollziehen. Dazu wählen wir ein Rechteck R, welches sich auf
der stabilen Mannigfaltigkeit befindet, dessen Ränder parallel zu dieser sind und welches q
enthält. Um zu sehen, wohin das Rechteck nach einer großen Anzahl von Iterationen, Fn

λ
(R),

abgebildet wird, ziehen wir das Lambda-Lemma von Jacob Palis heran:

Satz 2. Lambda-Lemma Sei G∈Ck(R2)-Diffeomorphismus, k≥ 1, p ein hyperbolischer Sat-
tel und W S/U dessen stabile und instabile Mannigfaltigkeiten (mit jeweils Dimension 1).
Sei x0 ∈W S, x0 6= p und sei D der Abschnitt einer differenzierbaren Kurve, welche W S in
x0 transversal schneidet. Dann existiert eine offene Umgebung V von p, so dass Folgen-
des gilt:
Sei Dn die Zusammenhangskomponente von Gn(D)∩V , welche xn := Gn(x0) enthält.
Für jedes ε > 0 existiert dann ein N 3 n̂ = n̂(ε), so dass für jedes n > n̂ gilt:
||Dn−WU ∩V ||C1 < ε . Das heißt der Abstand und die Differenz der Krümmung von der
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Iteration einer zur stabilen Mannigfaltigkeit Transversalen D und der instabilen Mannig-
faltigkeit werden beliebig klein.

Wir betrachten eine vertikale Gerade des Rechtecks R und nennen diese D. Das Lambda-
Lemma sagt uns, dass Dn

λ
:= Fn

λ
(D) für genügend große n beliebig nahe und fast parallel zur

instabilen Mannigfaltigkeit ist. Wir beobachten weiterhin, dass Dn
λ

, wegen seiner Nähe zur in-
stabilen Mannigfaltigkeit entlang dieser gestreckt wird. In der Tat, denn wegen Stetigkeit blei-
ben iterierte Punkte nahe der instabilen Mannigfaltigkeit in der Nähe von iterierten Punkten auf
der instabilen Mannigfaltigkeit, diese werden entlang der instabilen Mannigfaltigkeit, weg vom
hyperbolischen Sattel geschoben. Wir erhalten damit, dass ein N = N(D,λ ) existiert, so dass
DN

λ
entlang der Parabel verläuft, welche die instabile Mannigfaltigkeit nahe q ist. Es gibt also

ab einem bestimmten Parameterwert zwei disjunkte Schnitte von DN
λ

und R. Wenden wir das
Lambda-Lemma also auf jede Vertikale durch das Rechteck R an, so erhalten wir ein N̂ und ein
δ > 0, so dass F N̂

λ
(R) für λ =−δ einen leeren Schnitt mit R hat und für λ =+δ das Hufeisen

Bild aus dem vorigen Abschnitt erfüllt ist (eventuell müssen dazu Höhe und Breite des Recht-
ecks entsprechend justiert werden). Siehe dazu Abbildung 1.4.

Wir haben also die Entstehung eines Hufeisens auf einem Rechteck R gezeigt, d.h. in-
nerhalb des Rechtecks finden wir eine maximal invariante Teilmenge, auf der wir chaotische
Dynamik für F N̂

+δ
finden. Im Folgenden schreiben wir

ϕλ := F N̂
λ

(1.4)

In Kapitel 2 werden wir zeigen, dass wir (unter weiteren Voraussetzungen), während wir
den Parameter λ von −δ nach +δ variieren, sogenannte Kaskaden periodenverdoppelnder Bi-
furkationen beobachten können. Das sind Zusammenhangskomponenten periodischer Orbits,
welche unendlich viele periodenverdoppelnde Bifurkationen (s.u.) enthalten, also auch Orbits
beliebiger Periode k, 2k, 4k, ... . Dies wird im nächsten Kapitel präzise formuliert und bewiesen.
Zunächst müssen wir im nächsten Abschnitt jedoch zwei grundlegende lokale Bifurkationen,
aus denen sich die Kaskaden zusammensetzen werden, einführen.

1.5 Die generische saddle-node und periodenverdoppelnde Bi-
furkation

Unter (lokalen) Bifurkationen verstehen wir in diesem Zusammenhang Phänomene, die bei der
lokalen Untersuchung von Fixpunkten auftreten, während der Parameter verändert wird. Die-
se treten dann auf, wenn der Fixpunkt seine Stabilität ändert (also ein Eigenwert im Betrag
die 1 passiert). Zur Untersuchung der zwei hier vorzustellenden Bifurkationen werden wir zu-
nächst eine Reduktion der Dimension durchführen, indem wir das Vektorfeld auf eine invariante
Mannigfaltigkeit einschränken. Dazu wird uns das folgende Theorem über die lokale Zentrums-
mannigfaltigkeit helfen:

Satz 3. Die lokale Zentrumsmannigfaltigkeit Sei F ein Ck(Rm)-Diffeomorphismus, m ≥ 2,
k ≥ 1 und 0 = F(0) ein nicht-hyperbolischer Fixpunkt. Wir betrachten die Iteration

x j ∈ Rm, xn+1 = F(xn) (1.5)
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W  lokal und ein Teil des 
Bildes von R, für λ=-δ

u

WW  lokal und das 
Rechteck R

s

q

W  lokal und ein Teil des 
Bildes von R, für λ=+δ

u

WW  lokal und das 
Rechteck R

s

q

Abbildung 1.4: Entstehung des Hufeisens durch Variation des Parameters.
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Sei A die Linearisierung von F im Ursprung. A definiert unter anderem einen sogenann-
ten Zentrums-Unterraum Ec, welcher von den Hauptvektoren (verallgemeinerten Eigen-
vektoren) aufgespannt wird, die zu den Eigenwerten mit Betrag gleich 1 gehören. Dann
existiert eine lokal invariante Mannigfaltigkeit

WC
loc = {x ∈ Rm | sup

n∈N
||Fn(x)||< ∞} (1.6)

welche nicht unbedingt eindeutig ist, Ck−1, deren Dimension mit der von Ec überein-
stimmt und welche in 0 tangential zu Ec ist (also T0WC = EC). Auf diese Mannigfaltigkeit
eingeschränkt ist die Iteration 1.5 lokal äquivalent zu

y j ∈WC
loc ⊂ Rm, yn+1 = Acyn +O(y2) (1.7)

wobei Ac die Matrix aus Basisvektoren von Ec ist.

Für den Beweis verweisen wir auf [PT95]. Aus (1.6) geht hervor, dass lokal alle Fixpunk-
te teil der lokalen Zentrumsmannigfaltigkeit sind. Um unseren Parameter mit einzubeziehen,
fügen wir ihn einfach der Iterationsgleichung hinzu:

y j = (x j,λ j) ∈ R3

yn+1 = G(yn) := (ϕλn(xn),λn)

Sei nun x̂ ∈ R2 ein nicht-hyperbolischer Fixpunkt für ϕ
λ̂

, d.h. ϕ
λ̂
(x̂) = x̂ und Dϕ

λ̂
(x̂) hat (min-

destens) einen Eigenwert mit Betrag 1. Dann hat DG(λ̂ , x̂) zusätzlich einen Eigenwert gleich
+1 (da Dλ (λ ) = 1) und weiterhin die Eigenwerte mit Betrag gleich 1 von Dϕ

λ̂
(x̂). Wir er-

halten also für G im Punkt (λ̂ , x̂) eine mindestens zweidimensionale Zentrumsmannigfaltgkeit,
welche alle Fixpunkte in der Nähe von diesem Punkt enthält. Wir können das Verhalten dieser
Fixpunkte also auf der reduzierten Iterationsgleichung (1.7) untersuchen. Da wir im Folgenden
annehmen werden, dass Dϕ

λ̂
(x̂) genau einen Eigenwert mit Betrag 1 hat (u.a. deshalb „generi-

sche“ Bifurkationen), stellt dies tatsächlich eine Reduzierung der zu betrachtenden Dimension
dar. Als Referenz für die Diskussion der folgenden Bifurkationen wird auf [HK91] verwiesen.

1.5.1 Die generische saddle-node Bifurkation

Mit obigen Definitionen und mit λ̂ = x̂ = 0 (o.B.d.A.) nehmen wir an, Dϕ0(0) hat einen Ei-
genwert µ1 =+1 und einen Eigenwert |µ2| 6= 1. Wie oben beschrieben erhalten wir eine lokale
C2-Zentrumsmannigfaltigkeit WC

loc, auf welcher wir die reduzierte Iteration

ξk ∈ R, ξn+1 = fλ (ξn)

erhalten. Hierbei haben wir λn+1 = λn vernachlässigt. Taylorentwicklung von f im Ursprung
liefert

fλ (ξ ) = a(λ )+b(λ )ξ +
1
2

c(λ )ξ 2 +O(ξ 3)

wobei f0(0) = 0 nach Vorraussetzung, also a(0) = 0. Aus (1.7) und µ1 =+1 geht hervor, dass
b(0) = +1.
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Weiterhin fordern wir, dass Dλ a(0) 6= 0 und c(0) 6= 0 (weitere „generische“ Bedingun-
gen).

Wir suchen nun Fixpunkte von f , d.h. wir suchen Nullstellen der Funktion

g(λ ,ξ ) := fλ (ξ )−ξ = a(λ )+(b(λ )−1)ξ +
1
2

c(λ )ξ 2 +O(ξ 3) (1.8)

Wir kennen die Lösung g(0,0) = 0 und wissen Dλ g(0,0) = Dλ a(0) 6= 0. Deshalb können
wir den impliziten Funktionensatz anwenden um Lösungen λ = λ (ξ ) zu erhalten. Der implizite
Funktionensatz liefert uns ebenfalls die Ableitung der Lösungsfunktion λ (ξ ):

Dξ λ (ξ0) =−
Dξ g(λ (ξ0),ξ0)

Dλ g(λ (ξ0),ξ0)

Für ξ0=0 erhalten wir

Dξ λ (0) =−b(0)−1
Dλ a(0)

= 0

Für die zweite Ableitung ergibt sich:

D2
ξ

λ (ξ0) =−
D2

ξ
g(λ (ξ0),ξ0) ·Dλ g(λ (ξ0),ξ0)−Dξ g(λ (ξ0),ξ0) ·Dξ Dλ g(λ (ξ0),ξ0)

(Dλ g(λ (ξ0),ξ0))2

Wiederum bei ξ0 = 0 erhalten wir

D2
ξ

λ (0) =− c(0)
Dλ a(0)

=: α 6= 0 (wegen c(0) 6= 0 und Dλ a(0) 6= 0 nach Voraussetzung)

Zusammenfassend erhalten wir folgende Taylorentwicklung von λ (ξ ) um ξ = 0:

λ (ξ ) =
1
2

αξ
2 +O(ξ 3)

Dem entnehmen wir Folgendes: sei λ ein beliebiger fester Parameterwert, dann gibt es
lokal jeweils zwei Fixpunkte für λ ·α > 0, und keinen für λ ·α < 0. Zur Untersuchung der
Stabilität dieser Fixpunkte betrachten wir

h(ξ0) := Dξ fλ (ξ0)(ξ0) = b(λ (ξ0))+ c(λ (ξ0))ξ0 +O(ξ 2
0 )

für |ξ0| klein. Wegen

(Dξ0
h)(0) = (Dλ b)(λ (0)) · (Dξ0

λ )(0)+ c(λ (0)) = c(0) 6= 0

und h(0) = b(0) = 1 wissen wir, dass die abzweigenden Äste von Fixpunkten unterschiedliche
Stabilitäten besitzen (für unterschiedliche Vorzeichen von ξ ). Die Situation ist in Abbildung 1.5
dargestellt.

Die genaue Stabilität hängt in unserem zweidimensionalen Fall von dem zweiten Eigen-
wert ab. Da wir jedoch annehmen werden, unser Diffeomorphismus ist, zumindest auf der von
uns betrachteten Teilmenge des R2, flächenkontrahierend (das Produkt der Eigenwerte ist über-
all im Betrag kleiner als 1), können wir folgern, dass die eindimensional instabilen Zweige aus
obiger Betrachtung stets Sättel sind und die eindimensional stabilen Zweige stets Attraktoren
sind, d.h. beide Eigenwerte sind im Betrag kleiner als 1. (Da der erste Eigenwert im Punkt
der Bifurkation im Betrag 1 ist, muss der zweite Eigenwert in einer kleinen Umgebung dieses
Punktes im Betrag stets kleiner als 1 sein).
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   λ=0     
             
     

         α<0

stabil

instabil
   λ=0     
             
     

             α>0

stabil

instabil

Abbildung 1.5: Bifurkationsdiagramme der generischen saddlenode Bifurkation, hier c(0)>0,
für c(0)<0 ergeben sich genau umgekehrte Stabilitäten.

1.5.2 Die generische periodenverdoppelnde Bifurkation

In diesem Fall nehmen wir an, die Linearisierung unseres Diffeomorphismus am Bifurkations-
fixpunkt hat Eigenwerte µ1 =−1 und |µ2| 6= 1. Wir verfahren wie zuvor und erhalten erneut die
auf die Zentrumsmannigfaltigkeit eingeschränkte Iteration

ξk ∈ R, ξn+1 = fλ (ξn)

mit

fλ (ξ ) = a(λ )+b(λ )ξ +
1
2

c(λ )ξ 2 +
1
3!

d(λ )ξ 3 +O(ξ 4)

wobei f0(0) = 0 nach Vorraussetzung, also a(0) = 0. Aus (1.7) geht hervor, dass b(0) =−1. In
diesem Fall dürfen wir o.B.d.A annehmen, dass a(λ ) = 0 für |λ | klein, d.h. ξ = 0 bleibt Fix-
punkt für eine kleine Parameterumgebung. Dies dürfen wir annehmen, da Dξ ( fλ (ξ )−ξ )|ξ=0 =
−2 6= 0 und wir somit den impliziten Funktionensatz anwenden können, um Lösungen ξ = ξ (λ )
zu erhalten, so dass fλ (ξ (λ )) = ξ (λ ) für |λ | klein und durch Translatieren können wir anneh-
men ξ (λ ) = 0.

Weiterhin fordern wir, dass Dλ b(0) 6= 0 und γ := D3
ξ

f 2
0 (0) 6= 0 (ebenfalls „generische“

Bedingungen).

Die Stabilität der trivialen Fixpunkte ξ (λ ) = 0 wechselt wegen Dλ b(0) 6= 0 in λ = 0 von
stabil zu instabil oder umgekehrt, wir nehmen im Folgenden den ersten Fall an, d.h. Dλ b(0)< 0.
Wir werden nun zeigen, dass wir ebenfalls periodische Orbits der Periode zwei für λ · γ < 0
finden, deren Stabilität entgegengesetzt zu der Stabilität der Fixpunkte bei ξ = 0 zum selben
Parameterwert ist. Wir suchen also Nullstellen der Funktion 1

ξ
( f 2

λ
(ξ )− ξ ). Dazu betrachten

wir die Taylorentwicklung von f 2
λ
(ξ ) um ξ = 0. Um Klarheit zu schaffen verwenden wir nun

die Notation f (λ ,ξ ) := fλ (ξ ) und schreiben (Dl
ξ

gm)(λ0,ξ0) für die l-te Ableitung nach ξ der
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m-ten Iterierten von g im Punkt (λ0,ξ0).

(Dξ f 2)(λ0,ξ0) = (Dξ f )(λ0, f (λ0,ξ0)) · (Dξ f )(λ0,ξ0)

(D2
ξ

f 2)(λ0,ξ0) = (D2
ξ

f )(λ0, f (λ0,ξ0)) · ((Dξ f )(λ0,ξ0))
2

+(Dξ f )(λ0, f (λ0,ξ0)) · (D2
ξ

f )(λ0,ξ0)

Insbesondere ist (Dξ ( f 2))(λ ,0) = (b(λ ))2 und (D2
ξ

f 2)(0,0) = 0. Damit erhalten wir folgende
Taylorentwicklung:

f 2
λ
(ξ ) = (b(λ ))2

ξ +
1
2

β (λ )ξ 2 +
1
3!

γ(λ )ξ 3 +O(ξ 4)

mit β (0) = 0 und γ(0) = γ = D3
ξ

f 2
0 (0). Damit gilt:

gλ (ξ ) :=
1
ξ
( f 2

λ
(ξ )−ξ ) = α(λ )+

1
2

β (λ )ξ +
1
3!

γ(λ )ξ 2 +O(ξ 3)

wobei α(λ ) = ((b(λ ))2− 1) also α(0) = 0 und Dλ α(0) = 2 · (Dλ b(0)) · b(0) > 0. Für jedes
feste λ entsprechen Nullstellen der Funktion gλ 2-periodischen Orbits der Funktion fλ , wobei
diese Orbits die minimale Periode zwei haben.

Dies entspricht genau der Struktur von (1.8), so dass wir erneut Lösungen λ (ξ0) = δξ 2
0 +

O(ξ 3
0 ) erhalten, mit δ := −

1
3! γ(0)

Dλ α(0) 6= 0. Somit erhalten wir jeweils zwei 2-periodische Orbits
für δ · λ > 0 und keinen für δ · λ < 0. Um deren Stabilität zu ermitteln betrachten wir die
Linearisierung entlang der 2-periodischen Orbits:

h(ξ0) := (Dξ f 2)(λ (ξ0),ξ0) = (b(λ (ξ0)))
2 +β (λ (ξ0))ξ0 +

1
2

γ(λ (ξ0))ξ
2
0 +O(ξ 3

0 )

Es ist

h(0) = (b(0))2 = 1
Dξ0

h(0) = 2 ·b(λ (0)) · (Dλ b)(λ (0)) · (Dξ0
λ )(0)

+(Dλ β )(λ (0)) · (Dξ0
λ )(0) ·0+β (λ (0)) = β (0) = 0

D2
ξ0

h(0) = (...) = γ(λ (0)) = γ 6= 0

Wir sehen also, dass die erste Ableitung entlang der 2-periodischen Orbits in ξ0 = 0 ein
lokales Maximum (für γ < 0) oder Minimum (für γ > 0) besitzt. Wegen h(0) = 1 können wir
folgern:
Ist γ > 0, so liegen die 2-periodischen Orbits auf der Seite der negativen Parameterwerte (da in
diesem Fall δ < 0, also λ ·δ > 0 für λ < 0) und sind instabil. Für γ > 0 liegen sie auf der Seite
der positiven Parameterwerte und sind stabil. Die Stabilität ist also genau entgegengesetzt zu
der Stabilität der trivialen Fixpunkte bei ξ = 0. Die Situation wird in Abbildung 1.6 dargestellt.

Wie bei der saddle-node Bifurkation, hängt die genaue Stabilität im zweidimensionalen
Fall vom zweiten Eigenwert ab, welchen wir aber lokal als stabil vorraussetzen dürfen, da wir
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   λ=0     
             
     

                 γ>0
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                 γ<0

stabil, 2-per.

stabiler Fixpunkt

instabiler Fixpunkt
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Abbildung 1.6: Bifurkationsdiagramme der generischen saddlenode Bifurkation, (Dλ b)(0)< 0.
Für (Dλ b)(0)> 0 vertauschen alle Stabilitäten.

den Diffeomorphismus auf der betrachteten Menge als flächenkontrahierend annehmen (der Be-
trag der Determinante der Ableitung ist an jeder Stelle kleiner als 1).

In diesem Zusammenhang noch eine im Folgenden wichtige Namenskonvention: Die
Sättel, welche bei der zweidimensionalen periodenverdoppelnden Bifurkation auftreten, unter-
scheiden sich von denen in der saddle-node Bifurkation darin, dass der instabile Eigenwert stets
negativ ist (also kleiner als −1). Wir nennen diese Sättel im Folgenden Möbius-Sättel, da sie
von den restlichen Sätteln unterschieden werden müssen.
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Kapitel 2

Kaskaden periodenverdoppelnder
Bifurkationen

2.1 Annahmen und Definitionen

Die Entstehung des Hufeisens des Diffeomorphismus ϕλ (vgl. (1.4)) auf dem Rechteck R aus
Kapitel 1.4 erfüllt die folgenden Bedingungen, welche wir als Annahmen des Satzes über Kas-
kaden periodenverdoppelnder Bifurkationen verwenden:

Sei {ϕλ} eine Familie von C3(R2) Diffeomorphismen. Wir nehmen an, es existiert ein
Rechteck R sowie δ > 0, so dass

(a) R∩ϕ−δ (R) = /0

(b) ∀λ ∈ [−δ ,+δ ] : V1∩ϕλ (R) = /0 und V2∩ϕλ (R) = /0, wobei V1 und V2 zwei gegenüberlie-
gende vertikale Seiten von R sind

(c) ∀λ ∈ [−δ ,+δ ] : R∩ϕλ (T ) = /0 und R∩ϕλ (B) = /0, wobei T und B zwei gegenüberliegende
horizontale Seiten von R sind

(d) ϕ+δ besitzt periodische Orbits und diese sind alle Sättel, d.h. sei x ∈ R ein periodischer
Orbit von ϕ+δ mit minimaler Periode k, dann gilt für die Eigenwerte µ1 und µ2 von
Dϕk

+δ
, dass |µ1|< 1 und |µ2|> 1

Wir fordern, dass ϕλ ∈C3 ist, aufgrund der Forderung der nicht verschwindenden dritten Ab-
leitung bei generischen periodenverdoppelnden Bifurkationen. Annahmen (a) - (c) ergeben sich
direkt aus der Konstruktion in Kapitel 1.4. Annahme (d) ist eine Eigenschaft der Hufeisen-
Abbildung (siehe Kapitel 1.3 und Appendix). Weiterhin fordern wir die zwei folgenden Voraus-
setzungen:

(e) Für jedes λ ∈ [−δ ,+δ ] ist ϕλ flächenkontrahierend auf R, d.h. ∀x ∈ R gilt |Dϕλ (x)|< 1.

(f) Für jedes λ ∈ [−δ ,+δ ] besitzt ϕλ maximal einen Bifurkationsorbit, d.h. nur einen peri-
odischen Orbit x, welcher einen Eigenwert von Dϕk

λ
(x0) mit Absolutwert gleich 1 be-

15
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sitzt. Dieser Bifurkationsorbit entspricht entweder der generischen saddlenode Bifurkati-
on oder der generischen periodenverdoppelnden Bifurkation.

Die Bedingung (f) ist generisch, d.h. die Menge der C3 Diffeomorphismen auf R2, welche
(f) erfüllen, ist eine residuale Menge, d.h. sie ist der abzählbare Durchschnitt dichter offener
Mengen.

Lemma 1. Sei fλ ∈C3(R2) ein Diffeomorphismus mit einem Paramter λ ∈ [−δ ,+δ ], der (f)
erfüllt. Sei K ⊆ R2 eine kompakte Teilmenge. Dann besitzt f auf [−δ ,+δ ]×K für jedes k ∈ N
nur endlich viele Bifurkationsorbits der minimalen Periode k.

Beweis. (zu Lemma 1)
Angenommen f besitzt für ein k ∈ N unendlich viele Bifurkationsorbits in [−δ ,+δ ]×K mit
minimaler Periode k. Dann existiert wegen Kompaktheit von K und der Parameterumgebung
eine konvergente Teilfolge von diesen Orbits (λn,xn) −−−→

n→∞
(λ ?,x?) ∈ [−δ ,+δ ]×K. Da jedes

xn ein Bifurkationsorbit für f k
λn

ist, ist jeweils einer der Eigenwerte von D f k
λn
(xn) im Betrag 1.

Bezeichne µ(x,λ ) diesen Eigenwert von D f k
λ
(x). Wähle gilt also µ(xn,λn) = 1 (∀n). Wegen

Stetigkeit von D f (in λ und x) und somit von µ gilt 1≡ µ(xn,λn)−−−→
n→∞

µ(x?,λ ?) = 1. Weiter-

hin ist auch x? ein k-periodischer Orbit für fλ ? , denn 0 ≡ f k
λn
(xn)− xn −−−→

n→∞
f k
λ ?(x?)− x? = 0.

Es handelt sich also auch bei dem Häufungspunkt (λ ?,x?) um einen k-periodischen Bifurkati-
onsorbit (wobei k nicht unbedingt die minimale Periode sein muss). Aus Voraussetzung (f) folgt
jedoch, dass es solche Häufungspunkte nicht geben kann, da wir für jeden Parameterwert nur
maximal einen Bifurkationsorbit zulassen, und aus der Diskussion der Bifurkationen in Kapitel
1.5 ergibt sich, dass es einen Parameterbereich um einen Bifurkationsorbit gibt, in dem sich
keine weitere Bifurkation befinden kann.

Definition 2. Wir definieren den Raum P als die Menge der periodischen Orbits zusammen mit
deren Parameterwerten: P := {(x,λ ) | x ∈ R ist periodischer Orbit von ϕλ}
P̃ := P/∼, wobei ∼ die folgende Äquivalenzrelation ist:

(x,λ )∼ (x̄,λ ) :⇐⇒∃k ≥ 0 : ϕ
k
λ
(x) = ϕλ (x̄) (2.1)

d.h. wir identfizieren ganze Orbits von ϕλ als einen Punkt in P̃.

2.2 Formulierung des Hauptresultats

Mit den bisherigen Annahmen und Definitionen können wir nun den folgenden Satz formulie-
ren, welcher das Hauptresultat dieser Arbeit ist:

Satz 4. Sei {ϕλ} eine Familie von C3(R2) Diffeomorphismen und R ein Rechteck in R2, so dass
die Annahmen (a)-(f) aus Kapitel 2.1 erfüllt sind.
Sei (x,+δ )∈ P̃, d.h. x ist periodischer Orbit von ϕ+δ . Sei k≥ 0 dessen minimale Periode. Dann
existiert für jedes natürliche n ≥ 0 ein periodischer Orbit der minimalen Periode 2nk, welcher
sich auf der Zusammenhangskomponente von (x,+δ ) in P̃ befindet.
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Anders formuliert bedeutet das: ausgehend von einem k-periodischen Sattel im voll ausge-
bildeten Hufeisen bei λ =+δ , können wir einem zusammenhängenden Pfad von periodischen
Orbits folgen, auf dem wir Orbits der Perioden k, 2k, 4k, ... antreffen. Diese gehen der Entste-
hung des Hufeisens voraus.
Dieser Satz wurde erstmals in [YA83] formuliert und bewiesen. Der hier folgende Beweis rich-
tet sich nach diesem Beweis und nach [PT95], wobei alle Schritte so ausführlich wie möglich
behandelt wurden.

2.3 Beweis

Beweis. (von Satz 4)
Wegen der „Hufeisen-Bedingung“ (d) wissen wir, dass x ein periodischer Sattel ist. In Kapitel
1.5 haben wir im Zuge der Vorstellung der periodenverdoppelnden Bifurkation zwischen Mö-
bius und nicht-Möbius Sätteln unterschieden. Auch im Beweis des Satzes möchten wir diese
Eigenschaft zur Fallunterscheidung nutzen, da sich bei Möbius-Sätteln zusätzliche Probleme
ergeben.
Fall 1: x ist nicht-Möbius Sattel

Unsere Vorgehensweise ist wie folgt: Wir suchen einen Pfad Γ in der Zusammenhangs-
komponente von (x,+δ ) (natürlich in P̃), welcher Periodenverdopplungen mit unbeschränkten
Perioden durchläuft. Den Pfad (beginnend in (x,+δ )) setzen wir nach bestimmten Konventio-
nen fort, so dass wir niemals Kreise schließen und niemals terminieren können.
Sei F(λ ,y) := ϕk

λ
(y)− y, F : [−δ ,+δ ]×R→ R (Nullstellen (y,λ ) von F sind periodische Or-

bits mit minimaler Periode k von ϕλ ). Es gilt F(+δ ,x) = 0. Da x ein hyperbolischer Sattel
für ϕ+δ ist, ist

∣∣det(DyF(+δ ,x))
∣∣ = ∣∣∣det(Dϕk

+δ
(x)− Id)

∣∣∣ 6= 0. Nach dem Satz über implizite
Funktionen finden wir also ein α > 0 und eindeutige Lösungen xλ = x(λ ) für λ ∈ (+δ −α,+δ ]
(wobei x(λ ) stetig von λ abhängt) mit F(λ ,x(λ )) = 0.
Die Punkte (λ ,xλ ) für λ ∈ (+δ −α,+δ ] sind also in P̃ und bilden einen stetigen Pfadabschnitt
von dem zu erstellenden Pfad Γ für absteigende Parameterwerte, beginnend in (x,+δ ). Wir
möchten nun zeigen, dass wir solche Pfadabschnitte solange fortsetzen können, bis wir auf eine
Bifurkation stoßen. Sei λ ? :=+δ−α und x? := limλ→λ ? x(λ ), dieser Grenzwert existiert wegen
Stetigkeit der Lösungfunktion x(λ ). Angenommen wir können den impliziten Funktionensatz
(im Folgenden IFS) in (λ ?,x?) nicht fortsetzen. Dann muss gelten:∣∣det(DyF(λ ?,x?))

∣∣= ∣∣∣det(Dϕ
k
λ ?(x?)− Id)

∣∣∣= 0 , (2.2)

d.h. einer der Eigenwerte von Dϕk
λ ?(x?) muss +1 sein, denn eine der Lösungen der charakteris-

tischen Gleichung det(Dϕk
λ ?(x?)− γ Id) = 0 ist γ = 1, gegeben durch (2.2).

Der Pfadabschnitt endet in diesem Fall also in einer Bifurkation.
Können wir den IFS in (λ ?,x?) anwenden, so erhalten wir eine neue untere Intervalgrenze λ ?

des Intervalls in dem wir Lösungen x(λ ) erhalten und stoßen entweder im neuen Punkt (λ ?,x?)
auf eine Bifurkation oder können den IFS dort erneut anwenden. Können wir den IFS auf diese
Weise unendlich oft anwenden, so ist die monotone Folge der unteren Schranken der Interval-
le, in denen Lösungen gegeben sind, von unten beschränkt, da sie −δ nicht passieren können,
denn nach Voraussetzung (a) besitzt ϕ−δ keine periodischen Orbits. Sie konvergieren also ge-
gen einen Grenzwert, den wir ebenfalls λ ? nennen. Jede der Lösungsfunktionen besitzt einen
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Grenzwert an der unteren Schranke ihres Intervals, auch diese müssen wegen Stetigkeit von ϕ

gegen ein x? konvergieren. In diesem Punkt können wir den IFS nicht anwenden, da wir ein
offenes Intervall erhalten würden, dessen untere Schranke kleiner als λ ? wäre, damit wäre aber
λ ? kein Grenzwert. Das heißt auch in diesem Fall endet unser Pfadabschnitt bei (λ ?,x?) in einer
Bifurkation.
Wir bezeichnen den bisherigen Pfadabschnitt mit (λ ,xλ ), λ ∈ [λ ?,+δ ]. Die xλ können das
Rechteck R nicht verlassen, da sich wegen (b) und (c) auf dem Rand von R keine periodischen
Punkte befinden.
Was kann über die minimale Periode von xλ für ϕλ entlang des Pfadabschnitts gesagt werden?
Die minimale Periode k̃ von xλ für ϕλ kann für jedes λ > λ ? nur ein Teiler von k sein, denn
F(λ ,xλ ) = 0 garantiert, dass bereits ϕk

λ
(xλ ) = xλ und somit auch keine größere minimale Pe-

riode möglich ist. Angenommen, es existiert ein λ̃ > λ ?, so dass ϕ k̃
λ̃
(x

λ̃
) = x

λ̃
mit k̃ = k/m.

Wir definieren F̃(λ ,y) := ϕ k̃
λ
(y)−y und wenden wie oben den IFS für aufsteigende Parameter-

werte wiederholt an, um eine Parameterumgebung Ũ := (λ̃ − α̃, λ̃ + β̃ ) zu erhalten, in der wir
Lösungen F̃(λ , x̃(λ )) = 0 für λ ∈ Ũ haben. Wie zuvor gilt

∣∣∣det(DF̃(λ̃ + β̃ , x̃(λ̃ + β̃ )))
∣∣∣ = 0.

Daraus folgt aber, dass Dϕ k̃
λ̃+β̃

(x̃(λ̃ + β̃ )) einen Eigenwert +1 hat (s.o.). Sei ϕ̃ := ϕ k̃
λ̃+β̃

und

x̃ := x̃(λ̃ + β̃ ). Dann gilt Dϕk
λ̃+β̃

(x̃) = Dϕ̃m(x̃) = Dϕ̃m−1(ϕ̃(x̃)) ·Dϕ̃(x̃) = Dϕ̃m−1(x̃) = ... =

Dϕ̃(x̃) = Dϕ k̃
λ̃+β̃

(x̃). Also hat auch Dϕk
λ̃+β̃

(x̃) einen Eigenwert +1. Es folgt∣∣∣det(DF(λ̃ + β̃ , x̃(λ̃ + β̃ )))
∣∣∣= 0 (2.3)

Da wir in λ = +δ eine minimale Periode k von x für ϕ+δ gefordert haben, muss gelten λ ? <

λ̃ + β̃ <+δ , was aber (2.3) widerspricht. Wir wissen also, dass sich entlang des Pfadabschnitts,
d.h. für Parameterwerte λ ∈ (λ ?,+δ ], die Periode von xλ für ϕλ nicht ändert und der Pfadab-
schnitt in (λ ?,x?) ∈ P̃, einer Bifurkation, endet (siehe Abbildung 2.1).

Die minimale Periode gerade im Punkt (λ ?,xλ ?) kann von k abweichen: Der Eigenwert
+1 kann eine saddle-node Bifurkation eines k-periodischen Orbits bedeuten, oder eine peri-
odenverdoppelnde Bifurkation eines k/2-periodischen Orbits. Im Falle einer periodenverdop-
pelnden Bifurkation haben wir uns auf einem von ihr abzweigenden Pfad von nicht-Möbius
Sätteln doppelter minimaler Periode befunden. Dies folgt aus der Diskussion in Kapitel 1.5.

Zum Fortsetzen des Pfades legen wir nun folgende Konvention fest: Wir folgen immer den
nicht-Möbius Pfaden von Sätteln für absteigende Werte von λ oder den Pfaden von Attraktoren
für aufsteigende Werte von λ . Wir betreten dabei keinen Pfad doppelt. Dass dies möglich ist,
ergibt sich aus der Erkenntnis, dass wir durch das Weglassen der Möbius-Pfade und der Äqui-
valenzrelation∼ genau einen ausgehenden und einen einkehrenden Pfad pro Bifurkation finden.

Da wir uns auf einem Pfad von nicht-Möbius Sätteln befunden haben, gibt es also die zwei
in Abbildung 2.2 dargestellten Fälle. Die Fortsetzung auf den jeweils folgenden Pfadabschnit-
ten geschieht wie zuvor beschrieben, mit dem Unterschied, dass wir, falls wir uns auf einem
Pfad von Attraktoren befinden, bei der ersten periodenverdoppelnden Bifurkation auch dann
die Konvention der Pfadrichtung befolgen, wenn wir dort den Pfad per IFS fortsetzen könnten
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x(λ*)

   λ*  
        
        
     

 + δ  
        
        
     Abbildung 2.1: Schematische Darstellung des Pfadabschnitts (λ ,xλ ) aus dem Beweis.

   λ*  
        
        
     

x(λ*)

Sättel (nicht Möbius)

Attraktoren

Sättel (nicht Möbius, dopp. Per.)

AttraktorenMöbius
x(λ*)

   λ*  
        
        
     Abbildung 2.2: Fortsetzung des Pfades an Bifurkationen, falls wir uns auf einem Pfad von

nicht-Möbius Sätteln befunden haben.
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   λ*  
        
        
     

x(λ*)

Attraktoren

Sättel (nicht Möbius)

Attraktoren (dopp. Per.)

Attraktoren Möbius
x(λ*)

   λ*  
        
        
     Abbildung 2.3: Fortsetzung des Pfades an Bifurkationen, falls wir uns auf einem Pfad von

Attraktoren befunden haben.

(wir finden eine erste periodenverdoppelnde Bifurkation, da nur endlich viele auf einem Pfa-
dabschnitt liegen können, vgl. Lemma 1). Die Pfadfortsetzung von einem Pfad von Attraktoren
wird in Abbildung 2.3 dargestellt. (Alle Bilder können natürlich horizontal gespiegelt auftreten.)

Wir können den Pfad Γ stets fortsetzen, bei den Bifurkationen wie in den Bildern (und
aus Kapitel 1.5 folgend) beschrieben, dazwischen, wie oben beschrieben, durch Erweiterung der
Pfade per IFS, der nur bei Bifurkationen fehlschlägt. Γ kann den Bereich [−δ ,+δ ]×R nicht
verlassen, da ϕ−δ keine periodischen Orbits und ϕ+δ nur periodische Sättel besitzt, wir uns
aber für aufsteigende Parameterwerte stets auf Pfaden von Attraktoren befinden. Das Rechteck
R kann, wie zuvor beschrieben, nicht verlassen werden, da sich auf dessen Rand, nach Vor-
aussetzung, keine periodischen Orbits befinden. Der Pfad kann nicht enden, nachdem er nur
endlich viele Bifurkationen passiert hat, denn in diesem Fall könnten wir ihn stets fortsetzen.
Wir durchlaufen somit unendlich viele Bifurkationen, diese müssen sich auf der kompakten
Menge [−δ ,+δ ]×R befinden. Wegen Lemma 1 kann es nur endlich viele Bifurkationsorbiten
für jede Periode geben, die Perioden müssen also gegen unendlich gehen. Weiterhin haben wir
beobachtet, dass sich die Perioden entlang des Pfades Γ nur halbieren oder verdoppeln können.
Es folgt, dass wir auf Γ periodische Orbits der Perioden k ·2n für jedes n finden.

Fall 2: x ist Möbius Sattel

Das Problem in diesem Fall ist die Möglichkeit, in eine Schleife zu geraten: Folgen wir dem Mö-
bius Pfad, so treffen wir auf eine periodenverdoppelnde Bifurkation. Nach obiger Konvention
würden wir nun dem Pfad der ausgehenden Sättel doppelter Periode für absteigende Parame-
terwerte folgen. Trifft dieser wieder auf eine periodenverdoppelnde Bifurkation, so würden wir
für aufsteigende Parameterwerte dem Pfad der Attraktoren halber Periode folgen und könnten
so auf die bereits besuchte erste periodenverdoppelnde Bifurkation treffen. Dies wird in Abbil-
dung 2.4 verdeutlicht.
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MöbiusAttraktorenMöbius

Sättel (dopp. Per.)

Abbildung 2.4: Entstehung einer Schleife beim Starten von einem Möbius-Sattel aus.

Begegnen wir nie einer solchen Schleife, sind wir fertig, denn wir können unseren Pfad
wie in Fall 1 unendlich lange fortsetzen. Falls wir einer Schleife begegnen, umgehen wir das
Problem wie folgt: Wir identifizieren eine solche Schleife als einen Punkt in (P̃ modulo Schleifen).
Dies ist eine sinnvolle Identifikation, da es bei jeder Periodenverdopplung einen eingehenden
Möbius-Pfad und an jeder Periodenhalbierung einen ausgehenden Möbius-Pfad gibt und somit
die Anzahl der Periodenverdopplungen gleich der Anzahl der Periodenhalbierungen in einer
Schleife ist. In dem reduzierten Raum (P̃ modulo Schleifen) erstellen wir einen Pfadabschnitt
wie folgt: Wir setzen den Pfadabschnitt durch die als einen Punkt identifizierten Schleifen ent-
lang Möbius-Pfaden fort, bis wir auf eine periodenverdoppelnde Bifurkation treffen, die nicht
zu einer Schleife gehört. Dieser Pfad wird stets für absteigende Parameterwerte fortgesetzt, da
wir nicht auf eine saddle-node Bifurkation treffen, bei der wir unsere Richtung ändern, wir
können also nicht in einem periodischen Sattel in R2×{+δ} terminieren. Treffen wir auf eine
periodenverdoppelnde Bifurkation, die nicht zu einer Schleife gehört, können wir wie in Fall 1
fortfahren. Treffen wir niemals auf eine solche Bifurkation, induziert unser Pfadabschnitt in (P̃
modulo Schleifen) einen Pfad in P̃, der unendlich lang ist und durch unendlich viele Bifurka-
tionen läuft, die wegen Lemma 1 keine beschränkte Periode besitzen können und wir können
das Schlussargument von Fall 1 wiederholen.
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Kapitel 3

Ausblick

In diesem Kapitel soll ein Überblick über weitere Ergebnisse, die mit homoklinen Tangenten
und Kaskaden periodenverdoppelnder Bifurkationen in Zusammenhang stehen, verschafft wer-
den.

Kaskaden homokliner Tangenten In [PT95] wird folgendes gezeigt: Sei Fλ eine Familie von
Diffeomorphismen, welche für λ = 0 einen Berührpunkt q der stabilen und instabilen
Mannigfaltigkeit eines Sattels p besitzt. Sei p Sattel für λ ∈ [−1,1]. Dann existiert eine
Folge λn→ 0, so dass Fλn eine homokline Tangente bei qn→ q zum Sattel p besitzt.
Die Bifurkation homokliner Tangenten ist also kein isoliertes Phänomen, die Kaskaden
periodenverdoppelnder Bifurkationen treten sogar in beliebig dichten Intervallen immer
wieder auf. Diese Beobachtung, zusammen mit der Theorie der dynamisch definierten
Kantormengen ist Grundlage des Beweises des unten erwähnten Newhouse Phänomens.
Ob eine „erste“ oder eine „letzte“ homokline Tangente existiert, hängt maßgeblich von
der Lage der stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten ab und in welche Richtung sich
die Mannigfaltigkeiten für aufsteigende Parameterwerte ineinander schieben.
Aus Kaskaden homokliner Tangenten entstehen unendlich viele Kaskaden periodenver-
doppelnder Bifurkationen.

Aktuelle Ergebnisse zu Kaskaden periodenverdoppelnder Bifurkationen Wir sagen ein Dif-
feomorphismus F besitzt periodic orbit (PO) Chaos, falls ein C > 1 existiert, so dass für
unendlich viele n ∈ N gilt, dass die Anzahl der n-periodischen Orbits größer ist als Cn

(wir haben sozusagen ein exponentielles Wachstum von Orbits bezüglich ihrer Periode).
2009 konnten James A. Yorke und Evelyn Sander in [SY09] und [SY10] beweisen, dass
ein Diffeomorphismus, welcher für einen Parameterwert −δ kein PO Chaos besitzt, je-
doch für einen Parameterwert +δ , unendlich viele periodenverdoppelnde Kaskaden zwi-
schen diesen Parameterwerten aufweist. Um die tatsächliche Verbindung der Kaskaden
zum PO Chaos herzustellen wurde gezeigt, dass höchstens endlich viele periodische Or-
bits nicht mit Kaskaden verbunden sind.
Weiterhin wurde dort gezeigt, dass Kaskaden entweder paarweise disjunkt sind (d.h. sie
sind im Produktraum von Parameterwerten und Phasenraum nicht über Pfade periodi-
scher Orbits verbunden) oder dass genau zwei Kaskaden verbunden sind, sodass eine
Kaskade in das Chaos hineinführt und die andere heraus, d.h. die ständigen Periodenver-
dopplungen der einen Kaskade geschehen in Richtung ansteigender Parameterwerte, die
der anderen in Richtung absteigender Parameterwerte.

23
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Das Newhouse Phänomen Sheldon Newhouse konnte in [New74], [New79] zeigen, dass be-
liebig nahe von zweifach stetig differenzierbaren Diffeomorphismen auf 2-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten (Di f f (2,2)), welche eine homokline Tangente besitzen, eine offene
Teilmenge U ⊆ Di f f (2,2) existiert, in welcher die Menge von Diffeomorphismen, wel-
che eine homokline Tangente besitzen, dicht ist. Gilt für eine Abbildung F ∈ Di f f (2,2),
welche eine homokline Tangente für einen Sattel p besitzt weiterhin, dass |det(DF)(p)|<
1, so hat die oben erwähnte offene Menge U eine residuale Teilmenge, deren Diffeomor-
phismen die Eigenschaft besitzen, dass sie unendlich viele stabile Fixpunkte besitzen.

Jacob Palis’ Vermutung Um ein Verständnis der globalen Komplexität der Dynamik von Dif-
feomorphismen, die nicht hyperbolisch (s.u.) sind zu entwickeln, stellte Jacob Palis’ (z.B.
in [PT95]) im Rahmen eines Programmes zur Einordnung von Diffeomorphismen folgen-
de Vermutung auf:

Sei M eine zweidimensionale, kompakte, randlose, glatte Mannigfaltigkeit und φ ∈Di f f (k,M),
k ≥ 1. Dann kann φ entweder durch einen (essentiell) hyperbolischen Diffeomorphismus
approximiert werden oder durch einen Diffeomorphismus, welcher eine homokline Tan-
gente besitzt.

Wir benötigen einige Definitionen, um diese Vermutung zu erläutern. Wir bezeichnen
einen Punkt x ∈M als nicht-wandernd (unter φ ), falls für jede offene Umgebung U von x
gilt: ∀ N ≥ 1 ∃ n≥ N, so dass φ n(x)∩U 6= /0. Wir bezeichnen eine φ -invariante Menge Λ

(φ -invariant heißt φ(Λ) = Λ) als hyperbolisch, falls für jeden Punkt x∈Λ eine Aufteilung
des Tangentialraums an M existiert, TxM = Eu

x ⊕Es
x, so dass folgendes gilt:

1. die Aufteilung hängt stetig von x ab

2. die Aufteilung ist invariant, d.h. Dφ(Eu/s
x ) = Eu/s

φ(x)

3. ∃ µ > 1 und C > 0, so dass für jedes y ∈ Eu
x und n > 0 gilt:

||Dφ
n(y)|| ≥C ·µn · ||y||

und für jedes y ∈ Es
x und n > 0 gilt:

||Dφ
n(y)|| ≤C−1 ·µ−n · ||y|| ,

wobei || || eine Norm auf TxM ist.
Ein Diffeomorphismus wird als hyperbolisch bezeichnet, wenn dessen Menge an nicht-
wandernden Punkten hyperbolisch ist, als essentiell hyperbolisch, falls er eine endliche
Zahl an hyperbolischen Attraktoren besitzt (hyperbolische Fixpunkte mit ausschließlich
stabilen Eigenwerten), deren stabile Umgebungen (die größte offene Umgebung der At-
traktoren, in der alle Punkte gegen den Attraktor konvergieren) eine Teilmenge von M
überdecken, welche positives Lebesgue-Maß besitzt.

Die Bedeutung dieser Vermutung liegt darin, dass die Dynamik von hyperbolischen Dif-
feomorphismen ausgiebig untersucht worden ist, und, sollte die Vermutung wahr sein, das
Komplement der hyperbolischen Diffeomorphismen insofern verstanden wurde, als dass
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jeder Diffeomorphismus im Komplement durch einen, der eine homokline Tangente be-
sitzt, angenähert werden kann. Tatsächlich wurde die Vermutung für k = 1 von R. Pujals
und M. Sambarino in [PS00] bewiesen.

Bisher offen ist die weitergefasste Vermutung von Palis für höher dimensionale Mannig-
faltigkeiten M.
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Kapitel 4

Appendix: Smales Hufeisen

In diesem Abschnitt möchten wir die Behauptungen aus Kapitel 1.3 formell beweisen. Die
in diesem Zusammenhang beschriebenen Resultate wurden erstmals 1960 von Steven Smale
untersucht und bewiesen. Die hier aufgeführten Beweise richten sich nach der Vorlesung „Dif-
ferentialgleichungen II“ von Prof. Dr. Fiedler an der Freien Universität Berlin. Dazu zunächst
alle nötigen Definitionen.

Definition 3. Der Shiftraum Wir definieren Σ als den Raum der Folgen über zwei Symbolen,
welche beidseits unbeschränkt sind, d.h. Σ := {s = (sk)k∈Z | sk ∈ {0,1}}. Auf diesem
Raum definieren wir den sogenannten Shift Operator, welcher die gesamte Folge nach
links verschiebt:

σ : Σ→ Σ

(σ(s))k = sk+1

Als eine Metrik auf Σ definieren wir dist(s,s
′
) := ∑k∈Z 4−|k||sk− s

′
k|.

Mit obiger Metrik gilt insbesondere:

∀ n≥ 0 ∃ε > 0, so dass für s,s
′
∈ Σ mit dist(s,s

′
)< ε gilt: ∀ 0≤ |k| ≤ n : sk = s

′
k (4.1)

In der Tat: sei n ≥ 0 gegeben, definiere ε = ∑|k|≥(n+1) 4−|k|. Angenommen sk 6= s
′
k mit |k| ≤ n,

dann gilt dist(s,s
′
)≥ 4−n. Aber

ε = ∑
|k|≥(n+1)

4−|k|

= 4−n · ∑
|k|≥(n+1)

4n−|k|

= 4−n · ∑
|k|≥1

4−|k|

= 4−n ·2 · ((∑
k≥0

4−|k|)−1)

= 4−n ·2 · 1
3

< 4−n

27
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Definition 4. Horizontale/Vertikale Streifen Wir betrachten ein Rechteck R = [0,1]× [0,1]
und halten ein µ ∈ (0,1) fest.
Wir bezeichnen eine horizontale Kurve in R als den Graph einer Funktion y= u(x), (x,y)∈
R, wobei gelten muss: ∀x1 ∈ [0,1], x2 ∈ [0,1] : |u(x1)−u(x2)| ≤ µ|x1−x2| (d.h. u ist Lip-
schitz stetig mit Lipschitz-Konstante µ). Eine vertikale Kurve wird entsprechend als der
Graph einer Lipschitz stetigen Funktion x = v(y), (x,y) ∈ R mit Lipschitz-Konstante µ

definiert.
Als horizontale bzw. vertikale Streifen bezeichnen wir Teilmengen von R, welche von zwei
horziontalen bzw. vertikalen Kurven begrenzt sind, d.h. horizontale Streifen sind gege-
ben durch horizontale Kurven u1 ≤ u2, U := {(x,y)|x ∈ [0,1], u1(x) ≤ y ≤ u2(x)}, ver-
tikale Streifen entsprechend. Wir definieren den Diameter eines horizontalen Streifen als
d(U) := supx∈[0,1](u1−u2), den eines vertikalen Streifens entsprechend.

Die in Kapitel 1.3, in der Abbildung 1.2 vorgestellte Hufeisen-Abbildung betrachten wir
nun ausschließlich als Abbildung zwischen zwei horizontalen und zwei vertikalen Streifen (zu-
vor waren das die horizontalen Streifen A und C und die vertikalen Streifen deren Bilder ge-
schnitten mit R). Dazu formulieren wir folgende Vorraussetzungen:

Sei f : U0∪U1→V0∪V1 ein Homöomorphismus wobei U0, U1 disjunkte horizontale und
V0, V1 disjunkte vertikale Streifen sind. Wir fordern weiterhin,

(a) dass U0 auf V0 und U1 auf V1 abgebildet wird, sowie dass die horziontalen Kurven, welche
U0 und U1 begrenzen, auf die vertikalen Kurven abgebildet werden, welche V0 und V1
begrenzen.

(b) dass ein 0 < η < 1 existiert, so dass für einen horizontalen Streifen U ⊆ U0 ∪U1 gilt:
Für a ∈ {1,2} ist Ũa := f−1(U ∩Va) = f−1(U)∩Ua wieder ein vertikaler Streifen, für
dessen Diameter gilt d(Ũa)≤ ηd(U), d.h. die Urbilder horizontaler Streifen sind wieder
horizontale Streifen mit geringerem Diameter. Sei nun V ⊆V0∪V1 ein vertikaler Streifen,
dann muss gelten: Für a ∈ {1,2} ist Ṽa := f (V ∩Ua) = f (V )∩Va wieder ein vertikaler
Streifen, für dessen Diameter gilt d(Ṽa)≤ ηd(V ), d.h. die Bilder vertikaler Streifen sind
wieder vertikale Streifen mit geringerem Diameter.

Voraussetzung (b) gibt uns eine horizontale Kontraktion und eine vertikale Expansion
durch f . Insbesondere erfüllen die Abbildungn f aus Kapitel 1.3, sowie ϕ+δ eingeschränkt auf
das dort definierte Rechteck, diese Voraussetzungen. Wir definieren weiterhin die maximal inva-
riante Menge auf R unter f , Λ := {z∈ R | ∀k ∈Z : f k(z)∈U0∪U1}, d.h. die Menge aller Punkte
in R, welche unter beliebig häufigen Vorwärts- oder Rückwärtsiterationen auf den horizontalen
Streifen liegen. Damit formulieren wir nun die Behauptung aus Kapitel 1.3 als Satz:

Satz 5. Sei f ein Homöomorphismus wie oben beschrieben, welcher die Vorraussetzungen (a)
und (b) erfüllt. Dann existiert ein Homöomorphismus h : Σ→ Λ, so dass das Diagramm in
Abbildung 4.1 kommutiert.

Beweis. (von Satz 5)

Schritt 1: Konstruktion und Bijektivität von h Sei s=(sk)k∈Z eine beliebige Folge in Σ. Wir
möchten zeigen, dass es genau einen Punkt z ∈ Λ gibt, so dass f−k(z) ∈Us−k∀k ≥ 0 und
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f
Λ Λ

σ
Σ Σ

h h

Abbildung 4.1: Diagram zur Equivalenz von der Abbildung f auf Λ zum Shift auf zwei Sym-
bolen.

f k(z) ∈Vsk∀k ≥ 0.
Wir werden dies zeigen, indem wir zunächst beweisen, dass alle Punkte, deren k-te Rück-
wärtsiterierte im s−k-ten horizontalen Streifen liegt, auf einer horizontalen Kurve liegen.
Genauso liegen die Punkte, deren k-te Vorwärtsiterierte im sk-ten vertikalen Streifen liegt,
auf einer vertikalen Kurve. Den (eindeutigen) Schnittpunkt dieser zwei Kurven nennen
wir z.

Definiere also Ūs0,s−1,...,s−n := {p ∈ R | f k(p) ∈Usk für −n≤ k ≤ 0}. Bei dieser Notation
ist zu beachten, dass der jeweils k-te Index angibt, in welchem Streifen sich die k-te
Rückwärtsiteration von p befinden muss und nicht immer das k-te Folgenglied von s.
Es ist ∀k : Ūsk =Usk , also ist Ūsk ein horizontaler Streifen. Weiterhin gilt per Definition

Ūs−1,...,s−n = {p ∈ R | f k+1(p) ∈Usk für −n≤ k ≤−1}

Damit gilt

f−1(Ūs−1,...,s−n)

={ f−1(p) ∈ R | f k+1(p) ∈Usk für −n≤ k ≤−1}
={p ∈ R | f k(p) ∈Usk für −n≤ k ≤−1}

Das heißt

Ūs0,s−1,...,s−n = Ūs0 ∩ f−1(Ūs−1,...,s−n) = Ūs0 ∩ f−1(Ūs−1 ∩ f−1(Ūs−2,...,s−n)) = ...

Induktiv können wir also wegen Voraussetzung (b) zeigen, dass Ūs0,...,s−n (für beliebiges
n) ein horizontaler Streifen ist, dessen Diameter abgeschätzt werden kann durch

d(Ūs0,s−1,...,s−n)

≤ηd(Ūs−1,...,s−n)

≤...
≤η

n
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Definiere nun Ūn :=
⋂n

i=0Ūs0,...,s−i . Für jedes n ist Ūn ein horizontaler Streifen und es gilt
Ū0 ⊇ Ū1 ⊇ Ū2 ⊇ ..., wobei der Diameter von Ūn für n→ ∞ gegen 0 geht. Die Kurven,
welche die oberen und unteren Grenzen dieser Streifen bilden, konvergieren gegen Lip-
schitzstetige Kurven. Da der Diameter gegen 0 geht, konvergieren sie gegen die gleiche
Lipschitzstetige Kurve ū(s).

Umgekehrt definieren wir V̄s1,...,sn := {p ∈ R | f k p ∈ Vsk für 1 ≤ k ≤ n}. Es lässt sich
wiederum zeigen, dass dies vertikale Streifen sind und dass mit V̄ n :=

⋂n
i=1 V̄s1,...,si gilt:

limn→∞ V̄ n =: v̄(s) ist eine vertikale Kurve.

Für einen Schnittpunkt (x,y) ∈ R der Kurven v̄(s) und ū(s) gilt: x = (v̄(s)◦ ū(s))(x) und
y := ū(s)(x). Dessen Existenz und Eindeutigkeit erhalten wir durch Banachs Fixpunkt-
satz, da (v̄(s) ◦ ū(s)) wegen der Lipschitzstetigkeit mit Lipschitzkonstante µ < 1 eine
Kontraktion ist.

Für die Bijektivität von h bleibt noch zu zeigen, dass h−1 injektiv ist: Seien s,s
′ ∈Σ, s 6= s

′
,

d.h. ∃ k ∈ Z, so dass sk 6= s
′
k. Daraus folgt aber, dass die k-te Iterierte von den Punkten

p := h−1(s) und p
′
:= h−1(s

′
) in unterschiedlichen Streifen liegen und somit gelten muss:

p 6= p
′
.

Insbesondere wurde gezeigt, dass tatsächlich das k-te Folgenglied der Folge s der Positi-
on der k-ten Iterierten von p entspricht und somit der Shift Operator σ und f auf ihren
jeweiligen Räumen genau die gleiche Funktion erfüllen.

Stetigkeit von h Wir müssen zeigen, dass ∀ε > 0 ∃δ > 0, so dass gilt: dist(s,s
′
) < δ →

||h(s)− h(s
′
)||R < ε . Als Norm auf R wählen wir ||(x,y)||R := x+ y. Sei ε > 0 belie-

big, fest. Wegen 4.1 wissen wir, dass wir durch die Wahl von δ erzwingen können, dass
s und s

′
auf den ersten n Folgengliedern, für beliebig große n, (in beide Richtungen)

übereinstimmen. Damit wissen wir, dass sowohl p = h(s) als auch p
′
= h(s

′
) auf dem

horizontalen Streifen Ūn und auf dem vertikalen Streifen V̄ n liegen, deren Diameter für
große n beliebig klein werden, d.h. auch p und p

′
liegen beliebig nah beieinander.

Stetigkeit von h−1 Es genügt zu zeigen, dass für jede abgeschlossene Teilmenge C von Σ gilt,
dass h(C) abgeschlossen ist. Wegen 4.1 gilt, dass jede abgeschlossene Teilmenge von
Σ kompakt ist, d.h. h(C) ist kompakt wegen Stetigkeit von h. Damit ist h(C) ebenfalls
abgeschlossen.

Damit ist also gezeigt, das eine Abbildung f wie oben beschrieben konjugiert zum Shift
auf zwei Symbolen ist. Daraus folgen die bereits in Kapitel 1.3 formulierten Behauptungen:

Satz 6. Eigenschaften von Hufeisen-Abbildungen Sei f wie oben definiert und erfülle (a) und
(b). Dann besitzt f |Λ ...
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(1) ... periodische Orbits beliebiger minimaler Periode.

(2) ... eine überabzählbare Menge nicht-periodischer Orbits.

(3) ... dichte Orbits.

(4) ... Sensibilität in den Startwerten. Wie in Kapitel 1.3 beschrieben, ist damit gemeint, dass
es für einen beliebigen Punkt p ∈ Λ einen beliebig nahen Punkt p

′ ∈ Λ gibt, so dass
liminfn→∞ || f n(p)− f n(p

′
)||R = 0 aber limsupn→∞ || f n(p)− f n(p

′
)||R = µ > 0.

Beweis. (von Satz 6) Da wir in Satz 5 gezeigt haben, dass f |Λ zum Shift σ auf Σ konjugiert
ist, zeigen wir (1) bis (4) nur für σ .

(1) Sei n ∈ N eine beliebige vorgegebene Periode. Wähle dann eine Folge s(n) nach folgender
Vorschrift:

(s(n))k :=

{
0 k (mod n) 6= 0
1 k (mod n) = 0

Damit gilt σn(s(n)) = s(n) aber für m 6= n ist 0 = (σm(s(n)))n 6= (s(n))n = 1, somit ist
tatsächlich n die minimale Periode.

(2) Wir können die reellen Zahlen leicht mit Σ identifizieren, indem wir für jede Ziffer jeweils
4 Folgenglieder verwenden um diese binär zu representieren und indem wir alle Folgen-
glieder mit Index kleiner 0 als Vorkomma- und die Folgenglieder mit Index größer oder
gleich 0 als Nachkomma-Stellen interpretieren. Σ ist also überabzählbar. Die periodischen
Orbits sind jedoch abzählbar, indem wir z.B. die Folgenglieder einer Periode mit vorge-
stellter 1 als binäre Darstellung der Nummer dieses Orbits interpretieren. Also muss die
Menge der nicht-periodischen Orbits überabzählbar sein.

(3) Konstruiere eine Folge s wie folgt. Sei sk für k < 0 beliebig. Für k > 0 enthalte k nachein-
ander alle endlichen Folgen über zwei Symbolen:

s = ... 0 1 00 01 10 11 000 001 010 ...

Sei nun s
′
und ε > 0 beliebig, fest. Damit dist(σ k(s),s

′
)< ε gilt, genügt es, dass die ers-

ten n = n(ε) Folgenglieder (in beide Richtungen) übereinstimmen (vgl. 4.1).
(s
′
−n, s

′
−(n−1), ..., s

′
0, ..., s

′
n) bildet eine endliche Folge. Diese ist per Definition in s ent-

halten, sie beginne bei dem Folgenglied mit Index l. Wähle dann k = l−n, dann stimmen
σ k(s) und s

′
auf den ersten n Folgengliedern in beide Richtungen überein. Damit ist ge-

zeigt, dass der Orbit von s unter σ beliebig dicht an jede andere Folge herankommt.
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(4) Sei s
′
und ε > 0. Wähle sk = s

′
k auf den ersten n = n(ε) Folgengliedern, so dass dist(s,s

′
)<

ε . Davon ausgehend wähle:

sk

{
6= s

′
k (k−n) = 2l für ein l ∈ N

= s
′
k sonst

Da die Abschnitte, in denen sk = s
′
k gilt, immer größer werden, gibt es für beliebig klei-

ne δ > 0 ein m = m(δ ), so dass dist(σm(s),σm(s
′
)) < δ . Aber es gilt ebenfalls, dass

dist(σ k(s),σ k(s
′
))> 1 falls (k−n) = 2l für ein l ∈ N.
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