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Einleitung

Der Fliehkraftregler wurde von James Watt 1788 fiir seine verbesserte Dampfma-
schine in den Maschinenbau eingebracht und stellt ein frithes Beispiel einer Riick-
kopplungskontrolle zur Stabilisierung eines dynamischen Systems dar.

Fiir einen optimalen Betrieb soll die Arbeitsgeschwindigkeit w der Dampfmaschi-
ne konstant auf dem Wert wy gehalten werden, indem ein Fliehkraftregler die Zufuhr
von Dampf regelt (siche Abb. 1!). Bewegt sich die Antriebsachse mit einer Geschwin-
digkeit w < wyg, so ist die Zuleitung weiter gedffnet, mehr Dampf stromt ein und die
Geschwindigkeit wird grofer. Rotiert sie hingegen mit einer Geschwindigkeit w > wy,
verschliett der Regelmechanismus die Dampfleitung, weniger Dampf stromt ein und
die Geschwindigkeit verringert sich. Damit strebt die Maschine zur Geschwindigkeit
wo, bei der genau so viel Dampf einstromt, wie fiir einen Betrieb auf gleichbleibender
Geschwindigkeit bendtigt wird. Das System befindet sich fiir w = wy also in einem
Gleichgewicht.

Abbildung 1: Der Fliehkraftregler mit (Kugel-)Gewichten (links) und Ventil fir die
Dampfzufuhr (rechts). Die griinen Pfeile deuten das Verhalten des Fliehkraftreglers
mm Fall w > wy an. Dreht sich die Maschine schneller, werden die Gewichte durch
die Fliehkraft nach oben/aufen bewegt und die Hebelwirkung schliefit langsam das
Ventil.

http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Fliehkrafregler. PNG, Zugriff:21.02.2013



Mitte des 19. Jahrhunderts trat im Zusammenhang mit diesem System ein Pro-
blem auf, dessen Losung die mathematische Regelungstechnik begriindete (vgl. MacFar-
lane [20]). Es wurde beobachtet, dass die Arbeitsgeschwindigkeit w der Maschinen
trotz Einsatz eines Fliehkraftreglers nicht den konstanten Wert wy erreicht, sondern
periodische Schwankungen um w, aufweist. Die technische Entwicklung hatte zu
einer Verdnderung der Parameter des dynamischen Systems wie der auftretenden
Reibung oder der Masse der Reglerarme gefiihrt, sodass das vorher stabile Gleich-
gewicht w = wp nunmehr instabil wurde und periodische Schwankungen den Betrieb
erschwerten. Die grundlegende Arbeit von Wischnegradskii [31], in der die Zusam-
menhinge der Parameter mit der Stabilitiat des Gleichgewichtes gekliart werden, wird
von Pontryagin |26] in vereinfachter Fassung wiedergegeben. Anhand der entwickel-
ten Kriterien war es danach moglich, auf die richtige Einstellung der Parameter zu
achten, um die Maschine bei konstanter Geschwindigkeit w = wqy arbeiten zu lassen.
Ein wegweisendes Werk ist auch Maxwells ,On governors” (1868) [22], das bereits
frither die Stabilitdt der angesprochenen Gleichgewichte mit mathematischen Be-
trachtungsweisen verbindet.

Die Dampfmaschine ist nur ein Beispiel fiir das Auftreten periodischer Bewe-
gungen in der Nihe eines Gleichgewichts, wie sie auch in einer Vielzahl anderer
dynamischer Systeme in Physik und Biologie vorkommen. Das Abzweigen von pe-
riodischen Bewegungen aus einem Gleichgewicht durch Verédnderung der Parameter
in allgemeinen dynamischen Systemen riickte daher zunehmend in das Interesse der
Forschung. Poincarés [25] fundamentale Arbeit wurde von Andronov und Witt [1]
aufgenommen und letztlich von Eberhard Hopf [16] derart auf eine grofse Zahl von
Systemen verallgemeinert, dass das Phianomen auch als Hopf-Verzweigung bezeichnet
wird. In der Literatur finden sich ebenso die Begriffe Andronov-Hopf-Verzweigung
oder Poincaré-Andronov-Hopf-Verzweigung.

Schlieklich beschéftigt sich die Kontrolltheorie, hervorgegangen aus dem geschil-
derten Problem der Dampfmaschine, nicht nur mit der Stabilisierung der (dort an-
gestrebten) Gleichgewichte, sondern widmet sich auch instabilen periodischen Be-
wegungen. Dazu entwickelte Pyragas [27] 1992 eine Methode der zeitverzogerten
Riickkopplungskontrolle, die zunéchst nur fiir eine gewisse Klasse periodischer Be-
wegungen Erfolg zu versprechen schien. 2007 widerlegten Fiedler et al. [8] diese Ver-
mutung durch die Stabilisierung von instabilen periodischen Bewegungen, die bei

einer Hopf-Verzweigung auftreten.



Im ersten Teil dieser Bachelorarbeit gehen wir dem Phinomen der Hopf-Verzweigung

nach, wie es im eingangs vorgestellten Beispiel der Dampfmaschine auftritt. Nach-
dem im ersten Kapitel die bendtigten Grundlagen der Theorie gewohnlicher Diffe-
rentialgleichungen gebiindelt werden, gibt Kapitel 2 ein mathematisches Beispiel fiir
periodische Bewegungen in der Nihe eines Gleichgewichts und es wird deren allge-
meine Existenz im Satz iiber die Hopf-Verzweigung in der Ebene bewiesen. Weitere
technische Details {iber die Anwendbarkeit des Satzes in héheren Dimensionen be-
spricht Kapitel 3. Die eingentliche Leistung von Hopf ist erst mit diesen Mitteln zu
beschreiben.

Der zweite Teil ist in Fortsetzung der Untersuchungen von Fiedler et al. ([9], 2010)
eine Anwendung der zeitverzogerten Riickkopplungskontrolle nach Pyragas [27] auf
instabile periodische Bewegungen bei zwei gekoppelten Oszillatoren. Auf der Grund-
lage des ersten Teils werden in Kapitel 4 die Normalform eines Hopf-Oszillators
motiviert und kurz die mathematischen Mittel einer Stabilisierung von Bewegungen
beschrieben. Kapitel 5 fiihrt das betrachtete System von zwei gekoppelten Hopf-
Oszillatoren ein und fasst die Ergebnisse aus Fiedler et al. (2010) [9] zusammen. Auf
deren Grundlage werden in Kapitel 6 ein neuer, erweiterter Kontrollansatz entwickelt
und verbesserte Resultate zur Stabilisierung der auftretenden periodischen Bewegun-
gen bewiesen. Es stellt sich heraus, dass die verwendete Kontrolle dem Ausnutzen
zweier Symmetrien entspricht (Kapitel 7). Die Arbeit schlieft eine Diskussion der

erhaltenen Ergebnisse in den Kapiteln 8-10.

Natiirlich gibt diese Bachelorarbeit keine Einfiihrung in die mathematischen Ge-
biete der Verzweigungs- bzw. Kontrolltheorie, in die Hopf-Verzweigung bzw. Pyragas-
Kontrolle einzuordnen sind. Dem interessierten Leser seien zum Thema Verzwei-
gungstheorie zum Beispiel Hale und Kocak [12] oder Plaschko und Brod [24] emp-
fohlen. Knobloch und Kappel [18] stellen die Theorie gewohnlicher Differentialglei-
chungen mit einleitenden Kapiteln zur Kontrolltheorie vor. Eine grundlegende Ein-
leitung in letztere bietet Bellman [3] Weiterhin folgt unser erstes Beispiel und der
Beweis des Satzes iiber die Hopf-Verzweigung der gelungenen Einfiihrung , Theory
and Applications of Hopf Bifurcation” von Hassard, Kazarinoff und Wan [15]. Etwas
frither entstanden ist ,,The Hopf Bifurcation and Its Applications” von Marsden und
McCracken [21]. Wer mit der Materie vertraut ist, kann das erste Kapitel oder den
ganzen ersten Teil iiberspringen und findet mit dem zweiten Teil eine in sich ge-

schlossene Darstellung aktueller Forschungsarbeit. Die Aufteilung der mathematisch



beweisbaren Erkenntnisse in , Theoreme” und ,Séitze”/ Lemmata” soll lediglich der
strukturellen Ubersicht dienen. Fiir die Beweise der Theoreme wird auf Literatur
verwiesen, der Satz iiber die Hopf-Verzweigung aus Kapitel 2 sowie Lemma 1 und
die Sétze 2 und 3 aus Kapitel 6 werden in dieser Arbeit belegt. Die Beweise in Teil
IT werden dabei zum ersten Mal gefiihrt und orientieren sich an denen von Fiedler
et al. (2010) [9].



Teil 1

Hopf-Verzweigung

1 Theoretische Grundlagen

Wann eine Bewegung oder eine Bahnkurve innerhalb eines dynamischen Systems als
stabil gilt, hangt von den Erwartungen eines Betrachters an den Begriff der Stabilitat
ab. Nach der Erldauterung notationeller Konventionen fiir diese Arbeit in Abschnitt
1.1 sowie erster Grundbegriffe der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen in
Abschnitt 1.2, folgt Abschnitt 1.3 iiber Ruhelagen als spezielle ,Bewegungen” eines
dynamischen Systems. Ubliche Definitionen der Stabilitit dieser konstanten Bahn-
kurven werden in Abschnitt 1.4 gegeben und mit giiltigen Sédtzen aus der Theorie
verkniipft. Eine Verallgemeinerung auf periodische Bahnkurven leistet Abschnitt 1.5.
Fiir die spéitere Untersuchung der Stabilitdt von periodischen Orbits bei der Hopf-

Verzweigung sind vor allem Definition 4 und Theorem 4 relevant.

1.1 Notation

Eine zweimal stetig differenzierbare Funktion 7', die auf dem Intervall (a, b) definiert
ist und reelle Werte annimmt, wird kurz durch 7' € C?((a, b), R) gekennzeichnet. Fiir
eine zeitabhingige Groke z = z(t) € R™ wird die Schreibweise & gebraucht, um die
zeitliche Verdnderung von = anzudeuten, das heifst fiir die Ableitung nach der Zeit:
i(t) = Lz(t). Wie in der Physik iiblich, wird auf das Notieren der Zeitabhingig-
keit aus Griinden der Ubersichtlichkeit verzichtet. Df steht fiir die Ableitung einer
Funktion f : R" — R™ und D f(z) bezeichnet die Ableitung/Linearisierung/Jacobi-
Matrix der Funktion f an der Stelle zq. Ist fiir eine Funktion f = f(z,y) nur die
Ableitung bzgl. einer Variablen/Richtung im Punkt (zo,v0) gefragt, so wird dies
durch D, f(zo,v0) bzw. D, f(x0, yo) kenntlich gemacht. Fiir komplexwertige Funktio-
nen iibernehmen wir diese Schreibweisen, wobei vor allem verwendet wird, dass die
lineare Abbildung (Multiplikation) x : C - C, z — bz mit b € C, z = x + iy als
Reb —Imb x

Imb Reb ) \y
fasst werden kann. Der Abstand zweier Punkte zg, x, € R" wird in Anlehnung an

lineare, reelle Abbildung y : R? — R? 2 = (z,y) — aufge-

sDistanz” oder engl. distance” mit dist(zo,x,) bezeichnet: dist(xg, z,) = ||To — xal|-
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1.2 Grundbegriffe gewohnlicher Differentialgleichungen

Eine Einfiihrung in die Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen bieten (Verweis:
Gewohnliche Differentialgleichungen). Sie beschéftigt sich mit Gleichungen der Form
t(t) = F(x(t),t), entsprechenden Funktionen F' : R” x R — R™, und sucht nach
Losungen x(t) als differenzierbaren Funktionen x : R — R", die meistens gewisse
Anfangsbedingungen z(0) = z, zum Anfangszeitpunkt ¢ = 0 erfiillen sollen. Wir
formulieren nur die fiir diese Arbeit verwendeten Grundbegriffe.

Einen Spezialfall der angefiihrten Differentialgleichung bilden lineare Systeme
T = A(t)z (1.1)

mit Matrizen A(t) € R™". Es lisst sich ein sogenanntes Fundamentalsystem X (¢) €
R™"™ von (1.1) angeben, sodass jede beliebige Losung x(t) von (1.1) durch einen
Vektor ¢ € R™ iiber z(t) = X(t)c beschrieben werden kann. Im Zuge der Floquet-
Theorie in Abschnitt 1.5 kommen wir auf (1.1) zuriick.

Einen anderen Spezialfall bilden die sogenannten autonomen Systeme

r = F(x) (1.2)

mit einer Funktion F': R™ — R"”, die nicht mehr explizit von der Zeit abhingt. Die
Floquet-Theorie in Abschnitt 1.5 ausgenommen, behandeln wir ausschlieklich au-
tonome Differentialgleichungen und fiigen spiter (zeitunabhéngige) Parameter hin-
zu. Ist x(t) eine Losung von (1.2), so heit die Menge {z(t)|t € R} C R"™ Or-
bit/Bahn /Bahnkurve/Trajektorie von x(t).
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1.3 Ruhelagen

Ein Punkt zo € R™ mit
F(ZL’()) =0

wird als Ruhelage, Gleichgewicht oder Aquilibrium bezeichnet. Denn die Grofen
eines Systems, das sich in einer Ruhelage befindet, bleiben nach (1.2) unveréindert.
Die Entwicklung ist dann einerseits durch den Startwert x, = x( eindeutig festgelegt:
x(t) = xo. Andererseits lassen sich, auch wenn z(¢) fiir allgemeine Startwerte nicht ex-
plizit bestimmt werden kann, mit der Kenntnis der Gleichgewichte qualitative Aussa-
gen iiber das Verhalten des Systems treffen.
Als Beispiel soll der geddmpfte harmoni-
sche Oszillator dienen; ein Massepunkt
schwingt an einer festen Stange, de-
ren Masse vernachlassigt werden kann.

Die Differentialgleichung fiir den Auslen-

kungswinkel ¢ € [0,27) bei Beachtung (>
von Gravitation und Reibung ist
¢+ wrsin(p) + k2o =0 Abbildung 2: Das Pendel als Beispiel eines

geddmpften harmonischen Oszillators.

mit den Konstanten w? und k?. Diese
Differentialgleichung zweiter Ordnung wird mit Einfiihren einer zweiten Grofe, v = ¢
(Winkelgeschwindigkeit), in ein System von zwei Differentialgleichungen erster Ord-

nung iiberfithrt. (0 = @)

p =
2 2

= —wsin(p) — kv

Das Pendel wird sich nun im Gleichgewicht befinden, wenn die Gleichungen ¢ = 0
und v = 0 erfiillt sind. Das ergibt direkt v = 0 und nach Einsetzen sin(¢) = 0.
Wie zu erwarten war, ist die Losung ¢ = 0 ein Aquilibrium, aber auch die kaum
zu beobachtende und schwer realisierbare Position ¢ = m. Den Unterschied beider

Ruhelagen wird der nichste Abschnitt iiber Stabilitdt nidher erldutern.
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1.4 Stabilitit von Ruhelagen

Warum wird man die eine Ruhelage nie beobachten? Das Pendel wird selten mit dem
exakten Winkel ¢ = 7 ausglenkt werden. Jede kleinste Abweichung vom Aquilibrium
resultiert aber in einer Bewegung weg von der Senkrechten. In diesem Sinne ist das
obere Gleichgewicht instabil, wihrend das Pendel bei einem Start in der Nahe von
¢ = 0 auch in dessen Umgebung bleiben wird. Folgende zwei Charakterisierungen
der Stabilitdt von Ruhelagen haben sich mit der Zeit als grundlegend herausgestellt

und finden sich in unserem Beispiel wieder.

Definition 1. (Stabilitit nach Lyapunov)

Die Ruhelage z( heifst Lyapunov-stabil, wenn zu jedem € > 0 ein d(e¢) > 0 exis-
tiert, sodass fiir Startwerte x, in der §—Umgebung von xg, x(¢) in der e—Umgebung
von g bleibt: dist(x,, zo) < 6(€) = dist(z(t), zo) < €.

Definition 2. (Asymptotische Stabilitit)

Die Ruhelage x( heifst asymptotisch stabil, wenn sie Lyapunov-stabil ist und es
ein 0 > 0 gibt, sodass jede in der 6—Umgebung von xy bei z, startende Bewegung
zur Ruhelage tendiert: dist(z,, ) < 6 = z(t) == .

In unserem Pendel-Beispiel ist die untere Ruhelage ¢y = 0 Lyapunov-stabil. Denn
jede anfingliche Auslenkung ¢, wird |¢(t)| < ¢, nach sich ziehen und fiir beliebiges
¢ findet sich also d(¢) = e. Die betrachtete Ruhelage ist auch asymptotisch stabil,
wobei jedes § < 7 ausreicht und das Pendel fiir Anfangspositionen |p,| < d < 7 mit
der Zeit nach ¢y = 0 konvergieren wird. Beide Begriindungen sollen hier allerdings
nur der Veranschaulichung unserer Definitionen dienen und bauen bereits auf der
Kenntnis der exakten Pendelbewegung auf. Zum Beispiel hétten wir korrekterweise
die Ruhelage (g, v0) = (0,0) und Startwerte (p,,v,) betrachten miissen. Wir ver-
zichten darauf mit dem Hinweis, am Ende dieses Abschnitts bessere Methoden fiir
einen Beweis an der Hand zu haben.

Beim ungedampften Pendel ist die Ruhelage g = 0 Lyapunov-stabil, aber nicht
asymptotisch stabil. Auferdem gibt es Gleichgewichte, die die asymptotische Bedin-
gung von Definition 2 erfiillen, aber nicht Lyapunov-stabil sind, siehe Beispiel 2.4,
Paul Glendinning (S. 30) [10]. Aquilibria, die in keinem Sinne stabil sind, werden

instabil genannt.
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Betrachtet man nun (autonome) lineare Systeme & = A -z mit x € R” und A €
Mat(n,R), ist der Ursprung immer ein Gleichgewicht. Die Frage nach dessen Stabi-
litdt fiihrt dann auf Eigenwerte der Matrix A, denn es gilt folgendes

Theorem 1. Besitzen alle Figenwerte \; € C der Matriz A negativen Realteil, dann
st die Ruhelage ©o = 0 asymptotisch stabil. Existiert ein Figenwert \; € C mit

positivem Realteil, so ist xo instabil.

Im Fall einer Diagonalmatrix A = D = diag(A1, Mg, ..., An) ist das klar, weil die

At mit Konstanten c¢;

Gleichungen entkoppeln: #; = \;z;. Die Losungen z;(t) = e
konvergieren genau dann gegen 0, wenn Re();) < 0 erfiillt ist. Fiir den allgemei-
nen Fall einer beliebigen Matrix A ist mehr Theorie notwendig. (vgl. z. B. Arnold
2] oder Knobloch und Kappel [18]) Die Ubertragung dieses Stabilititskriteriums
auf allgemeine nicht-lineare Systeme (1.2) erlaubt (bei einer Einschrinkung an die

Linearisierung) das folgende Theorem von Hartman [14].

Theorem 2. Ist xy Ruhelage und fir alle Figenwerte \; der Linearisierung DF(xo)
an der Stelle xo gilt Re()\;) # 0, dann existiert lokal in einer Umgebung U.(zo) C
R™ von xy ein stetiger Koordinatenwechsel y = h(x), der Orbits des nicht-linearen

Systems © = F(z) auf solche des linearen Systems § = DF(xg) -y abbildet.

Die einfach zu formulierende Stabilitdtsbedingung Re()\;) < 0 ist demnach von
grofer Tragweite.

Das zuvor besprochene Beispiel gibt als Funktion

FI7) = b mit Ableitung DF ) = 0 ! .
v —w?sin(p) — k*v Vg —w?cos(pg) —k?

Die Eigenwerte dieser Matrix sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

A+ k2N 4+ w?cos(pg) und damit A\; 5 = —’“2—2 + \/%4 — w?cos(pg). Fiir ¢ = 0 ist
B eos(po) = B — w? < L und deswegen in jedem Fall Re(\; ) < 0 und das

Gleichgewicht stabil (vgl. Abb. 3). Die Ruhelage bei ¢ = 7 besitzt dagegen einen
positiven, destabilisierenden Figenwert \; = —% + \/%4 +w? >0,

kA 2 B k2
denn T tw? > T = 5



10

1 THEORETISCHE GRUNDLAGEN

Abbildung 3: Die beiden Ruhelagen fir das Pendel. Die Abbildung zeigt links
das instabile Gleichgewicht (rot/gestrichelt) und rechts das stabile Gleichgewicht

(griin/durchgezogen).

1.5 Stabilitat periodischer Orbits

Abbildung 4: Phasenportrait des (unge-
dampften) harmonischen Oszillators. Der
Ursprung ist Lypunov-stabil.

Ruhelagen sind Punkte xy € R". In-
terpretiert man die definierten Stabili-
tatsbegriffe fiir die konstanten Losun-
gen xy = zo(t) in (nicht notwendiger)
Abhéngigkeit von der Zeit, werden in
den Definitionen die Abstédnde beliebi-
ger Losungen x(t) von der Losung z(t)
betrachtet. Auch fiir nichtkonstante Lo-
sungen z*(t) gibt es entsprechende Defi-
nitionen. Uns interessieren vor allem pe-
riodische Losungen z*(t), wie sie zum
Beispiel in Abbildung (4) angedeutet

sind. Das Phasenportrait entspricht den Differentialgleichungen » = 0, ¢ = 1. Fiir

jeden Startwert zy # 0 ergibt sich eine periodische Losung, die Orbits sind Kreise

mit Radius 7 = ||zo||. Ahnlich wie die Lyapunov-Stabilitit fiir Ruhelagen gibt es

folgende

Definition 3. Eine Losung z*(¢, ) mit Anfangswert x heifit stabil, wenn fiir jedes

€ > 0 ein d(e) > 0 existiert, sodass fiir z, und alle Zeiten t gilt: dist(z,,z}) < 6 =

dist(z(t,x,), x*(t, z%)) < e.
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Jeder periodische Orbit aus unserem Beispiel ist wegen der konstanten Winkelge-
schwindigkeit v = ¢ = 1 stabil. Allerdings werden benachbarte Kreisbahnen auch fiir
t — oo einen gewissen Abstand voneinander behalten und erfiillen kein zur asympto-
tischen Stabilitdt von Ruhelagen vergleichbares Kriterium. Wir formulieren nun eine
Definition der Stabilitit periodischer Orbits, mit der wir auch im folgenden Kapitel

arbeiten wollen:

Definition 4. (asymptotische orbitale Stabilitét)

Sei z*(t) eine periodische Losung von (1.2) und O = {z*(t) C R" |t € R} ihr
Orbit. z*(t) heift asymptotisch orbital stabil, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt,
sodass fiir jede Losung x(t) mit dist(x(ty),O) < ¢ folgende Bedingungen erfiillt sind:

L. Fiir alle t > 0 gilt dist(x(t),O) < € (orbital stabil)

2. dist(z(t),0) =3 0 (asymptotisch stabil)

Die beiden Bedingungen stellen insofern eine Verallgemeinerung der Stabilitéts-
begriffe fiir Ruhelagen dar, als wieder der ganze (zeitunabhéngige) Orbit betrachtet
wird; nur ist O diesmal kein einzelner Punkt, sondern eine geschlossene Bahnkurve
im R". Eine Anwendung dieser Definition auf ein Beispiel findet sich in Abschnitt
2.3.

Auch fiir periodische Orbits gibt es Stabilitdtskriterien, die wir fiir spétere Zwecke
anfithren wollen. Allerdings hingt bei einer echten Bahnkurve die Stabilitdt nicht
mehr von einem Punkt zp € O und der entsprechenden Linearisierung ab (siehe
Theorem 2). Die folgende Herleitung der spéiter verwendeten Kriterien ist eine sehr

knappe Darstellung der Floquet-Theorie fiir lineare Differentialgleichungen der Form

y = Alt)y (1.3)

und (7-)periodischer Koeffizientenmatrix A(t), A(t + 1) = A(t). Fiir Beweise ver-
weisen wir auf Hale [11]. Auf Gaston Floquet selbst geht die Darstellung von Fun-

damentalmatrizen von (1.3) zuriick:

Theorem 3. Jede Fundamentalmatriz Y (t) des Systems (1.3) besitzt die Form

mit einer T-periodischen und differenzierbaren Matriz P(t) und einer konstanten
Matriz B.
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Die Eigenwerte 3; von B heifen charakteristische oder Floquet-Exponenten, die
Eigenwerte p; von C = eB7 heifen charakteristische Multiplikatoren des Systems
(1.3). Zwischen ihnen besteht eine Beziehung durch p; = %7, Auferdem gilt die
Formel

n 1 T

Zﬁi = —/ spur A(s) ds. (1.4)

i=1 T'Jo
Ist y(t) = Y(t)c = P(t)ePc eine T-periodische Losung von (1.3), dann impliziert
y(t +T) = y(t) die Gleichung e®T¢ = c. Demnach ist ¢ ein Eigenvektor der Matrix
C = ePT zum Eigenwert p = 1 (charakteristischen Multiplikator). Also gibt es einen
Floquet-Exponenten § = 0. Mit dieser letzten Motivation von charakteristischen
Multiplikatoren periodischer Orbits sind wir bereit fiir den Satz, der die Floquet-

Theorie mit der Stabilitit periodischer Lésungen verkniipft.

Theorem 4. Sei x*(t) eine T-periodische Lisung von (1.2) und entlang dieser die

Variationsgleichung gegeben durch
j = DF((t)y. (1.5)

An die charakteristischen Multiplikatoren von (1.5) stellen wir die Bedingungen
1. p =1 tritt einfach auf. (Es gibt genau ein i, 1 < i <n, mit p; =1.)

2. Fir alle weiteren charakteristischen Multiplikatoren gilt |p;| < 1.
Dann ist x*(t) asymptotisch orbital stabil.

Bemerkung 1. p = 1 tritt in (1.5) mindestens einmal auf. Denn ist z*(¢) eine peri-
odische Losung von (1.2), so ist @*(¢) eine periodische Losung von (1.5): £i*(t) =
LF(2*(t)) = DF (x*(t)) - &*(t). Die zweite Bedingung bedeutet Re §; < 0.

Wie im Fall fiir Ruhelagen impliziert Re 5; > 0 bzw. |p;| > 1 Instabilitdt. Die An-
wendung dieses Theorems wird in Abschnitt 2.3 veranschaulicht und ist der Schliissel,
um die Stabilitit der entstehenden periodischen Orbits bei der Hopf-Verzweigung zu

untersuchen.
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2 Hopf-Verzweigung in zwei Dimensionen

Die Verzweigungstheorie beschéftigt sich mit parameterabhidngigem Verhalten dyna-

mischer Systeme. Wir schreiben als Erweiterung zu (1.2) dafiir
i = Flow 1)

mit dem reellen Parameter ;1 € R. Dabei heiftt ein Wert g Verzweigungspunkt, wenn
sich das dynamische Verhalten von (2.1) fiir p < po und g > po unterscheidet, d.h.
die Losungen wesentliche Unterschiede aufweisen. Das betrifft zum Beispiel die Zahl
der Ruhelagen, verdnderte Stabilitdtseigenschaften und bei der Hopf-Verzweigung
die Existenz periodischer Orbits. Zur Vereinfachung tritt bei uns nur gy = 0 als
kritischer Wert der Differentialgleichung auf.

Es gibt Verzweigungen in einer Dimension (siehe Abschnitt 2.1) und die Hopf-
Verzweigung ist, ein Beispiel einer Bifurkation in zwei Dimensionen. Viele vereint die
Tatsache, dass am Verzweigungspunkt i fiir ein oder mehrere Eigenwerte Re A = 0
gilt und sich mit Uberschreiten des Verzweigungspunktes die Zahl der positiven und
negativen Realteile dndert. Nachdem in den Abschnitten 2.2 und 2.3 eine vereinfachte
Form der Hopf-Verzweigung analysiert wird, folgt in Abschnitt 2.4 der allgemeine
Satz iiber die Hopf-Verzweigung mit Beweis. Dabei spielen die beiden Eigenwerte
A = Fiwy am Verzweigungspunkt eine entscheidende Rolle. Wenn wir uns spéater auf

(2.1) bezichen, meinen wir eine Funktion F': R? x R — R

2.1 Zwei einfache Differentialgleichungen

Wir beginnen mit zwei grundlegenden Differentialgleichungen. ¢ = 1 hat mit An-
fangsbedingung ¢(0) = g die Losung ¢(t) = t+ o und ist lange nicht so interessant
wie die Differentialgleichung

F=r-(u+c-r?) (2.2)

mit reellem Parameter pu, ¢ = 1 und ¢, r € R,. Wir betrachten zunéchst den Fall
¢ = +1. Die Ruhelage r = 0 besteht fiir jedes p, wahrend nur fiir negative Wahl
des Parameters ein weiteres Gleichgewicht bei r = \/—p entsteht. Fiir verschiedene
Vorzeichen von p gibt es also unterschiedliche Entwicklungen mit der Zeit, wie in
Abbildung (5) gezeigt wird. Die fiir u < 0 stabile Ruhelage r» = 0 iibernimmt bei
1 = 0 die Instabilitit der zweiten und wird beim Ubergang zu p > 0 destabilisiert.
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u <0 c = +1 u >0 c = +1

@ @ L
r r

0 ~-u 0

Abbildung 5: In Abhdngigkeit vom Parameter u gibt es verschiedene asymptotische

Entwicklungen des Systems. Sie sind durch Pfeile angedeutet.

Jede in beliebiger Ndhe von r = 0 startende Bewegung wird sich von dieser entfernen.
(Beachte das Vorzeichen von 7-.)

Bei Anderung der Gleichung (2.2) zu 7 = 7 - (u — 72), also ¢ = —1, gibt es
ein Gleichgewicht fiir © < 0 und ein weiteres fiir 1 > 0, diesmal r = |/u, allerdings
sind die Stabilititseigenschaften genau umgekehrt. Das Aquilibrium im Ursprung fiir
p < 0 ist stabil und verliert die Stabilitit beim Ubergang zu positivem Parameter
an die zweite Ruhelage. (sieche Abb. (6)) Die beiden Verzweigungen werden etwas
kompakter in Abbildung (7) dargestellt.

uw< 0 c=-1 u> 0 ¢ =-1
® @ o

0 r 0 N T

Abbildung 6: Die Ruhelage bei \/|u| ist hier im Gegensatz zu vorher stabil.

.....
L.
"
e
.
.
‘e
.

u | u

Abbildung 7: Die Ruhelage r = 0 wird bei p = 0 destabilisiert. Von diesem Punkt
zweigen in beiden Fillen Ruhelagen ab, deren Stabilitdtseigenschaften genau entge-
gengesetzt zur = 0 sind. Sie existieren jeweils nur zu einer Seite von u = 0. Stabilitdt
ist durchgezogen (und griin), Instabilitit gepunktet (und rot) angedeutet.
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2.2 Hopf-Verzweigung in Polarkoordinaten

r und ¢ konnen ohne weiteres als Polarkoordinaten, das heift Radius und Win-
kel in der Ebene, aufgefasst werden. Die Differentialgleichung fiir ¢ fiihrt zu einer
konstanten Winkelgeschwindigkeit und der Ursprung (0]|0) hat identische Stabili-
tatseigenschaften wie der Ursprung im Eindimensionalen. In der Gleichung fiir den
Radius fiihrt die andere Ruhelage bei r = \/m zu einem periodischen Orbit, welcher

ebenfalls die Stabilitdt seines eindimensionalen Gegenstiicks aufnimmt.

c = +1 uw< 0 c=-1

w> 0 c =+l u> 0 c = -1

Abbildung 8: Wie in einer Dimension ist der Ursprung r = 0 fir p < 0 stabil und
fir > 0 instabil. Die periodischen Orbits haben zum Ursprung entgegengesetzte
Stabilitdtseigenschaften. Sie sind im subkritischen Fall (links) instabil und im super-
kritischen Fall (rechts) stabil.
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Abbildung (8) zeigt die Dynamik eines Systems, das eine Hopf-Verzweigung
durchlduft. So wie in Abbildung 7 die Ruhelagen im Punkt g = 0 von r = 0 abzwei-
gen, zweigen bei der Hopf-Verzweigung die periodischen Losungen im selben Punkt
ab. Da sie im Fall ¢ = —1 iiber (lat. super) und im Fall ¢ = +1 unter (lat. sub) dem
Wert 1 = 0 anzutreffen sind, werden die beiden Félle auch als super- und subkriti-
sche Hopf-Verzweigung bezeichnet. Die Stabilitdtseigenschaften werden im nichsten
Abschnitt durch eine beispielhafte Anwendung von Theorem 4 fiir das betrachtete
System belegt, bevor in Abschnitt 2.4 durch den Satz iiber die Hopf-Verzweigung
gezeigt wird, warum auch fiir allgemeine Systeme die Abbildungen 7 und 8 im We-
sentlichen das Verhalten bei einer Hopf-Verzweigung wiedergeben. Die Stabilisierung
periodischer Orbits kann deshalb auch unter dem folgenden Gesichtspunkt motiviert
werden:

In der superkritischen Verzweigung verliert der Ursprung zwar seine Stabilitét
an die periodischen Orbits, aber das System wird sich trotzdem in dessen Nihe
einfinden und bleibt beherrschbar. In der subkritischen Verzweigung hingegen wird
sich die Stabilitdt des Ursprungs fiir 4 < 0 nie zeigen, wenn wir auferhalb der
periodischen Bahn mit einer Bewegung starten (vgl. Abb. 8). Um auch in diesem
Fall das dynamische System zu kontrollieren, ist eine Stabilisierung der instabilen
periodischen Orbits erforderlich. Diesem Problem widmen wir uns im zweiten Teil

der Bachelorarbeit.

2.3 Hopf-Verzweigung in kartesischen Koordinaten und kom-

plexe Darstellung

In kartesischen Koordinaten lisst das System von Differentialgleichungen

T = pxy — r9 £ (2F + 23) (2.3)

Ty = @1+ pxe 552@% + x%)
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erst einmal keine schnellen Schliisse zu, fiihrt aber mithilfe der komplexen Variable

2z = x1 + iz auf eine prignante Form:

P=dy ity = pmy — a9 £y (2] +23) + (2 + pag £ o (a] + 13)
= p(xy +ize) +i(xy +ixe) £ (71 +ixg)(aF + 23)
= pz+iz+ 2|z
= (itit]eP)

Dass es sich hierbei um das gleiche, zuvor in Polarkoordinaten betrachtete System
handelt, wird durch den Ansatz z(t) = r(t)e’*® und Aufteilung der komplexen
Differentialgleichung in Real- und Imaginirteil klar: Aus 2 = 7€' + ipre’ = (u +
i & 1r?)ret? folgt

Po= r-(uEr?
o = 1.

Die Normalform # = f(z) := (u + i £ |2/?)z in komplexer Form (mit leichter Ande-
rung) wird im zweiten Teil dieser Arbeit verwendet, um die auftretenden Gleichungen
und Untersuchungen iibersichtlicher zu gestalten. Dabei ist immer im Hinterkopf zu
behalten, dass diese eine Gleichung in einer Variablen das eingangs vorgestellte zwei-
dimensionale System darstellt.

Beispielhaft fiir die Anwendung von Theorem 4 nehmen wir g = 1 an und wéhlen

das negative Vorzeichen:

T = — w9 —xi (23 +23) = Fi(11,29) (2.4)

x'g =21+ X9 — .IQ(:C% + I%) = Fg(xl,CUg)

Die Darstellung in Polarkoordinaten liefert sofort als Losung r(t) = 1 und ¢(t) =t

(t) =

fiir den Anfangspunkt (rg,9) = (1,0), was der 2m-periodischen Losung z
(21(t), x2(t)) = (cos(t), sin(t)) fiir (2.4) entspricht. Wir bilden die Ableitung

<gi gi> :< —2cos(t)’ _1_2008(t)8m(t)> — A1)
Oz Ox2/ lz*(t)

1 — 2cos(t)sin(t) —2sin(t)?
und betrachten ¢ = A(t)y. Ein Floquet-Exponent §; ist 0 (Bemerkung 1) und der
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zweite berechnet sich aus (1.4) durch

1 2m
Ba = o spur(A(s)) ds
I . —2(cos(s)* + sin(s)?) ds
-2 J,
— 9

Also sind die charakteristischen Multiplikatoren p; = 1 und py = ¢ 2?" < 1 und der
periodische Orbit ist, wie es Abbildung (8) suggeriert, asymptotisch orbital stabil.
Die spezielle Differentialgleichung (2.3) setzt der nichste, zentrale Abschnitt in

einen allgemeineren Zusammenhang.

2.4 Satz iiber die Hopf-Verzweigung in der Ebene

Die Linearisierung von (2.3) in der Ruhelage xy = (0, 0) ist gegeben durch die Matrix
—1

A(p) = /; . Deren Eigenwerte \(u) = pu + i iberqueren die imaginire Achse
v

bei A(0) = 4i wegen M(0) = 1. Diese Eigenschaften der Eigenwerte lassen sich
allgemeiner formulieren und dass periodische Orbits im System (2.1) unter diesen
Bedingungen auch dann in der N&he des Verzweigungspunktes u = 0 existieren,
ist die Aussage des zentralen Satzes dieses ersten Teils der Bachelorarbeit. Einen
ersten Beweis im R™ lieferte Eberhard Hopf [16], wir beweisen den Satz in zwei
Dimensionen und folgen dafiir zu groken Teilen Hassard, Kazarinoff und Wan [15].
Dabei spielt die Poincaré-Normalform von (2.1) eine wichtige Rolle. An ihr werden
wir belegen, dass periodische Orbits existieren (Abschnitt 2.4.2) und kldren, wann
diese stabil/instabil sind (Abschnitt 2.4.3). Der ansonsten lange Beweis, in dem der
Einfluss des Parameters p deutlich wird und die Periode und der Floquet-Exponent

berechnet werden, wird in den Anhé&ngen A und B zu Ende gefiihrt.
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2.4.1 Satz iliber die Hopf-Verzweigung

Satz 1. Wir betrachten das System (2.1) unter den Voraussetzungen

1. F(0,p) = 0 in einer Umgebung von u = 0, d.h. x = 0 ist Ruhelage fiir jedes
1w € I und ein offenes Intervall I CR, 0 € I.

2. F st in einer Umgebung von (0,0) € R? x R L + 2-mal stetig differenzierbar
m x und u, L > 2.

3. Die Linearisierung A(u) = D,F(0, u) besitzt ein Paar von komplex konjugier-

ten Figenwerten \ und )\,
Alp) = a(p) + iw(p),

fir die w(0) = wg > 0, a(0) =0 und o/ (0) > 0 erfillt sind. Die Eigenwerte tiberque-
ren bei = 0 also die imagindre Achse fern der Null durch A(0) = iwy.

Dann besitzt (2.1) periodische Lisungen in der Nihe des Verzweigungspunktes
p = 0: Es existiert ein ep > 0 und eine Funktion p € CLT1((0,¢ep),R),

(5]
p(e) = Y pae¥ + O(), (2.5)

j=1

sodass (lokal in x) fiir jedes € € (0,€ep) genau eine periodische Lisung

@'+ O(el*?) (2.6)

fiir u = p(e) existiert. Die Periode T'(¢) von p.(t) ist eine Funktion T € CLT1((0,¢p),R),

4]
2 )
T(e) = w_:<1+§272je2ﬂ)+0(&+1). (2.7)
j=1

Die beiden Floquet-Exponenten der periodischen Losung p.(t) sind 0 und eine Funk-
tion 5 € CL+1<<07 EP)vR)7

3
3]

Z €+ O(ePH). (2.8)

=1

Insbesondere ist fir puy # 0 die Funktion p(e) lokal wmkehrbar und die periodische
Lisung pe(t) kann als p(t, p) parametrisiert werden. p(t, i) ist dann stabil fir fs < 0
und instabil im Fall B > 0.
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Bemerkung 2. Damit periodische Losungen zu einer Seite von pu = 0 existieren,
reicht es, einen nicht verschwindenden Koeffizienten fi5; # 0 zu finden. Die Annah-
me 5 # 0 vereinfacht lediglich die spéter ndtigen Rechenschritte. Sie ist in vielen
praktischen Fillen erfiillt. Auferdem reicht in den Voraussetzungen bei 1. die Be-
dingung F'(0,0) = 0 anstelle der ganzen Umgebung fiir p, weil A(0) = D,F(0,0)
invertierbar ist und die Gleichung F'(x, 1) = 0 deswegen implizit eine eindeutige Ru-
helage x¢ = xo(1) in einer Umgebung garantiert. Zur gestellten Voraussetzung fehlt
dann nur noch eine lokale Koordinatentransformation, auf die verzichtet wurde, um

explizit berechenbare Ergebnisse zu erzielen.

2.4.2 Existenz periodischer Lésungen

Der Beweis des Satzes fiihrt iiber die Poincaré-Normalform (2.9) von (2.1). Der
Weg bis dahin unter den genannten Voraussetzungen ist technischer Natur und wird
in Anhang A ausgefiihrt. In Anwendungen des formulierten Satzes auf allgemeine
Systeme (2.1) muss zunéchst auf die Gleichungen (A.2) und (A.6) zuriickgegriffen
werden, um dann die folgenden Resultate zu verwenden.

Die Poincaré-Normalform von (2.1) in zwei Dimensionen ist

(5]
& = A(u)ﬂerZBj(u)waHQj+0(H$H'H(%/L)HL“) (2.9)
= f(x,u) e CH?

mit Matrizen
) = (“(‘” ‘”(“)) , M) = o) + ()

und
Recj(p) —Ime;(p)

Bj(“):<fmcj<u> Re (1) ) t=r=hl

In komplexer Schreibweise ist diese wiederum verkiirzt durch

(5]
o= Nwz+ ) ezl +0(2] - [(z, w)] ")
J=1

ot~
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auszudriicken, wobei z = x1 + x5 sein soll. In Abschnitt 2.3 haben wir ein Beispiel
einer Poincaré-Normalform bereits kennengelernt.

Die Substitution z =: ey mit € € R, fiihrt auf das System

g = Awy+ Y Bi(wylyl? + Oyl - [(ey, w)|*), (2.10)

das auch fiir e = 0 giiltig ist; die rechte Seite g(y, €, u) = f = M ist noch L+1-mal

differenzierbar.

Sei y = y(t,e,pu) die Losung von

(2.10) zum Startwert y(0) = (1,0)7. y,
Im Fall ¢ = p = 0 ist das System

(2.10) linear und die Losung einfach

y = y(t,0,0) = o' mit Periode i—g

Im Fall ¢ = 0 und p # 0 ist das

System nicht mehr linear, y(T(w),0, u)

|

g = Ay +O(ly| - p*), (1,0) i

aber fiir kleine p garantiert der Satz
von Picard-Lindelof die Existenz der
Losung y(t,0, 1) auf jeden Fall so-
lange, bis die positive y;-Achse das
erste Mal nach der Zeit ¢t = Ty(p)

getroffen wird (sieche Abb. (9)). Es Abbildung 9: Fir den Startwert y = (1,0)
kehrt die entsprechende Liosung zur posi-
tiven yi-Achse zurick und schneidet bei

o y(To(w), 0, ).

- +O ML+1 ’

o TV

gilt

To(p) =

2ro(p)

y(t,e, ) € CHHL y(To(p), 0, p0) = [e =00 + o(p"*1)] - (1,0)" und mit (2.10) auch

2ra(p)

9(To(1), 0, 12) = (ap), w(p)) e =0 + o).

Da in einer Umgebung der Null w(u) > 0 gilt, kann mithilfe des Satzes iiber implizite
Funktionen die Gleichung y»(t, €, 1) = 0 implizit fiir ¢t = T'(¢, ) gelost werden. Dabei
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gilt T(0,u) = To(p) und T € CEFL. Definiere I(e, 1) := y1(T (e, 1), €, ). Auch I
ist fiir kleine € und p L+1-mal differenzierbar und es gilt 7,(0,0) = 2“3—;(0). Wieder
ist der vorige Satz anwendbar und liefert fiir ein €, > 0 eine Funktion u = u(e) €
CE1((0,¢,), R) mit I(e,p(e)) = 1 (und fiir spéter u(0) = 0; siehe (B.3)). Damit ist
die Existenz einer Familie von periodischen Lésungen z(t) = ey(t) in Abhéngigkeit
von € € (0,¢,) fiir das System & = F'(z, 1) in Poincaré-Normalform bewiesen.

Die Beweise der Reihendarstellung (2.5), (2.7) und (2.8) von Parameter p(e),
Periode T'(¢) und Floquet-Exponent §(e) der gefundenen periodischen Bewegungen
sind im Anhang B ausgefiihrt. Das dort bewiesene Lemma 1 klirt auferdem die
Darstellung (2.6) der periodischen Losung.

Die Annahme ps # 0 bedeutet wegen (B.4b) fiir die Poincaré-Normalform kon-
kret Rec; # 0. Bei negativem uy (Rec; > 0) existieren periodische Orbits wegen
po = p1 = 0 fiir 4 < 0 und bei positivem o (Re c¢; < 0) entsprechend fiir 1 > 0. Das
Vorzeichen von Re ¢; spielt die Rolle von ¢ = £1 in den Abschnitten 2.1 bis 2.3. Da
fiir den Radius r der Orbits r = |p.(t)| =~ € gilt und die lokale Umkehrung von p(e)
durch € ~ /i charakterisiert werden kann, folgt r ~ /i und die Abbildungen (7)
bleiben qualitativ fiir die allgemeine Verzweigung erhalten. Dass (8) ebenso sinnvoll
die Stabilitit der abzweigenden periodischen Losungen abbilden, zeigt der folgende
Abschnitt. Die Charakterisierungen sub- und superkritisch bleiben deswegen erhal-

ten.
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2.4.3 Stabilitidt der periodischen Orbits

Wir wollen die Stabilitidt der periodischen Orbits z(t, €) = ey(t, €, u(€)) untersuchen.
Wie in Abschnitt 2.3 wenden wir Theorem 4 an und benétigen neben 0 den zweiten

Floquet-Exponenten

T(e)
Ble) = m/o spur A(s,€)ds

der Poincaré-Normalform (2.9). Im Abschnitt B.2 wird die Darstellung
Ble) = 2Reci(0)e? + O(e?)

berechnet. Die Annahme g # 0 impliziert Re c¢1(0) # 0 (siehe (B.4b)) und verschafft
Aufschluss iiber die Stabilitdt der periodischen Orbits. Denn fiir kleine € ist S(e) < 0
erfiillt, wenn

Reci(0) <0 (2.11)

gilt und das ist unser Stabilitdtskriterium, weil damit p < 1 giiltig ist. Im Fall
Re ¢1(0) > 0sind die Orbits instabil. Falls dieses Kriterium wegen Re ¢;(0) = 0(= u2)
fehlschligt, miissen Terme héherer Ordnung in Betracht gezogen werden (siehe auch
Hassard, Kazarinoff und Wan [15], S. 44).

Mit den Gleichungen (A.2), (A.6), (B.4a), (B.4b), (B.5) und (2.11) stehen aus-
reichende Mittel bereit, jede Hopf-Verzweigung (mit den genannten Voraussetzun-
gen) in zwei Dimensionen auf die Gestalt ihrer periodischen Orbits zu untersuchen.
Warum sich diese zweidimensionalen Ergebnisse auf noch allgemeinere Systeme an-

wenden lassen, motiviert das nichste Kapitel.
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3 Retardierte Differentialgleichungen und Zentrums-

mannigfaltigkeiten

Das Phédnomen der Hopf-Verzweigung in zwei Dimensionen wurde im vorigen Kapitel
bewusst mit groker Genauigkeit studiert. Dieses Kapitel soll die weiteren Zutaten fiir
die Betrachtungen im zweiten Teil der Arbeit vorstellen. Die benétigte Theorie zu
retardierten Differentialgleichungen fiillt ganze Biicher und wir verweisen deswegen
fiir eine ausfiihrliche Behandlung auf Bellman und Cook [4], Hale und Verduyn Lunel
[13] oder Diekmann et al. [7]. Zentrumsmannigfaltigkeiten als Hilfsmittel der nichtli-
nearen Differentialgleichungen werden ebenso von Hale und Verduyn Lunel [13] und
Diekmann et al. [7] behandelt und fiir eine grundlegende Auseinandersetzung emp-
fehlen wir die Einfithrung von Carr |6]. In den beiden folgenden Abschnitten wollen
wir trotzdem motivieren, wie und warum sich die erhaltenen Ergebnisse iiber die

Hopf-Verzweigung auf komplexere Differentialgleichungen iibertragen lassen.

3.1 Retardierte Differentialgleichungen

Die Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen findet unter anderem Anwen-
dung in Modellen fiir dynamische Prozesse, in denen die Anderung & einer Groke
vom aktuellen Zeitpunkt ¢ abhéngt: @(¢) = F(x(t)). Beim Modellieren einiger Phé-
nomerne ist es aber sinnvoll, manchmal unabdingbar, anzunehmen, die Anderung
einer Grofe wiirde auch von Zeitpunkten bzw. Zustédnden in der Vergangenheit be-
einflusst. Als Beispiel aus der Biologie soll die Entwicklung einer Population dienen.
(vgl. Diekmann et al. [7])

Ist x(t) die Anzahl der ausgewachsenen Individuen und 7 > 0 die Zeit, die der
Nachwuchs braucht, um erwachsen zu werden, dann wird @(¢) von der Geburtenzahl
zum Zeitpunkt ¢ — 7 abhéingen. Definieren wir néher r als (konstante) Geburtenrate
und g als (konstante) Sterberate, so ldsst sich die Entwicklung der Erwachsenen

durch die Differentialgleichung
r(t) = —px(t)+rzt—r71) (3.1)

beschreiben. Denn die Zahl der Geburten rz(t — 7) bestimmt mit einer Verzoge-
rung von 7 den Anstieg der Anzahl erwachsener Individuen. An diesem Beispiel

einer Delay-Differentialgleichung soll die im zweiten Teil dieser Arbeit notwendige



3.1 Retardierte Differentialgleichungen 25

Theorie kurz motivieret und mit der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen in
Beziehung gesetzt werden.

Wir vergleichen das System (3.1) mit der linearen Differentialgleichung @(t) =
—pz(t) mit dem Anfangswert z(0) = z, € R zum Zeitpunkt ¢t = 0. Soll fiir das
System (3.1) ebenso ein ,Anfangswert” festgelegt werden, erzwingt die Zeitverzoge-
rung, gleich fiir das ganze Zeitintervall [—7, 0] einen Wert z,(t) vorzugeben. Erst mit
dieser Funktion z, : [-7,0] — R ist eine eindeutige Losung von (3.1) moglich. Die
Einfiihrung des Delay-Terms macht also aus einem eindimensionalen Problem ein un-
endlichdimensionales. Das spiegelt sich auch in den Stabilitdtsanalysen der Ruhelage
zo = 0 wider. Der Exponentialansatz z(t) = x,e* fiihrt im gewdhnlichen Fall auf
die charakteristische Gleichung A+ p = 0 und die eindeutige Losung x(t) = x, - e .
Auch fiir lineare Delay-Differentialgleichungen ist dieser Ansatz sinnvoll und fiihrt

nach Einsetzen in (3.1) auf eine charakteristische Gleichung:
AN = —ptre ™ (3.2)

Diese ist aufgrund des exponentiellen Terms nicht mehr so leicht zu behandeln wie
sonst die charakteristischen Polynome in A. (3.2) hat unendlich viele Losungen und
die Ruhelage ist wieder stabil, wenn fiir alle Eigenwerte Re A < 0 gilt. In Anbe-
tracht der unendlich vielen Eigenwerte lasst sich, mit dem Ziel einer Stabilisierung,
folgendes positives Resultat beweisen: Die charakteristische Gleichung (3.2) besitzt
nur endlich viele Losungen A mit Re A > 0 2. Tatsiichlich ldsst sich fiir (3.2) die Sta-
bilitdtsbedingung & < 1 entwickeln (siehe Diekmann et al. [7]) und die Population
stirbt fiir ¢ — oo sinnvollerweise genau dann aus, wenn mehr Individuen sterben, als
geboren werden.

Im zweiten Teil dieser Arbeit werden wir die Abhédngigkeit der Eigenwerte von
den Parametern einer charakteristischen Gleichung wie oben ausnutzen, um die dort
betrachtete Ruhelage zu stabilisieren. Dafiir schaffen wir zunéchst die Situation

Re(A) < 0 und nutzen dann die Theorie iiber Zentrumsmannigfaltigkeiten.

*Das gilt auch fiir alle charakteristischen Gleichungen ~7"  a; M + e 7 - 7% (b;M = 0 mit
m>n.
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3.2 Zentrumsmannigfaltigkeiten

Die Einfiihrung einer Zeitverzdgerung in der Differentialgleichung hat uns unendlich
viele Eigenwerte beschert. In Kapitel 2 haben wir zwei Eigenwerte A(u) = a(p)£w(p)
in Abhéngigkeit von p verfolgt, und das waren auch schon alle. Es stellt sich al-
so die Frage, ob es in hoherdimensionalen dynamischen Prozessen auch eine Hopf-
Verzweigung gibt und welchen Wert unsere Ergebnisse in Anbetracht der Fiille von
existierenden Eigenwerten noch besitzen. Die Antwort féllt auch hier trotz der kom-
plexeren Struktur der Differentialgleichungen positiv aus und begriindet sich in der
Theorie iiber Zentrumsmannigfaltigkeiten. Wir werden wie zuvor die Theorie nur in
groben Ziigen andeuten und verweisen vor allem auf Carr [6] fiir eine ausfiihrliche
Einfiihrung mit Beweisen und Anwendungsbeispielen. Die folgende Motivation im
endlichdimensionalen Fall folgt ebenfalls Carr [6] und stellt noch keine Mittel fiir die
Behandlung des Systems in Teil 2 dieser Arbeit bereit. Dazu sei auf Diekmann et al.
[7], Fiedler et al. (2007) [8], Just et al. [17] und Scholl und Schuster [30] verwiesen.
Fiir z € R” betrachten wir die Differentialgleichung

i = F(x) (3.3)

mit F(0) = 0. Besitzt die Jacobi-Matrix DF(0) keinen Eigenwert mit Re A = 0,
kann iiber die Stabilitdt der Ruhelage © = 0 entschieden werden. (siche Abschnitt
1.3) Existieren aber solche kritischen Eigenwerte, ist dafiir eine genauere Analyse
des Systems notwendig. An diesem Punkt kommt die Zentrumsmannigfaltigkeit ins

Spiel. Bevor wir sie jedoch genauer benennen, eine allgemeine

Definition 5. Eine Menge S C R” heifst lokale invariante Mannigfaltigkeit der
Differentialgleichung (3.3), wenn zu jedem x, € S eine Zeit T(z,) > 0 existiert,
sodass die Losung x(t) von (3.3) mit z(0) = z, in S verlduft. Ist fiir jedes z, die

Wahl T" = oo moglich, so heiftt S invariante Mannigfaltigkeit.
Fiir ein Beispiel nehmen wir das System
i = Av+ f(z,y) (3.4)
§ = By+g(xy)

mit € R"” und y € R™. Die Matrix A besitze ausschlielich Eigenwerte mit Realteil

null und B habe nur Eigenwerte mit negativem Realteil. Die Funktionen f und g sind
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zweimal differenzierbar und erfiillen f(0,0) =0 = ¢(0,0), Df(0,0) =0 = Dg(0,0).
Im linearen Fall f = g = 0 sind die Mengen S = {(z,y) € R |z = 0}, kurz
{z =0}, und C = {y = 0} invariante Mannigfaltigkeiten. C' heifst auch Zentrums-

mannigfaltigkeit und im allgemeinen (nichtlinearen) Fall gibt es folgende

Definition 6. Eine (lokale) invariante Mannigfaltigkeit C' von (3.4) heifst (lokale)
Zentrumsmannigfaltigkeit, wenn sie (lokal) durch eine differenzierbare Funktion A :
R™ — R™, h(0) =0, Dh(0) = 0 beschrieben werden kann: C' = {(z,y) € R*™ |y =
h(z)} = {y = h(z)}.

Im linearen Fall kénnen fiir die Stabilitdt der Ruhelage (x,y) = (0,0) beide Glei-
chungen separat betrachtet werden, weil sie entkoppeln. Die Matrix B ermoglicht eine
stabile Ruhelage, womit die Gleichung = Az eine endgiiltige Entscheidung liefert.
Es ist also lediglich das Verhalten des linearen Systems auf der Zentrumsmannigfal-

tigkeit y = 0 zu studieren. Im allgemeinen nichtlinearen Fall gelten folgende Sétze.

Theorem 5. Es existiert eine lokale Zentrumsmannigfaltigkeit C' fir das System
(3.4), C = {(x,h(x)) € R™™™| || z ||< 0}, h € C*(R",R™). (C bzw. h sind im

Allgemeinen nicht eindeutig.)

Die Dynamik auf der Zentrumsmannigfaltigkeit wird beschrieben durch das Sys-

tem
i = Au+ f(u,h(u)). (3.5)

Das (asymptotische) Verhalten dieses Systems bestimmt das Verhalten des gesamten
Systems (3.4), besagt

Theorem 6. (a) Die Ruhelage u = 0 von (3.5) sei stabil (instabil). Dann ist die
Ruhelage (z,y) = (0,0) von (3.4) stabil (instabil).

(b) Die Ruhelage u = 0 von (3.5) sei stabil. Ist (z(t),y(t)) eine Losung von (3.4),
die in einer gentigend kleinen Umgebung U.(0,0)> (xo,yo) startet, dann existiert eine

Lésung u(t) von (3.5), sodass fiir t — oo und eine Konstante ~y gilt:

z(t) = u(t)+0(e )
y(t) = h(u(t)) +O0(e™).
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Natiirlich muss eine Zentrumsmannigfaltigkeit erst einmal berechnet oder zumin-
dest bis zu einem gewissen Grad approximiert werden, aber der grofe Vorteil liegt in
der Dimensionsreduktion von n+m auf n. Es sind Erweiterungen von Satz 2(b) inso-
fern moglich, als das System (3.5) nicht nur fiir stabile Ruhelagen das Verhalten von
Lésungen (z(t), y(t)) bestimmt. So kann fiir n = 2 und beliebiges m das dominieren-
de System (3.5) eine Verzweigung mit Eigenwerten A = +iwq durchlaufen und unsere
Ergebnisse zur zweidimensionalen Hopf-Verzweigung sind voll verwertbar. Um diese
auch fiir den Fall n > 2 und m € N (oder m = oo fiir Delay-Differentialgleichungen)
anwenden zu konnen, ist lediglich folgende zusétzliche Bedingung an die Eigenwerte
A; zu stellen:

Ni FA=Zdiwg=Vm e Z: N\ #m.

(vgl. Diekmann et al. [7] oder Hale und Verduyn Lunel [13])
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Teil I

Stabilisierung von instabilen
periodischen Orbits bei gekoppelten

Oszillatoren

Die periodischen Orbits der subkritischen Hopf-Verzweigung sind instabil mit einem
reellen Floquet-Multiplikator p > 1. Bis 2007 galt es als bewiesen, dass instabile
periodische Orbits mit einer ungeraden Anzahl an Floquet-Multiplikatoren p; > 1
nicht durch eine zeitverzogerte Riickkopplungskontrolle nach Pyragas [27] zu stabili-
sieren seien (vgl. Nakajima [23|). Dann lieferten Fiedler et al. [8] einen Gegenbeweis,
indem sie eine erfolgreiche Kontrolle des genannten Orbits entwickelten. In der Folge
ergaben sich neue Anwendungsmoglichkeiten der Pyragas-Kontrolle und Fiedler et
al. [9] studierten 2010 zwei gekoppelte Oszillatoren (5.1). Alle auftretenden periodi-
schen Orbits wurden unter gewissen Bedingungen stabilisiert, sieche dazu auch die
Theoreme 7 und 8.

Wir erldutern zundchst die Normalform eines Oszillators, der eine Hopf-Verzweigung
durchlduft, und was eine Stabilisierung von periodischen Orbits ausmacht (Kap. 4).
Es werden in Kapitel 5 das System gekoppelter Hopf-Oszillatoren und die auftre-
tenden periodischen Losungen bei Fiedler et al. [9] vorgestellt und Abschnitt 5.2 ist
den bewiesenen Stabilisierungs-Theoremen 7 und 8 gewidmet. Aufbauend auf diesen
Ergebnissen und den entsprechenden Beweisen wird in Kap. 6 der Kontrollansatz ver-
allgemeinert. Neue Ergebnisse zur Stabilisierung periodischer Orbits sind die Sitze
2 und 3.
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4 Hopf-Normalform und Stabilisierung periodischer
Orbits

4.1 Hopf-Normalform

In diesem Teil der Arbeit ist das grundlegende dynamische System

io= (p+i)z+ 2]z (4.1)
= f(Z,,LL,’)/)

mit z € C und Parametern yu € R, v € C. Es ist ein Spezialfall der Poincaré-
Normalform (2.9), wobei A\(u) = o+ i und ¢1(u) = 7y gesetzt werden kénnen. Wenn
wir Rey, Im~ # 0 annehmen, sagt uns Teil I, dass (4.1) bereits die wichtigsten
Grofsen der Hopf-Verzweigung bei = 0 festlegt und wir werden im Folgenden von
(4.1) als Hopf-Normalform sprechen. Zur Abkiirzung schreiben wir 2 = f(z) und
nennen einen Oszillator, der durch (4.1) und die entsprechenden periodischen Orbits
beschrieben wird, Hopf-Oszillator.

Durch Vernachliassigung hoherer Terme der Poincaré-Normalform vereinfachen
sich unsere Ergebnisse (2.5), (2.7), (2.8) und (B.7). Die Gleichung 2 = f(z) beschreibt
also einen Oszillator, der fiir y - Rey < 0 periodische Orbits

2(t) = r-exp(?t)

durchlduft. Dabei sind r und 7" (letzteres nach Einsetzen der Losung in (4.1)) gegeben
durch

1

= — 4.2
r Rer (4.2)
2T
T = ——M—— 4.3
14+ r2Im~y (4.3)
B 2T
- 7 Im~
1_MRe:yY

Die periodischen Orbits der subkritischen Hopf-Verzweigung fiir Re~y > 0 sind in-
stabil mit einem Floquet-Exponenten g > 0.
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4.2 Stabilisierung periodischer Orbits

Eine Stabilisierung von instabilen Losungen z(¢) des Systems (4.1) besteht aus dem
Entwerfen eines Kontrollterms u, sodass z(t) ebenso Losung von 2 = f(z)+w ist, und
zwar stabile Losung. Wir nutzen eine auf Pyragas [27| zuriickgehende, nicht-invasive
zeitverzogerte Riickkopplungskontrolle v = u(z(t), z(t — 7),b) mit 7 > 0 und b € C.

(4.1) wird erweitert zu

o= f(2) b2t — 1) — 2(1)) (4.4)

und weil fiir die periodischen Orbits z(t — T') = z(¢) gilt, bleiben diese bei der Wahl
von 7 = T erhalten. Auf den Orbits verschwindet der Kontrollterm, v = 0, und
die Kontrolle greift nur ein, sobald die periodischen Bahnen verlassen. Sie ist also
nicht-invasiv in Bezug auf die zu stabilisierenden Orbits. Man beachte, dass b € C

als Kontrollparameter frei gewahlt werden kann.
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5 Stabilisierung durch Fiedler et al. (2010)

Einen Beweis zur Stabilisierung der instabilen periodischen Orbits bei der subkriti-
schen Hopf-Verzweigung mit der genannten Kontrolle zeigen Fiedler et al. 2007 [8]
und widerlegen damit gleichzeitig die Vermutung, Orbits mit einer ungeraden An-
zahl an Floquet-Multiplikatoren p; > 0 kdnnten nie durch eine Pyragas-Kontrolle
stabilisiert werden. Die Beweisidee bildet das Grundgeriist fiir die Sitze 2 und 3 und
wird in Abschnitt 5.2 skizziert.

5.1 System aus zwei gekoppelten Hopf-Oszillatoren

Uns interessiert in Fortsetzung der Ergebnisse von Fiedler et al. [8], [9] das folgende

System zweier gekoppelter Hopf-Oszillatoren:

21 = f(Zl) + CL(ZQ — Zl) (51)
7;'2 = f(ZQ) + CL(Zl — ZQ)

f ist die vorgestellte Hopf-Normalform (4.1) und a € R, gibt die Stérke der Kopplung
an.

Durch Einfiihren neuer Koordinaten zy = (21 %+ 25) ergibt sich

b= g(flert2) + flz — 7))

. 1

= (et 2 ey —2) ~ 20z
Die weitere Untersuchung dieses Systems geschieht in den wegen f(—z) = —f(z)
invarianten Unterrdumen Z_ = {(24, z_) |2y = 0} und Z; = {(z4, 2_) |2~ = 0}.
Bei Bewegungen in Z_ sind z; und 25 genau um 7 phasenverschoben, z; = —z,, und

bilden Gegen-Phase-Schwingungen; in Z, schwingen beide synchron in Phase. Die
Dynamik in Z_ und Z, wird wieder durch die Hopfnormalform beschrieben: In 7
gilt sogar

Zo= f(z4), (5.2)

wahrend im Vergleich dazu in Z_ die Gleichung

2= f(z_) —2az_ = (u—2a +i+y|z_|*)~
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zu einer Verschiebung des Hopf-Verzweigungspunktes nach 2a fiihrt: Fiir p < 2a gibt
.1 . 2m
es periodische Orbits z_ () = r,-exp(T—t

(sieche Abb. (10)). r_ und T_ ergeben sich aus (4.2) und (4.3) mit p — 2a statt p.

) bei der sub- /superkritischen Verzweigung

r Rey > 0 r Rey <0 r

-----
-------
"
L
"~

i L
.......
e ‘e
.
.

© : @ @

u

Abbildung 10: Subkritische (links) und superkritische (rechts) Hopf-Verzweigungen
der synchronen (ry) und asynchronen (r_) periodischen Orbits in Z, bwz. Z_.
Durchgezogene grine Linien symbolisieren Stabilitit, gestrichelte rote Instabilitdt;
dabei geben die runden Klammern die instabile Dimension der Ruhelage z = 0 an
und die eckigen stehen fiir die Zahl der instabilen Floquet-Multiplikatoren der peri-
odischen Lisungen.

Die periodischen Orbits von 2z in Z, sind im superkritischen Fall stabil aufgrund
des Austauschs der Stabilitdt am Verzweigungspunkt ;4 = 0 und im subkritischen
Fall stellt sich die Frage, ob die periodischen Orbits stabilisiert werden kénnen, im
Kontext eines Oszillators in Hopf-Normalform 2 = f(z) (siehe (5.2)). Diese wurde in
Fiedler et al. (2007) [8] positiv beantwortet und schon in [9] und auch im Folgenden

interessieren die periodischen Gegen-Phase-Schwingungen in Z_.

5.2 Erste erfolgreiche Stabilisierung

Als Kontrolle fiir das System (5.1) werden in beiden Gleichungen zeitverzogerte Si-

gnale der Oszillatoren z; und zy hinzugefiigt.

2 = f(z1)+alzg—21) +b(2(t—7)—21) (5.3)
29 = f(z)+alz —22) +b(z1(t —7) — 29)
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Diese Pyragas-Kontrolle erlaubt eine Stabilisierung der periodischen Orbits z_(t)

und Fiedler et al. [9] erhalten folgende Ergebnisse:

Theorem 7. Betrachte das System (5.1) mit der Kopplungskonstanten

1
0< a < —
T

im superkritischen Fall Rey < 0. Dann gibt es eine streng monoton fallende analyti-
sche Funktion b, : (0,%) — R mit a < b.(a) und Grenzwerten b,(0) = oo, b.(%) = L,

sodass fiir reelle Kontrollen b,
a< b <ba),

die periodischen Orbits z_(t) # 0, z, =0 von (5.1) durch die nicht-invasive zeitver-

zogerte Rickkopplungskontrolle (5.3) mit Zeitverzigerung

in der Nihe des Verzweigungspunktes p = 2a der Gegen-Phase-Schwingungen stabi-

lisiert werden.

Theorem 8. Betrachte (5.1) im subkritischen Fall Re~y > 0 wieder mit der Kopp-

lungskonstanten

1
0< a <-—.
s
Dann ezistiert eine stetige, streng monoton steigende Funktion n : (0, %) — R mat

Grenzwerten 1(0) > 0 und n(2) = oo, sodass unter der Bedingung
[Im~y| > nla)- Rey (5.4)

Stabilisierung moglich ist: Fir jedes Paar (a,7v), das (5.4) erfillt, gibt es ein Ge-
biet von Kontrollen b € C\ R in Abhdngigkeit von (a,7), sodass die nicht-invasive
zeitverzogerte Rickkopplungskontrolle (5.3) mit 7 = %T, die periodischen Orbits
2z (t) #0, zo =0 in der Nihe von u = 2a stabilisiert.

Die Beweisideen werden nun im Hinblick auf die Sitze 2 und 3 vorgestellt. Als

geometrischer Hintergrund sind vor allem die Abbildungen (11) und (12) zu beachten.
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Eine nicht-invasive Kontrolle im Ansatz (5.3) wird durch eine Wahl von 7 =
%T_ + nT_ mit n € N sichergestellt. Damit bleibt der Kontrollparameter b € C
zunéchst frei wihlbar und es wird eine Region B C C gesucht, in der jedes b € B
den Ursprung z_ = z; = 0 stabilisiert. Mit einer geeigneten Wahl von b € B {ibergibt
dann dieser stabilisierte Ursprung seine Stabilitidt an die periodischen Orbits von Z_.

Fiir die Stabilitdtsanalyse ist der erste Schritt die Linearisierung des Systems im
Ursprung z_ = z, = 0. Diese Linearisierung entkoppelt in z_ und 2z, und ergibt
zwei charakteristische Gleichungen (A4, b, p, 7) = 0 fiir Eigenwerte A., wobei es
sich um Funktionen y4 : C x C x R x R — C handelt. Fiir festes y = 2a und
Delay 7(2a) = m am Verzweigungspunkt wird jetzt eine Stabilitdtsregion B C C
gesucht, d.h. fiir b € B sollen die Gleichungen x+ = 0 bis auf den Hopf-Eigenwert
A_ = nur Losungen Ay mit Re Ay < 0 besitzen. (sieche Abbildung (11)) Zuletzt ist
in der A—7—Ebene fiir solch ein dann fest gewihltes b sicherzustellen, dass der stabile
Ursprung seine Stabilitdt an die periodischen Orbits {ibergibt. (sieche Abbildung (12))

2,
@ 4
T (6 ////m—\
I /ﬁ# b+
Im(b) o (4) (2) (o) 4)
I ZARRAX/ I S\ b.(a) 3/
\)\
. (®)
S ® -
| 0 | 1 | 2 | 3
Re (b)

Abbildung 11: Die Stabilititsregion B(a) ist grin hervorgehoben. Sie ist das Gebiet
komplexer Parameter b, fir die bei (u, (1)) = (2a, ) keine Eigenwerte der Lineari-
sterung in z = 0 mit positivermn Realteil existieren. Die jeweilige Anzahl ist in runden
Klammern angedeutet. a = 0, 1.
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Abbildung 12: Illustration der Situation von Theorem 7 (superkritische Verzwei-
gung). Die Anzahl der instabilen Eigenwerte im Ursprung z = 0 ist in runden Klam-
mern angedeutet. Die durchgezogene Kurve beschreibt die Kurve H(w) der Hopjf-
Verzweigungen von FEigenwerten N = Liw fiir Parameter (u, ) und trennt stabile
und instabile Region. Die gestrichelt gezeichnete Kurve zeigt den Finsatz der nicht-
invasiven Verzdgerungszeit T = P(u) ab dem Verzweigungspunkt, sie wird auch als
Pyragas-Kurve bezeichnet. Mit einem geeigneten b € B(a) wurde der Ursprung stabi-
lisiert und die Pyragas-Kurve im instabilen Bereich impliziert, dass er fir i > 2a und
angeschalteter Kontrolle seine Stabilitdt in der superkritischen Hopf-Verzweigung an
die periodischen Orbits tibergibt. a = 0,1.b = 1.
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6 FErweiterter Linearer Ansatz

Wir verallgemeinern in diesem Kapitel den Kontrollansatz (5.3) und werden zwei
neue Sitze zur Stabilisierung der periodischen Gegen-Phase-Orbits in z_ beweisen,
die fiir beliebige Kopplungskonstanten a € R, giiltig sind. Dazu stellen wir in Ab-
schnitt 6.1 zunédchst fiir das allgemeine System Bedingungen auf, um eine nicht-
invasive Kontrolle zu garantieren und entkoppelte charakteristische Gleichungen zu
erhalten. Die unterm Strich gewonnenen Freiheitsgrade nutzen wir in Abschnitt 6.2
zur Vergroferung des Stabilitdtsbereichs B C C. Die Abschnitte 6.3 bzw. 6.4 ge-
ben in der Folge eine Verbesserung der Theoreme 7 und 8, weil vor allem auf die

Einschrinkung 0 < a < % verzichtet werden kann.

6.1 Nicht-invasive Moglichkeiten

Mit den beschriebenen Ideen aus [9] ldsst sich ein allgemeinerer Ansatz fiir die Stabili-
sierung der gegenphasigen Schwingungen fassen. Dazu erlauben wir fiir das Feedback
in dem System der gekoppelten Oszillatoren zunichst eine reelle Linearkombination

der Signale 21 (t), z1(t —7), 29(t), 22(t —7) in beiden Gleichungen, was auf das System

21

7«:’1 _ f(Zl) + a(z2 - 21) h. Ci1 Ci2 Ci3 Ci4 Zl(t - 7’) (6.1)
Zo f(z2) +a(z1 — 22) Co1 C22 C23 C 29

2o(t — 7)

mit ¢ = | 2D M) a1(2,4,R) filhrt. Um die bekannten Ideen fiir die
Co1 C22 Co23 C24
Stabilisierung der Gegen-Phase-Schwingungen anwenden zu kénnen, ergeben sich

Bedingungen an die Eintrage c¢;;. Zum einen soll in den Koordinaten z, die Lineari-

sierung entkoppeln, wodurch folgende vier Gleichungen gelten miissen:

€11+ Co1 = C13 + Co3 =! 5
C12 + Coo = C14 + Co4 =! 89
C11 — C21 = —(013 - 023) =:d

C12 — C2 = —(014 - C24) =: dy
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Auferdem muss die Steuerung in 2_ = f(2_)—2az_+b(dz_+dsz_(7)) verschwinden,
was dy = +d erzwingt. Dabei erlaubt ,,+” eine nicht-invasive Wahl der Verzogerungs-
zeit

T

bei natiirlichem n, ,-” hingegen

Ty =01,

Fiir diese ganzzahligen und halbzahligen Moglichkeiten sind nun jeweils folgende

Matrizen von Interesse:

1 d d —d —d

CT/2 _ 1 S1 + So + S1 S9 (63)
2\s;—d s9—d s;+d sy+d
d —d —d d

CT _ 1 S1 + S9 S1 S92 + (64)
2\s1—d s9+d s1+d sy—d

Fiir jede Wahl von s;, s und d bilden Cr/, und Cr mit geeigneter Wahl des Delays
7 nicht-invasive Kontrollen und ermoglichen eine weitere Untersuchung von zwei
unabhéngigen charakteristischen Gleichungen wie zuvor in [9]. Dabei werden sich
weitere Einschrankungen an die Parameter auftun, um zunéchst die Stabilisierung

des Verzweigungspunktes und letztendlich der periodischen Orbits in z_ zu erreichen.

6.2 Stabilisierung des Verzweigungspunktes

Die Linearisierung von (6.1) in den Koordinaten z; im Ursprung ergibt

Zp = (p+1i)zy +b(s124 + s2z4(t — 7)) (6.5)
2. = (p—2a+1)z— +b-dz- £2_(t—71))

und damit sind die beiden charakteristischen Gleichungen

Xe O\ b, 7)) = i+ b(sy 4 see7™) — A (6.6a)
X\ bp, ) = p—2a+i+b-dlEte ™) =\ (6.6b)

Im Verzweigungspunkt p = 2a mit der Wahl von 7 = 7, lassen sich die Gleichungen
X+ = 0 unabhéngig voneinander nach b auflésen und ergeben zwei Funktionen b ()
und b_(A).
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Zahlen wir in Abhéngigkeit von b durch E(b) die Losungen A von (6.6a) und
(6.6b) mit positivem Realteil (in reeller Dimension), ist die Beobachtung wichtig,
dass F(0) = 2 gilt; x steuert den Eigenwert A\, = 2a + ¢ bei und in y_ existiert
nur der Hopf-Eigenwert A_ = . Unser Ziel ist, eine Region B C C mit FE(b) = 0
zu finden. FE(b) kann sich aus Griinden der Stetigkeit aber nur dndern, wenn ein
Eigenwert \ als Losung von y+ = 0 die imaginére Achse kreuzt.

Es sind also die kritischen Eigenwerte A € iR = {i(1 + 2w) € C|w € R} genauer

zu untersuchen. A\ = (1 + 2w)i fiihrt auf die Kurven

2wr — 2a
b+<W) = s1 + $2€—Tn(l+2w)i (67&)
b_(w) = %(cat(mw} +1), (6.7h)

weil die Wahl von 7, das Vorzeichen =+ in (6.6b) wieder ausgleicht. (Siehe zum Beispiel
Abbildungen (11) und (14).) Da die komplex differenzierbaren Funktionen b, () die
reelle Orientierung erhalten, bewirkt eine Uberquerung der Kurve by (w) von ihrer
linken auf die rechte Seite eine Erhchung von E(b). (Die Kurven sind ,yverformte”
imagindre Achsen.) Da die Punkte b4 (0) fir A = iw = 0 endlich viele Ausnahmen
bilden, dndert sich E(b) an jeder Kurve durch Hopfeigenwerte iw # 0 um 2.

Fiir die Untersuchung der Kurven b, und b_ kann ohne Einschriankung d = —1

gesetzt werden; denn an der Lage der Kurven zueinander dndert sich qualitativ nichts

fiir alle Tripel a-(d, s1, s2) mit reellem a # 0. Spezifizieren wir weiter 7, = — = 79 =
7, also n = 0 (siehe (6.2) und (6.3)), ist die in Abbildung (13) separat dargestellte
Kurve

b_(w) = —w(cot(T,w) + 1) (6.8a)

identisch mit der in Abbildung (11) eingezeichneten b_-Kurve aus [9]. Fiir allgemeines
n € N bleibt der (in Abb. (13) markierte) Bereich mit F(b) = 2 qualitativ erhalten

und wird nunmehr von b_(w) fiir die Werte w € (—Z-, =) umschlossen. Damit ist der

Einfluss von s; und sy auf b, bei der Suche nach Stabilitdtsbereichen zu studieren.

Ein einfacher Spezialfall fiir b, wird durch s; = —2, s, = 0 erreicht:

bi(w) =a+i(—w). (6.8b)

3Einem komplexen Eigenwert von y+ = 0 entsprechen zwei konjugiert komplexe des urspriing-
lichen Systems (6.5). Durch den Exponentialansatz z(t) = e bzw. 2(t) = e* gehen auf dem Weg
zu x4+ die konjugierten ,yverloren”.
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4

Im(b) o i/ (2)

05 o ' 1 ' 2 ' 3

Re (b)
Abbildung 13: Der Punkt b = 0, in dem die Kontrolle verschwindet, ist instabil.
(siehe auch (10)) Die Kurve b_(w) trennt zundchst Gebiete mit jeweils konstantem
E(b), diese Anzahl von Figenwerten mit positivem Realteil ist in Klammern angedeu-
tet. Das grau markierte Innere von b_ lasst einen Stabilitdtsbereich mit E(b) = 0 zu,
wenn die zu untersuchende b, -Kurve durch s; und so geeignet gewdhlt wird. n = 0.

Diese Senkrechte verlduft von oben nach unten und ergibt einen Stabilitdtsbereich
B C C zu ihrer Linken. (siche Abbildung (14))

2

® | e :

(@) [ O S

Re (b)

Abbildung 14: Die Stabilititsregion B(a) ist grimn hervorgehoben. Sie wird von den
Kurven b_(w) und by (w) so umschlossen, dass fir alle b € B(a) kein instabiler Ei-
genwert der Linearisierung in z = 0 existiert. Die Anzahlen dieser Figenwerte sind
in runden Klammern angedeutet. Die Darstellung bezieht sich auf den Verzweigungs-
punkt (u, 7(p)) = (2a,7,(2a)). a =1, n = 0.
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Das gefundene Gebiet stellt eine echte Vergroferung von B(a) aus Fiedler et
al. [9] dar und wird in den folgenden Abschnitten verbesserte Moglichkeiten der
Stabilisierung ergeben. Wir verzichten deshalb auf eine genauere Analyse der b, -

Kurven und kommen darauf in der Diskussion zuriick.

6.3 Superkritische Verzweigung

In [9] war die Stabilisierung des Verzweigungspunktes fiir die Stabilitdt der entste-

henden periodischen Orbits in z_ nach u = 2a bereits ausreichend, und so ist es auch
hier der Fall.

Satz 2. Betrachte das System (5.1) und sei a € R.. Die instabilen periodischen
Orbits der superkritischen Hopf-Verzweigung fiir Rey < 0 in Z_ in der Nihe vom

Verzweigungspunkt p = 2a werden durch Hinzufiigen der nicht-invasiven Kontrolle

-3 -1 -1 1
C%:% L1 —— ,T:Tn(u):T*T(“)+n-T_(,u) und reellem b > a

(gemdf (6.1)) fiir alle n € N stabilisiert.

Beweis. Die Kontrollmatrix ergibt sich durch Wahl von (si,$2,d) = (—2,0,—1).
Nach Abschnitt 6.1 bleiben die zu stabilisierenden Orbits des Systems (5.1) mit
dieser Kontrollmatrix und 7,, = TT‘ + nT_ erhalten. Abschnitt 6.2 klart dann fiir
diese Parameter die Stabilisierung des Ursprungs z, = 2z = 0 fiir ¢ < 2a und
b € B, speziell b > a. Das folgende Argument, das die Ubergabe der Stabilitit des
Ursprungs an die periodischen Orbits beweist, gleicht dem aus [9] fiir n = 0 und wird
hier noch einmal entwickelt. Es gibt keine kritischen Stellen im Beweis, an denen ein
allgemeines n € N Probleme bereitet.

In den charakteristischen Gleichungen (6.6a) und (6.6b) bleibt mit der getroffe-
nen, festen Wahl von b > a im Verzweigungspunkt p = 2a, 7(p1) = %jLnT,(Qa) =
7+ n - 27 von den kritischen Eigenwerten Ay mit Re AL > 0 nur noch der Hopfei-

genwert A\ = ¢ als Losung von
X\ b ) =p—2a+i—bl+e ™) =A=0 (6.9)

Eine Auflésung dieser Gleichung nach p und 7, der Form (i, 7,) = (u(A), 7,(\)) ist
explizit (global) nicht moglich, allerdings garantiert der Satz iiber implizite Funktio-
nen lokal eine solche um die Losung (A, b, u, 7,) = (4, b, 2a, 7 +n-27) von (6.9). Denn
D,.x-(i,b,2a,7,) = (1,—ib) : R* — C oder, aufgefasst als lineare Abbildung nach
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1 Imb
R?, D, x-(i,b,2a,7,) = 0 : y| = A ist invertierbar mit det(A) = —Reb # 0.
—Re

Die entsprechende bijektive Funktion auf einer Umgebung U C C von i sei h : U —
C, A= h(A) = ((\), Ta(A\)T, speziell h(i) = (u(i), 7,(1))" = (2a,7 + n - 27)T. Die
Ableitung von h an der Stelle 7 ist gegeben durch

Dh(i) = —(Du.x-(i,b,2a,7,))"" - Dax_(i,b,2a,T,)
B 1 —Reb —Imb —1,Reb—1 Tndmb
~ Reb ( 0 1 ) ' ( —ToImb  —7,Reb— 1)
B 1 [ 7.]0]* + Reb Imb
Reb ( —71,Imb —71,Reb — 1)

Imb=0 (TnRe b+ 1 0 )
- 1
0 “Tn T Reb

(6.10)

Zu betrachten sind wie sonst die Eigenwerte A € ¢{R und mithilfe der Einschrankung
H =h |g: UNiR — R* w — H(w) := h(iw) ergibt sich in der y — 7—Ebene
die Kurve der Hopfverzweigungen (Hopf-Kurve) als Graph von H in der Nihe von
(u,7) = (2a,7,) = (2a,m 4+ n - 2mw). Die Tangente fiir w = 1 am Punkt (2a,7,) ist
ebenfalls durch den zitierten Satz gegeben als H'(1) = Dh(i) - (0,1)T = (0, -7, —
=5)" (siehe Abbildung (15)). Wir berechnen die Orientierung der Hopf-Kurve H(w)
iiber die erweiterte Funktion 2()) und det(Dh(i)) = —55 - | — 7,0 — 1/* < 0. Daraus

folgt, dass h die Orientierung umkehrt und sich, nicht wie sonst rechts, sondern links

der Hopf-Kurve der instabile Parameterbereich fiir den Ursprung befindet (Siehe
Abbildung (15)): Vom Punkt (2a, 7,,) aus fiihrt jeder Richtungsvektor v € R? in den
instabilen Bereich, fiir den det(H'(1),v) > 0 gilt.

Betrachten wir nun die in der nicht-invasiven Kontrolle tatsachlich realisierte

21
T
1= (—20)

als Kurve P(u) = (1, 7 (1))” (Pyragas-Kurve) in der u—7—Ebene aufgefasst werden.
(Siehe Abbildung (15)) Es gilt einerseits natiirlich P(2a) = (2a,7+n-27)" = H(1) =
h(i) und andererseits hat die Pyragas-Kurve die Tangente P’(2a) = (1,7,(u))? =
(1, 7, 2m2)T —. 4. (Siehe Abbildung (15)) Wegen

Zeitverzogerung T = 7,(u) = T-(p) - (5+n) = -(3+n), kann sie ebenfalls

Re~
0 1 1
det(H'(1),v) = | ) . Tp+ —— >0
~Th " Bep TnRes Rebd
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0.1 0.2 0.3

u

Abbildung 15: Identisch zu Abbildung (12) fiir n = 1! Die Hopf-Kurve H(w) trennt
stabilen und instabilen Bereich fiir Paare (u, T) in der Nihe vom Verzweigungspunkt
(2a,T,) bei fest gewdhltem b € B(a). Damit die periodischen Orbits der superkriti-
schen Verzweigung stabil sind, muss der Ursprung instabil sein, die Pyragas-Kurve
P(u) der angewendeten Kontrolle also in den instabilen Bereich hineinverlaufen. Das
lokale Argument dafiir nutzt die Tangenten H'(1) und P'(2a), die hier nur qualitativ
wiedergegeben werden. a =0.1,b=1,n=0, Rey=—1, Imy = —1

resultiert fiir ;1 > 2a ein instabiler Ursprung z_ = 2z, = 0, der fiir 4 < 2a aber stabil
ist und seine Stabilitit am Verzweigungspunkt g = 2a der natiirlichen superkriti-
schen Verzweigung entsprechend an die fiir 1 > 2a existierenden periodischen Orbits
iibergibt. O]

6.4 Subkritische Verzweigung

Auch im subkritischen Fall ist eine Stabilisierung mdglich, jedoch reicht ein reelles
b € B nicht mehr aus.

Satz 3. Betrachte das System (5.1) und sei a € Ry. Fiir alle n € N ezistiert eine

2

stetige, streng monoton steigende Funktion (, : R; — R mit Grenzwerten (,(0) = =

und lim (,(a) = oo, sodass fir alle Paare (a,7), die die Bedingung
a—r00
[Im~y| > Cula) - Rey (6.11)

erfillen, folgendes gilt: Die instabilen periodischen Orbits der subkritischen Hopf-
Verzweigung fiir Rey > 0 in Z_ bei p = 2a werden durch Hinzufiigen der nicht-

-3 -1 -1 1
invasiven Kontrolle C'z = ! >, T = T,(p) = T‘T(“) +mn-T_(p)

N

-1 1 -3 -1
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und b aus einem offenen Gebiet G C B\ R (gemdf (6.1)) stabilisiert.

Beweis. Die Beweise fiir die Nicht-Invasivitdt und die Stabilisierung des Ursprungs
im subkritischen Fall fiir ;1 > 2a sind identisch zum superkritischen Fall und wurden
in den Abschnitten 6.1 und 6.2 geliefert. Das Argument aus dem letzten Kapitel
ldasst sich auch bis auf einen kleinen, aber wesentlichen Unterschied wiederholen:
In der subkritischen Verzweigung entstehen die periodischen Orbits fiir fallendes
i und dieser Richtungsinderung kann in der Tangente der Pyragas-Kurve durch
v := —P’(2a) Rechnung getragen werden.

Dann ist H'(1) = Dh(i) - (0,1)" = = (Imb, —7,Reb — 1) (siehe (6.10) ohne

Imb=0),v= —(1,Tn%)T und damit wird
Imb 1
det(H'(1), —P'(2a)) = —+==
(1) (2)) Reb|_r Reb—1 Tnzzz
= — g (ImbET + Reb+ ) >0

genau dann erfiillt, wenn Re b—l—%n < —Im bIPi”T;’ gilt. Abhéngig von I'm -y ist b fiir eine
Realisierung dieser Ungleichung und eine erfolgreiche Kontrolle (wegen Reb > a > 0)
so zu wihlen, dass Imb- Im~y < 0 gegeben ist. Da der Bereich B (siche Abb. (14))
symmetrisch zur reellen Achse ist, ist dies in beiden Féllen I'm~y 2 0 gleichermafen
moglich und wir beschréanken uns im Folgenden auf den Fall Im~y < 0 (und Im b > 0).

Die Ungleichung
Reb + Tin Im~y

Imb Re~

ware fiir die grofste Menge von Parametern v erfiillt, wenn das Infimum

(6.12)

Reb+ + Imb
n =1 a m — =1 a m o7, 1
Ga(@) == i freBa)n{Imb>0} b / SUPbe B(a)n{Im b>0} Reb+ %

Imb
Rebt+1

und b (siche Abb. (16)) der komplexen Ebene und wird auf B maximal fiir b =

(Reb, Imb) = (a,—&), wobei @ = @,(a) die eindeutige Losung von

ist die Steigung der Geraden durch die Punkte —%

angenommen wiirde.

—w - cot(T,0) = a (6.13)

ar L
im Intervall [—ﬂ'%,—%%] ist (siehe (6.8a)). (,(a) = _Z(Tg) ist nicht nur stetig in

n
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2* _
Tr - b— B

Im(b) o V| |\ g

-1/n |a =R
AL ‘ -

b,
0 1 2 3
Re (b)

Abbildung 16: Der schwarz gezeichnete Strahl fihrt durch die Punkte (—%,0) und
(a,—@(a)) und berihrt das Gebiet B(a) = B%(a) aus Satz 3 im zweiten. Seine
Steigung 1/, (a) ist das Supremum aller Steigungen von Strahlen, die durch B(a)
verlaufen. Auflerdem zeigen die griin markierten Bereiche die echte Vergréofierung
B"(a) C B%(a) an. a=0.1,n = 0.

a, weil @ stetig von a abhéngt, sondern auch differenzierbar; es kann aus (6.13)
implizit @' (a) = —1/(cot(1,0) —Tn@(1+cot?(7,0))) berechnet werden. Fiir die strenge
Monotonie von (,(a) ist dann ¢/,(a) > 0, d.h. —@(a) + (a + %)d}’(a) > 0, zu zeigen.
Da der Nenner von &'(a) positiv ist, kann die Ungleichung mithilfe von (6.13) und

14 cot? = — zuriickgefiihrt werden auf |sin(7,0)| < |7,@|. Das eingefiihrte (,(a) =
1

72(72 ist also stetig und streng monoton steigend und fiihrt mit der Ungleichung

(6.12) auf die einschréinkende Bedingung (6.11). Ist sie erfiillt, so gibt es ¢ > 0

mit C,(a) + ¢ = 222 ynd das Gebiet G € B\ R definiert sich durch G = {b €

) Re~
Reb+—
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'C/7T

B ) @

(a) Im~y = —3,b =201+ 1.7i (b) Im~y=3,b=201—1.7i

Abbildung 17: Wie im superkritischen Fall erreichen wir Stabilisterung der periodi-
schen Orbits durch die richtige Lage der Pyragas-Kurve P(u) (vgl. Abb. (15)). Die
Tangentensituation Bedarf aufgrund des unterschiedlichen Verlaufs der Hopf-Kurve
H(w) fir Im~ = 0 einer Fallunterscheidung. a =1, Rey =1

Bezeichnen wir mit B"(a) den Bereich zuldssiger Kontrollen in Theorem 8 und
mit B¢(a) den aus Satz 3, dann bedeutet die echte Vergroferung von B" zu B bei
To = % die Beziehung B" C B% (siehe Abb. (16)). Da die Funktion n(a) in 9] als
Vorbild fiir ¢,(a) ebenso (fir Im~ < 0) durch n(a) := 1/supb€Bn(a)m{1mb>o}#
definiert ist, ergibt sich daraus der Vergleich

n(a) > Go(a).

Der allgemeine Ansatz bietet also auch im subkritischen Fall eine echte Verbesserung

der einschrinkenden Bedingung (6.11) fiir 7p = 7-/2.
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7 Symmetrien

Die Kontrolle (5.3) in Fiedler et al. [9] ist nicht-invasiv auf den periodischen Gegen-
Phase-Orbits in Z_, weil eine Symmetrie der z_-Losungen fiir halbzahlige Delays
ausgenutzt wird. Die allgemeine Kontrolle aus Kapitel 6 wurde zunéchst aus geo-
metrischer Sicht (b.-Kurven, vgl. (6.7a), (6.7b), Abb. (14)) auf ein grokeres Gebiet
zuldssiger Kontrollparameter b € B untersucht und es wurden geeignete Parameter
s; und sg fiir die Kontrolle (6.3) gefunden. Auch die getroffene Wahl dieser freien
Parameter s; und s, ldsst sich vom Standpunkt der Symmetrien der periodischen
Bewegungen betrachten. Wir vergleichen den allgemeinen Ansatz (6.1) auf dieser
Ebene nochmals mit dem Ansatz (5.3) aus Fiedler et al. [9] und grenzen gleichzeitig
gegen andere Symmetrien ab, die sich in (6.1) nicht mit einer festen Verzogerungszeit

T vereinen lassen.

7.1 Vergleich

Der lineare Ansatz (5.3) aus [9] findet sich im erweiterten wieder, indem die Para-
meter auf s; = —1, s = 1 und d = —1 gesetzt werden. Die Kontrolle in (5.3) ist

aufgrund der Symmetrie

21(t) = z(t——) (7.1)

T
2
T_

nicht-invasiv auf den periodischen Orbits in Z_ (siehe Abschnitt 5.1). Beachtet man

aulerdem
a(t) = —zl(t—%) (7.2)
T
z(t) = —22(15—7%

so entspricht der nicht-invasive Ansatz

2 = f(z1)+alzg—21) +b[(22(7) — 21) — %(21(7') + 21+ 29(7) + 229)] (7.3)

Zy = f(22) +alz1 — 22) +0[(21(7) — 22) — %(21(7) + 21 + 22(7) + 22)]



48 7 SYMMETRIEN

genau den Parametern s; = —2, s = 0, d = —1 aus Kapitel 6. Er ermoglicht eine
Stabilisierung der instabilen periodischen Orbits fiir alle a € R, (sieche Abschnitte
6.3 und 6.4).

Die einfache Symmetrie

2(t) = z(t—-T-) (7.4)
Zg(t) = Zg(t—T_)

kann ausgenutzt werden, um durch den Ansatz

2 = f(z1)+alza—2z1) +b(z1(t —7) — 21) (7.5)
Zo = [(z2) +alzr — 22) +b(22(t —7) — 22)

die synchronen Lésungen der subkritischen Verzweigung in Z, zu stabilisieren (siehe
Fiedler et al. [9]), weil sich 2y = f(z;) + b(24(t — 7) — 21) ergibt (siehe (4.4)).
Trotzdem letztere Kontrolle auch fiir Z_ geeignet wire, gehort sie zur Klasse der
Kontrollen mit 7,, = n7_ und lésst sich bei einer festen Verzogerungszeit nicht mit
(7.1) und (7.2) bzw. 7, = % + nT_ zusammen einsetzen. Im Gegensatz zu (7.1)
scheitert (7.4) auch bereits bei der Stabilisierung des Verzweigungspunktes u = 2a
(Beweis siehe Anhang).

7.2 Linearer Ansatz C’% und erzeugende Symmetrien

Mit den Symmetrie-Uberlegungen lisst sich der Aufbau der Kontrollmatrix

1(81+d 82+d Sl—d 82—d>

Cr = =
2 2\s;—d sy—d s;+d ss+d

auf eine sinnvollere Basis stellen. Die Matrizen diesen Formats bilden wegen der drei
freien Parameter s, sy und d einen dreidimensionalen linearen Unterraum der reellen
2x4-Matrizen. Eine Basis dieses Unterraums wird durch die Symmetrien (7.1) und

(7.2) gegeben. Dabei steuert die erste Symmetrie die Basis-Kontrollmatrix

-1 0 0 1
Ml -
0 1 -1 0
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bei und die zweite die beiden Matrizen

1100 0011
M2 = ) M3 = .
0011 1 100
Im Ansatz (7.3) ist die Kontrolle die lineare Kombination M; — 1M, — 1 M; der drei

Basismatrizen. Im Allgemeinen ldsst sich Cry, schreiben als

1 1 1
CT/2 = 5(82 - 81) : M1 + 5(82 + d) : MQ + 5(81 - d) : M3

und in Abschnitt 6.2 wurde klar, dass bis auf eine Skalierung des Stabilitdtsbereichs

im zweidimensionalen affinen Unterraum mit d = —1 nach geeigneten Kontrollen
1 1 1 1
CT/2 == 5(82 — 81) . M1 + 582 . MQ + 581 . M3 + §(M3 — MQ)

= oM + My + yM;

gesucht wird. Die Koordinaten («, 3,7) = 5(sa—s1, 52— 1,51+ 1) geben den Einfluss

der jeweiligen Symmetrie bzw. Basis-Kontrollmatrix an.

Auf der Grundlage dieser Betrachtungsweise des linearen Kontrollansatzes (6.1)
lassen sich die unterschiedlichen Ergebnisse von Fiedler et al. [9] (Theoreme 7 und 8)
und Kapitel 6 dieser Arbeit (Sétze 2 und 3) erkldren. Die erfolgreiche Stabilisierung
in [9] nutzt ausschlieflich Symmetrie (7.1), damit also M;, und ist der eindimen-
sionale Spezialfall (o, 8,7) = (1,0,0). Das Einbeziehen von Symmetrie (7.2) ergibt
mehr Moglichkeiten eines nicht-invasiven Kontrollterms und in der Folge haben wir
mit der Wahl von (o, 8,7) = (1, —%, —%) die Beweise zur Stabilisierung der periodi-
schen Gegen-Phase-Orbits auf eine gréfere Zahl von gekoppelten Hopf-Oszillatoren

ausgeweitet.
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8 Zusammenfassung

Im zweiten Teil dieser Bachelorarbeit wurde das System

7;'1 = f(Zl) + CL(ZQ — Zl)
Zy = f(22)+a(z1 — 22)

gekoppelter Hopf-Oszillatoren in Hopf-Normalform f(z) = (u+1i+7|z|*)2z betrachtet
und die Stabilisierung gewisser instabiler periodischer Orbits untersucht. Sie entste-
hen in einer Hopf-Verzweigung bei @ = 2a und sind durch einen Phasenunterschied
7 der Oszillatoren z; und 2, gekennzeichnet. Die erfolgreiche Stabilisierung durch
Fiedler et al. [9] fiir Kopplungskonstanten 0 < a < % bildete dabei die Grundlage

fiir die Entwicklung eines linearen Kontrollansatzes

() _ <;E2;ij§i:2;)+b.c. 0| e am)
2o(t — T)

Es wird mit diesem fiir alle Kopplungskonstanten a € R, und der Wahl 7 = %+n~T,
als Verzogerungszeit ein unbeschranktes Gebiet B C C fiir Kontrollparameter b € C
erreicht. Wird im superkritischen Fall ein reelles b > a gewéhlt und im subkritischen
Fall (b € C\R) die Einschrinkung |Im~y| > (,(a) - Revy (6.11) an die Beschaffenheit
des Hopf-Oszillators beachtet, konnen alle periodischen Gegen-Phase-Schwingungen

in der Ndhe von p = 2a stabilisiert werden.
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9 Diskussion

Im Vergleich zum Kontrollansatz aus Fiedler et al. |9] konnen wir uns von der Be-
dingung 0 < a < % an die Kopplungskonstante l6sen und erreichen eine verbesserte
Einschrankung im subkritischen Fall. Es sind aufserdem nicht nur 7 = %, sondern al-
le Verzogerungszeiten 7 = TT‘ +n-T_ fiir eine erfolgreiche Stabilisierung geeignet. Es
wurde dagegen nicht untersucht, inwiefern diese allgemeinen Verzogerungszeiten im
urspriinglichen Ansatz aus Fiedler et al. [9] fiir eine Stabilisierung in Frage kommen,
und der Vergleich beider Kontrollterme geschieht nur fiir 7 = %

Kapitel 7 zeigt auf, dass mit dem unabhéngigen Ausnutzen der Symmetrien (7.1)
und (7.2) alle Kontrollmdglichkeiten durch Matrizen Cr/, (siehe (6.3)) ausgeschépft
sind, wenn es keine Einschrankung an |b| gibt. Dann ist unsere Wahl der Kontrolle
bzw. der b -Kurve (6.8b) insofern optimal, als immer ein geeigneter Kontrollparame-
ter mit |b| > a zur Verfiigung steht. Trotzdem haben wir nicht alle b,-Alternativen
(6.7a) im Detail studiert. Die Kontrollmatrizen C7 sind bis auf einen Spezialfall (7.5)
nicht beachtet worden.

Es ist noch anzumerken, dass die Annahme entkoppelnder charakteristischer Glei-
chungen x4 = 0 bei der Herleitung der linearen, nicht-invasiven Kontrollen Cr/, und
Cr allein die analytische Behandlung vereinfacht. Wird ausschlieflich auf die Nicht-
Invasivitédt geachtet, steigt der Freiheitsgrad von hier drei, den Parametern sy, s, d,

auf dann sieben Variablen der c;;.
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10 Ausblick

Die verloren geglaubten instabilen periodischen Orbits mit ungerader Anzahl an
Floquet-Multiplikatoren |p;| > 1 stehen erst seit der Arbeit von Fiedler et al. von
2007 [8] wieder auf dem Plan der Stabilisierung durch zeitverzogerte Riickkopplungs-
kontrolle, wie sie Pyragas 1992 [27| einfiihrte. Der zweite Teil der Bachelorarbeit soll
auf dieser Grundlage und ausgehend von den Ergebnissen aus 2010 (vgl. Fiedler et
al. |9]) einen Beitrag dazu leisten, die doch bestehenden Moglichkeiten der Stabili-
sierung zu erkennen. Isabelle Schneider verallgemeinert in ihrer Bachelorarbeit [28]
den Kontrollansatz auf ein System von (drei) symmetrisch gekoppelten Oszillatoren
(siche auch [29]) und Matthias Bosewitz verwendet fiir das hier vorgestellte System
in seiner Bachelorarbeit [5] einen Kontrollterm, der mehr Verzogerungszeiten zuldsst
und die bestehende Beschrankung in der subkritischen Verzweigung angeht. Letztere
kann auch auf der Grundlage dieser Arbeit Gegenstand zukiinftiger Untersuchungen
sein. Aufbauend auf unserem linearen Ansatz konnen zum Beispiel die bisher nicht
kompatiblen halb- und ganzzahligen Md6glichkeiten der Zeitverzogerung miteinander
kombiniert werden, indem mit zwei verschiedenen Delays gearbeitet wird. Oder wir
lassen der Kontrollmatrix mehr Freiheiten und nutzen, nach Mehraufwand bei den
charakteristischen Gleichungen, freie Parameter fiir zusédtzliche Moglichkeiten der
Stabilisierung.

Diese Bachelorarbeit demonstriert, wie in der Entwicklung wirkungsvoller Kon-
trollen fiir dynamische Systeme weitere Schritte gegangen werden konnen. Deren
Anwendung in physikalischen und biologischen Systemen steht noch bevor und wird
mit Interesse verfolgt werden. Dass zeitverzogerte Riickkopplungskontrolle Gegen-
stand aktueller, facheriibergreifender Forschung ist, zeigt auch der 2011 eingerichte-
te Sonderforschungsbereich 910:"Kontrolle selbstorganisierender nichtlinearer Syste-
me: Theoretische Methoden und Anwendungskonzepte” der Deutschen Forschungs-
gemeinschaft, an dem die Freie Universitdt Berlin durch Prof. Dr. Bernold Fiedler in
der Arbeitsgruppe A4:"Design selbstorganisierender rdumlicher und zeitlicher Mus-

ter” beteiligt ist.
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Teil II1

Anhang

A Reduktion zweidimensionaler Systeme auf Poincaré-

Normalform

Wir betrachten das System (2.1) mit den gleichen Voraussetzungen wie in Abschnitt
2.4. Es folgen in diesem technischen und deswegen ausgegliederten Abschnitt zwei
Koordinatenwechsel x = z(z) und z = 2(§), die (2.1) in Poincaré-Normalform (2.9)
transformieren. Das Zwischenergebnis wird die komplexe Gleichung 2 = A(u)z +
9(z, Z, i) sein. Der Beweis fiir die Umformung bis dahin ist angelehnt an Kuznetsov
[19], danach folgen wir wieder den Ausfiihrungen von

Hassard, Kazarinoff und Wan [15].

A.1 Von i = F(x,u) nach 2= Xz +g(z,z, 1)

In der Gleichung (2.1) spalten wir von unserer L + 2-mal differenzierbaren Funktion
F :R? x R — R? den linearen Teil ab und schreiben

& = Apr+ Gz, p)

mit G = of||z||). Die Eigenwerte der Matrix A(u) sind nach Voraussetzung\(u) =

A(p) = a(p) +iw(p) und A(p) = a(p) — iw(p) = Mu) mit A(0) = iwy, wy > 0.
Sei nun ¢(u) € C? ein Eigenvektor von A(u) zum Eigenwert A(u), d.h. A(u)q(p) =

Aw)g(p) (¢(0) = (i,1)T). Da die Matrix A reell ist, ist g(\) ein Eigenvektor zum

zweiten Eigenwert A(1) und (g, ¢) bildet eine Basis des C2. Die transponierte Matrix
AT(u) hat dieselben Eigenwerte und so sei p(u) € C? ein Eigenvektor zu ihrem

Eigenwert A(y). Es gilt (p,q) = 0*, denn aus

1
A

4Mit den eckigen Klammern werde das Standardskalarprodukt <p,q> = p1q1 + Poqo auf C2
bezeichnet.

(p,q) = (p. %AQ> = <(A"p.q) = %@a q)
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folgt

(1-

>l >

)-(p.q) = 0

A
und fiir kleine p ist (1 — i) # 0 wegen w(p) > 0 erfiillt. Unter anderem muss fiir

den zweiten Basisvektor ¢ dann <p(u), q(,u)> # 0 gelten und p ldsst sich beziiglich ¢

(p(p),q(p)) =1

Lokal gibt es auferdem fiir jeden Vektor z € R? eine eindeutige komplexe Zahl z,

die die Gleichung

v o= zq(p) + Zq(n) (A1)
= 2Re(z) - Re(q) — 2Im(z) - Im(q)

erfiillt, weil die Basis (¢, ) von C? eine Basis (Re(q), Im(q)) von R? induziert. Mit
der gegebenen Orthogonalitit und einem normierten Vektor p kann z aus (A.1)

bestimmt werden:

Z = <p(,u),x>

Die komplexe Variable erfiillt die Differentialgleichung

o= Mz + (p(n), Glzq(p) + zq(p), 1))

und diese hat die gewiinschte Form mit

9(z,2,1) = (p(p), G(zq(p) + Zq(p), 1)) (A.2)

Diese Funktion g ist wie G L + 2-mal differenzierbar.
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A.2 wvon Z=)\z+g(z 2, ) zur Poincaré-Normalform

Wir werden zeigen, dass jedes System unter den oben genannten Bedingungen

io= Aa+g(z,zp) (A.3)
mit
L+1 ZZZJ
g(=250) = 3 gyl +O0(F)
R gl
i+j=2
und

durch eine Transformation der Form

z = £+x(&& )

L+1 =

§ré

= 5+Z—§-;2Xij(mi!_j!

auf die Poincaré-Normalform
(£]
E = A&+ ci(mele +oxel - (& w=) (A4)

j=1

= AMpE+ P& )

zuriickgefiihrt werden kann.

Wir starten zunédchst unter der Annahme, durch eine Transformation (A.7) mit
Xi; = 0 bei i = j+1 werde (A.4) erreicht. Es werden sich daraus Gleichungen fiir die
Koeflizienten x;;(u) und ¢;(p) ergeben und im Nachhinein werden wir rechtfertigen,
dass @ die gewiinschte Form hat.

Aus (A.7) folgt durch Ableitung nach der Zeit 7 = & + X,gf + ng und mithilfe
von (A.3) und (A.4) ausgeschrieben

Axe +Axe —Ax = g€+, E+X) — (P + xe® + xeP) (A.5)
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Taylorentwicklung und Koeffizientenvergleich im grofen Stil gewéhrleisten wieder
die induktive Berechnung der x;;(x). Auf der linken Seite der Gleichung (A.5) steht
Zﬁ;l:z Xij - (I + jA — )\)% Die ersten Koeffizienten xa9, x11 und xo2 von Ordnung
i+7 = 2 konnen aus (A.5) gewonnen werden, weil die rechte Seite bis zur 2. Ordnung

nur g-Terme aufweist. Aus dem Vergleich

& - 5 § 'S - &2
/\X20§ + Ax1€+ (2A — )‘)X02§ = 9205 + g11&€ + 9025
folgt

920
X20 = B X11 = %17 Xo02 =

go2
22 — A

Mit diesen Ergebnissen folgt nach einem Vergleich der £2£-Koeffizienten (y2; = 0)

g9+ ) | Jgul? | 902/ go1
alw) = e N 22— 2
und speziell fiir u =0
i 1 921
- —2|g11]? = =|goa2]?) + =. A.
c1(0) o (g20911 911 3‘902| )+ 7 (A.6)

Diese Koeffizienten, die den Induktionsanfang fiir alle weiteren legen, reichen fiir die
Betrachtungen im Abschnitt 2.4 bereits aus. Wir begniigen uns deswegen mit der Tat-
sache, dass auf der rechten Seite von Gleichung (A.5) bis zur Ordnung k = 3, ..., L+1
nur x;; mit ¢ + j < k auftreten, die rekursive Berechnung der y;; also durchgefiihrt
werden kann. Dabei sichert x;i1; = 0 eine gleichzeitige Bestimmung der ¢;(u) wie
fiir ¢;. Aus dieser induktiven Berechnung folgt auch, dass die y;; ausschlieflich von
gy mit k+1 < i+ j abhéngen und in die Gleichungen der ¢; nur gy mit k+1 < 2j+1
eingehen. Da die urspriingliche Funktion ¢ in allen drei Variablen L + 2-mal differen-
zierbar ist, sind es die gy mindestens L + 2 — (k + [)-mal in p. Deshalb gilt fiir die
errechneten Koeffizienten y,;; € CL+2-(+9) und ¢; € CL+1=% beziiglich p. Mit diesem

Wissen iiber die Differenzierbarkeit der x;; ist folgende Definition der Transformation
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x(&, €, 1) sinnvoll:

L+1  L+1—(i+j)

- u gied
X&Ep = D | Z xi (0)75) =r

5 7!
B Cak Xij (0)85]:“ AT
B Z iljk! (A7)
itj k=2

Das ist nicht dieselbe Transformation wie am Anfang, aber durch das Vernachléssigen
der o(|u|t+?~(+9)-Terme der zuvor berechneten x;;() ist x als Polynom beliebig
oft differenzierbar und wird am Ende die gleiche Normalform (A.4) entstehen lassen.
Dafiir folgt nun der Nachweis der Existenz und geniigenden Differenzierbarkeit einer
Funktion ®, die Gleichung (A.5) erfiillt.

Mit dem Auftrennen von ® und £ in Real- und Imaginarteil kann Gleichung
(A.5) auch durch eine reellwertige Funktion F' : R? x R?® — R? in die Form
F(Re®, Im®, Ref, Im&, u) = 0 gebracht werden, um schlieklich den Satz {iber im-
plizite Funktionen anzuwenden. Denn F' ist (mindestens einmal) differenzierbar, er-
fiilllt £(0,0,0,0,0) = 0 und die Ableitung in ,,®-Richtung” an der Stelle (0,0, 0,0,0)

ist invertierbar,
OReF OReF 1 0
ORe® OIm® —
OImF  9ImF 0 1 :
ORed oImd

Es existiert demnach eine eindeutige Funktion ® = ®(&, €, 1), die in einer Umge-
bung von (0,0,0) (mindestens einmal) differenzierbar ist und ®(0,0,0) = 0 und
(A.5) erfiillt. Betrachten wir den ganzen Satz bei fixiertem p, ist ® sogar L + 2-mal

differenzierbar, weil es ¢ und x nach Voraussetzung bzw. Definition sind. Fiir jedes

feste o kann deshalb ® in eine Taylorreihe

L+1

D(E = ) Oy

i+75=0

(1€1*)

entwickelt werden. Nun kann (A.5) herangezogen werden, um die Koeffizienten ®;; (1)
zu berechnen. Da keine konstanten und linearen Terme auftreten, folgt sofort ¢y =
Oy = Oy = 0. Die anfangs berechneten x;;(4) ergaben genau die gewiinschten Koef-
fizienten 0 bzw. ¢; in der Entwicklung von ®. Setzen wir x;;(u) = i:g_(iﬂ) ng)(O)“k—TvL

O(|p|F+2=(+9)) in (A.5) ein und beachten, dass ®;;(1) genau von den ersten Termen
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abhiingt, folgt 0 = 7,](,“ + O(|p|F2=(+9)) oder

Oi(p) = O(lu["+> ) (A.8)

im Fall ¢ # j+1, 2 <i+7 < L+ 1. Fiir die restlichen Koeffizienten gilt entsprechend

cj(p) = (;13;,;:>+0<rw2 (7+1)) brw.

Oi1(1) = G+ Dle(p) +O(ul"%) (A.9)

bei 1 < j < [£]. Den Weg zur Poincaré-Normalform (A.4) schlieBt letztlich die
Beobachtung ab, dass aus (A.8), (A.9) und &&= O(|¢|**Y) fiir alle @ und j (in
beiden Féllen) die Fehlerabschitzungen

@i ()¢ = O(lg] - |(&, ™)

Cj1g (€S = (G +Dle; () €S + O] (8, mI)

gelten. Mit der Transformation (A.7) wird Gleichung (A.3) also in die Poincaré-
Normalform (A.4) gebracht. Da der Koordinatenwechsel y polynomiell in jeder Grofe
und deswegen beliebig oft differenzierbar ist, ist die rechte Seite der Normalform (A.4)
L+2-mal differenzierbar.
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B Fortsetzung des Beweises iiber die Hopf-Verzweigung

B.1 Parameter p = u(e) und Periode T = T'(e)

Es ist von Interesse, wie sich die gefundenen periodischen Lésungen in der Ndhe von
p = 0 entwickeln. Da sowohl u = p(e) also auch T'= T'(e) = T'(e, u(e)) geniigend oft
in e differenzierbar sind, konnen die Taylorreihen analysiert werden. Dazu betrachten

wir zunéchst das System

o= Awz+z) e(u)(z) (B.1)

Jj=1

Es befindet sich fiir die komplexe Variable z (und beliebiges M > 1) in Poincaré-
Normalform; A\(0) = iwp und ¢;(p1) € C gelten wie vorher. (B.1) ist rotationsinvariant,
d.h. ist 2(¢) eine Losung, so ist fiir alle Winkel ¢ € [0, 27] auch z(¢) - €'® eine Losung.
Die existierenden periodischen Losungen miissen demnach Kreise mit Mittelpunkt
in z = 0 als Orbits besitzen, weil sich die Trajektorien fiir verschiedene € und ¢ nicht

schneiden. Dieses Argument lésst sich aus (B.1) iiber die Gleichung
d, _ s
—(22) = 2Z+4z2Z= 2z2Z-[ReA(i +ZR€C] z)7]

stiitzen. Die rechte Seite ist null fiir z = 0 oder Re (i) + Zj‘il Recj(u) (22)7 = 0.

Ist die zweite Gleichung erfiillt, folgt |2|> = 2z = €2 fiir ein € > 0. Setzen wir das

wiederum in die erfiillte Gleichung ein und aukerdem pu = p(e), ergibt sich
Re Mu(e)) + Z Rec;(u = 0. (B.2)

Aus dieser Gleichung kénnen die Koeffizienten j; der Taylorreihe

M

Q) =D el + O (5.3)

j=1
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iiber eine Taylor-Entwicklung nach e gewonnen werden.

M
0 = a"(0) Z,u]e] + e
j=1
+Rec1(0)€ + Recy (0 Z,ujej + ...+ Recy(0)et + ...

Ein Koeffizientenvergleich in linearer Ordnung liefert o/(0)pu; = 0 und wegen der

Generalvoraussetzung o/(0) > 0 also
p = 0. (B.4a)

Zur Ordnung o(e?) entsteht die Gleichung o/(0) 2 + 2( p1+ Re ci(0) = 0, demnach

berechnet sich

__ Rea(0)
Mo = a/(()) . (B4b)

Im Weiteren gilt pi9,.1 = 0 und po, kann induktiv aus den vorhergehenden erhalten
werden.

Fiir die Berechnung der Koeffizienten von T(e) = 2% M T + O(eMH) wird
(B.1) mithilfe von (B.2) auf die Form

2= iz Imu) + ()

gebracht. Die periodische Losung

erfiillt dann % = Im[A(u(e)) + Z;‘il ¢j(p(€)) €¥] und es kann

M
2m -
2r = |[— et + O(M)] -
o 2o+ Ol )

W"(0)p1 + w'(0) - 2412
2

Jwo + ' (0)pre + + Imci(0)€2 + O(€)]
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herangezogen werden. Ein Vergleich der beiden Seiten liefert

To — 1

B (B.5)
1

7 = ——[w'(0)uz + Imcp(0)]
Wo

und weitere Koeffizienten konnen wieder induktiv bestimmt werden.
Die obige Betrachtung der vereinfachten Differentialgleichung (B.1) rechtfertigt

folgendes Lemma:

Lemma 1. Gegeben sei die Poincaré-Normalform

o= Azt ) el + 0z (2, m[FH) (B.6)

wobei die Funktion f € Ct*2 in einer Umgebung von 0 € C x C x R definiert ist.
Die periodische Losung z(t, ) von (B.6) mit z(0, u) = € und Periode T'(¢) hat dann

die Form
Atp) = e-elO +O(ht?), (B.7)
wdhrend fiir
L
2 4
T(e) = — ;€] 4+ O (el B.8
(© = om0 (B.3)
und
L
ple) = pie' + O("H) (B.9)
§=0

die bereits berechneten Gleichungen (B.4a), (B.4b) und (B.5) gelten.

Beweis. Mit der Variablentransformation 7 = ﬁ und z = € - €*™y wird Gleichung
(B.6) in den Variablen (7,7) zu
dn (5]
2min + — = T(e)n[Ap) + ) c;(u) () €] + O(e). (B.10)

dr

1

J
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Da f geniigend oft differenzierbar ist, ist es auch die Losung 7, die wieder dargestellt
werden kann als 5
n = Zmei + O(eh). (B.11)
5=0
Aus den Anfangsbedingungen erhalten wir 79(0) = 1 und 7;(0) =0, 1 < ¢ < L. Durch
Substitution von (B.11) in (B.10) folgt, wiederum nach einem Koeffizientenvergleich,

sogar g = 1 und n; =0, 1 < ¢ < L unabhéngig von 7: Zu O(1) ergibt sich

2miny + % = 2min

dno —
= dr =0,

also g = 1. In linearer Ordnung besteht die Gleichung

2miny + M = 2miny + d

dm _
< ra = di,

mit einer von € unabhéngigen Konstante d;. Daraus folgt
m = di7 +d

mit einer weiteren Konstanten do. Weil z(, ) T'(e)-periodisch ist, ist n(r, u) 1-
periodisch und so ist es auch der Koeffizient 7,. Das ist jedoch nur fiir d; = 0
gegeben. 1 = 0 folgt nun aus dy = 7;(0) = 0. Durch dieselbe Prozedur fiir 2 <i < L
folgt induktiv n; = 0.

Damit ist n(7) = 1 + O(eX™) gezeigt und somit auch, dass z(¢, u) wirklich die
Form (B.7) hat. Wenn diese Losung in (B.6) eingesetzt wird, entsteht unter Beach-
tung von |z| = € + O(e¥*?) € O(e) die Gleichung

. [£]
T B A+ Do)l + O + 0
5] . 271
S0 = S+ D - 25+ O
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Bis zur Ordnung O(el) sind aber

zwei Gleichungen fiir Real- und Imaginérteil, die im motivierenden Beispiel (M :=
[£]) fiir die Bestimmung der Koeffizienten in (B.9) und (B.8) gedient haben. Die
Werte (B.4a), (B.4b) und (B.5) gelten demnach auch fiir die allgemeine Form der
Poincaré-Normalform. Damit ist die behauptete Gestalt der Taylorentwicklungen

und der periodischen Orbits bewiesen. O

B.2 Floquet-Exponent f(e)

Die Stabilitit der periodischen Orbits x(t, €) = ey(t, €, u(€)) kann durch Berechnung

des zweiten, nicht-trivialen Floquet-Exponenten

— spur A(s, €)ds
T(e) Jo

der Poincaré-Normalform (2.9) untersucht werden. A(t,€) = af(;gg,e)) und T'(e) sind

L + 1-mal differenzierbar, sodass wir auch g in eine Taylorreihe bzgl. € entwickeln

ple) =

konnen; fiir ein erstes Ergebnis geniigen die Terme bis O(e?). (2.9) schreibt sich bis

zur gewiinschten Ordnung als

i = ar —wry + [(Rec))zy — (Imcy)w) (2% + 23) + 0(64)
Ty = wry +axy+ [(Rec))zy — (Imey)zy](2? + 23) + 0(54)

und damit gilt

of _ 2
spur o sy 2a(pu(€)) + 4[Re c1 (u(e))]e* + O(€%).

Die ersten Terme sind unabhéngig von der Zeit und deswegen gilt
B(e) = 2a(pu(e)) + 4[Re c1(pu(€))]€? + O(e?). Eine letzte Entwicklung von a(p(e€)) und
Re c¢1(u(€)) nach € (siehe frithere Entwicklungen) liefert

Ble) = 2Rec;(0)e® +O(e?).
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C Ein unzureichender Kontrollansatz

Die Symmetrie (7.4) mit nicht-invasivem Kontrollansatz (7.5) reicht fiir eine Stabi-
lisierung der synchronen Schwingungen in Z, aus. In diesem ausgegliederten Teil
beweisen wir ein negatives Resultat iiber die Schwiche von (7.5) als nicht-invasive
Kontrolle in Z_. Dabei werden wir wieder anhand der b.-Kurven argumentieren und
die Chance nutzen, abseits des roten Fadens Abschnitt 6.2 und den Weg von y+ =0

zu by (w) durch elementare Ausfiihrungen zu stiitzen.

Satz 4. Fir die Hopf- Verzweigung in Z_ bei jn = 2a bleibt der Ursprung z_ = z, =0
fir jede zeitverzogerte Rickkopplungskontrolle der Form (7.5), b € C, 1, = nT_,
instabil mit E£(b) > 2.

Beweis. Der Ansatz (7.5) entspricht einer Matrix Cpr mit s; = —1, s = 1, und
d = —1. Wir iibernehmen die charakteristischen Gleichungen (6.6a) und (6.6b) und

setzen ein:

X+ (N b,2a,7,) = 2a+i+b(—1+e ™) =\ =0
X—(\b,2a,71,) = i—b(1—e ™) =\ = 0.

Wie in 6.2 ist die reelle Dimension instabiler Eigenwerte F(0) = 2. Aus A = i(1 + w)

und 7, = n1_ = 27n ergeben sich Kurven

w — 2a
b = — =
+(CU) 6712n7rw -1
Tw
b_ = —
(w) e—z2n7rw -1
Wegen
€7i2n7rw -1 = (efinﬂ'w)2 -1

= (cos(nmw) — isin(nTw))® — 1
= cos’(nmw) — sin?(nmw) — 2isin(nmw)cos(nrw) — 1

= —2sin(nrw) - (sin(nrw) + icos(nmw))
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//_\\J
Im(b) 2)

0

Reo(b)

Abbildung 18: Vom Ursprung aus gesehen kann kein b, -Kurvenabschnitt von der
rechten auf die linke Seite tberquert werden. FEs ist keine Stabilisierung mdoglich.

folgt

bi(w) = a-— C%cot(nmu) + Z(—g — acot(nmw))

b_(w) = —g(cot(mrw) +i)

Die Lage der b -Kurve ist in Abbildung (18) dargestellt. b_ ist schon bekannt und es
geht wieder darum, einen Bereich zu finden, in dem E(b) = E,(b) + E_(b) = 0 gilt.
Anschaulich gesprochen ist das nicht moglich, weil b, den Ursprung stets links liegen
lasst. Der Beweis dazu fangt mit der Beobachtung von Singularitdten fiir Real- und
Imaginérteil bei w = %, k € Z an. Im Folgenden wird von jedem Kurvenabschnitt
by : (%, %) — C, k € Z gezeigt, dass er die komplexe Ebene in zwei unbeschrinkte

Zusammenhangskomponenten teilt und der Ursprung entsprechend der Orientierung

von by (w) immer in der linken Hélfte liegt. Wegen b, (—w) = b4 (w) geniigt es, w > 0

zu betrachten. Dabei behandeln wir erst & > 1 und zum Schluss das Intervall (0, 1).
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Sei also £ < w < E mit k£ > 1 und Re by (w) = a — $cot(nrw):

liﬂ%a—%}cot(mrw) = —00 (C.1)

W\

wﬁ?g%a— C%cot(mm}) = o0 (C.2)
d

%(a—gcot(nww)) > 0 (C.3)

Die Ungleichung steht fiir einen streng monoton steigenden Realteil und erklart das
Verhalten an den Intervallgrenzen. Das bedeutet aber, dass die Kurve von links
nach rechts verlauft und als Funktion f : R — R geschrieben werden kann. Die
beiden Hélften der komplexen Ebene sind dann einfach die Gebiete oberhalb und
unterhalb des Graphen von f, O := {(z,y) e R = Cly > f(z)} = {(z,y) € R*|x =
Reby (w), y > Imb,(w)} und U := R?\ O. Der Ursprung liegt nun stets oberhalb
der Kurve, weil Reb,(wy) = a — %cot(nmwy) = 0 durch a = “Pcot(nmwy) fiir den

Imaginéarteil die Gleichung
I _ Wo _Wo 2
mby(wy) = -5~ cot(nmwy) = —?(1 + cot*(nmwp)) < 0 (C.4)

impliziert. Wird nun vom Ursprung aus kommend die Kurve iiberquert, dann ge-
schieht das von ihrer linken auf die rechte Seite und E(b) erhoht sich um 2. Im
Beweis fiir k& < —2 kehren sich die Vorzeichen in (C.1), (C.2) und die Ungleichheits-
zeichen in (C.3) und (C.4) um. Der Realteil ist dann streng monoton fallend, die
Kurve verlduft von rechts nach links und der Ursprung liegt wieder in der stabileren
Halfte. Fiir 0 < w < % muss der Beweis etwas angepasst werden. Es gelten zwar
(C.2) und (C.3), aber auch Lqu(b)a — Ycot(nmw) = a — 5—. Im Fall a — 5 < 0 gibt

2nm’

es wieder wy mit Reb,(wp) = 0 und der Beweis gelingt mit Ungleichung (C.4) wie

vorher. Fiir a — ﬁ > 0 sichert erst sz'qglm bi(w) = —oo die Lage des Ursprungs

links der Kurve. O
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