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1 Einleitung

1 Einleitung

Werden grofse regulatorische Netzwerke durch kontinuierliche gewohnliche
Differentialgleichungen modelliert, entstehen hochdimensionale Gleichungs-
systeme. Nummerisches oder gar analytisches Losen solcher Systeme ist in
vielen Fallen schwierig oder unméglich. Um Erkenntnisse iiber Interaktionen
der verschiedenen Knoten zu nutzen und Riickschliisse iber den Gesamtzu-
stand oder Einflussnahme anhand weniger Knotenpunkte zu gewinnen, bietet
sich unter anderem das Konzept der determinierenden Knoten nach [Foias|
an. Wir bauen auf wichtige Grundlagen aus |[FiedlerI] und [Mochizuki| auf,
um eine Theorie weiter zu entwickeln, die dabei helfen soll, moglichst kleine
Mengen von determinierenden Knoten in einem grofien Netzwerk zu identi-
fizieren. Auferdem nutzen wir ein erweitertes Konzept der determinierenden
Knoten, die den Aspekt der Kontrolle mit sich bringen. Um Implikationen
der aktuellen Erkenntnisse zu zeigen und weitere Werkzeuge zur schnellen
und einfachen Identifikation determinierender Knoten bereit zu stellen, wen-
den wir die Resultate auf einige typische Teile gen-regulatorischer Netzwerke
und Signaltransduktionsnetze an.

Von den fiinf inhaltlichen Teilen der Arbeit, Sektion [3] ins [7] gehen wir im
ersten Teil auf die formalen Definitionen von regulatorischen Netzwerken
und anderen in der Arbeit verwendeten Begriffen ein. Im zweiten Teil be-
schiftigen wir uns mit vorangegangenen Resultaten aus [Fiedlerl] und der
Korrektur einer fehlenden Voraussetzung in Satz 1.4 der Veroffentlichung. Im
dritten Teil stellen wir eine Verallgemeinerung des Theorems vor. Im vier-
ten Teil der Arbeit diskutieren wir Implikationen der Verallgemeinerung fiir
einige Klassen von Beispielsystemen. Zum Schluss geben wir ein Fazit und
Ausblicke auf mogliche Fortsetzungen der Theorie.



2 Notation

2 Notation

Um Zweideutigkeit zu vermeiden, weisen wir hier auf verwendete, teils sehr
gebréduchliche, Notationen hin.

| - | ist der Absolutbetrag fiir Zahlen, die 1-Norm fiir Vektoren und die
Kardinalitét fiir Mengen.

| - |2 ist die euklidische Norm.
| - ||oo ist die Maximumsnorm.
2" (r) ist ein n-dimensionaler euklidischer Ball mit Radius 7 um 0.

A7 (r) ist ein n-dimensionaler euklidischer Ball mit Radius r um z.

[a, b] ist ein abgeschlossenes, (a, b) ein offenes, (a, b] und [a, b) ein halboffenes
Intervall in R von a bis b.

(a1, ...,an) ist die Menge aller Linearkombinationen der Vektoren ay, ..., ay,.
AT ist die transponierte Matrix A.

R* sind die positiven reellen Zahlen ohne die 0.

3 Verwendete Begriffe

Sei I = {1,...,N} und 2(t) = F(t,z) mit z € R, Ein regulatorisches
Netzwerk ist ein solches Gleichungssystem in der Form

Z = Fi(t, 2, 21,.), kel I Cl. (3.1)

Wir wollen Begriffe und Definitionen der Graphentheorie verwenden und be-
zeichnen Elemente der Menge I als Knoten. Aufserdem sagen wir, es exis-
tiert eine gerichtete Kante von ¢ € I nach j € I, falls %Fj(t,z) = 0 fiir
ein (¢, z). Existiert eine gerichtete Kante von ¢ nach j, so nennen wir ¢ den
Vorginger von j. Die Menge aller Vorgénger eines Knotens k£ bezeichnen
wir mit Ij. Ein gerichteter Pfad ist ein Tupel von paarweise verschiedenen
Knoten (i1, ...,7,), wobei ix_1; Vorgédnger von i ist. Als ,Feedback Loop*
oder gerichteten Kreis bezeichnen wir einen gerichteten Pfad, in dem i,
Vorgénger von i; ist. Wir verwenden hier bewusst eine Definition von Krei-
sen aus der Graphentheorie und nicht die der Zyklen. Eine Teilmenge von
Knoten D zu einem Netzwerk mit Knoten I wird als Menge von , Feedback



3 Verwendete Begriffe

Vertices* oder Riickkopplungsknoten bezeichnet, wenn I\ D keinen ge-
richteten Kreis enthélt. Das Tupel aus Knoten I und gerichteten Kanten
nennen wir einen Interaktionsgraphen von (3.1). Ein solcher Graph heifst
stark zusammenhingend, falls fiir jedes Paar von Knoten a,b € I zwei
gerichtete Pfade (a, ..., b) und (b, ..., a) existieren.

An einigen Stellen wollen wir Dissipativitit voraussetzen, d.h. es existiert
eine Dissipativitidtskonstante C € R, sodass

Vzo =:2(0) 3ty ,sodass t>ty = |=z(t)]2 <C.

Diese etwas abstrakte Voraussetzung kann biologisch motiviert werden. Wenn
z(t) Konzentrationen représentiert, so entspricht |z(¢)| der Gesamtmasse
oder dem Gesamtvolumen des zu untersuchenden Systems. Ist dafiir nach
geniigender Zeit eine obere Schranke zu finden, so ist das System dissipativ.

Der Begriff Subsystem D soll ein reduziertes ODE bezeichnen, in dem
nur die Dynamiken auf einer reduzierten Menge von Knoten D C I, also
s(t)p = Fp(t,z1,(t), zp(t)) mit festgelegten Parametern zj,: R — RHIPI,
modelliert werden.

In vorangehenden Arbeiten zu regulatorischen Netzwerken wie [Fiedlerl]
wurde aufierdem Selbstzerfall vorausgesetzt. Unter Selbstzerfall eines Kno-
tens in einem Netzwerk versteht man einen strikt negativen Effekt auf seinen
eigenen Wert, sprich 0,, Fj, < 0. Es erscheint notwendig, diese Selbstabhén-
gigkeit gegebenenfalls durch eine negative obere Schranke abzuschétzen. Da
insbesondere nicht-autonome F nicht nur auf einem Kompaktum ausgewertet
werden, benGtigen wir dazu eine stiarkere Form des Selbstzerfalls. Wir nennen
einen Knoten k also gleichmaéfsig selbst zerfallend, falls ein ag € R exis-
tiert, sodass 0,, Fi(t,z) < ag < 0 fiir alle ¢t € [tp, 00) und z des untersuchten
Teil des Phasenraums.

Selbstzerfall wurde genutzt, um zu zeigen, dass der Zeitkurs eines Knotens
nach geniigend langer Zeit ausschlieflich von seinen Vorgédngern determiniert
wird. In dieser Arbeit wollen wir ab Sektion [5] eine etwas allgemeinere Vor-
aussetzung nutzen, um zu zeigen, wann ein Subsystem D von der Vereinigung
aller Vorgénger seiner Elemente in I \ D determiniert wird.

Genauer verstehen wir unter Determinierung einer Menge von Knoten
B durch eine Menge von Knoten A, dass fiir zwei reellwertige Losungen
z(t), Z(t) des Systems folgende Implikation gilt:

tlggo za(t) —zZa(t) = 0= tlg(r)lo zp(t) — zZp(t) =0 (3.2)
Man spricht bei einer Menge I von determinierenden Knoten eines Sys-

tems I, falls I durch I C I determiniert wird. Der Begriff wurde erstmals
von [Foias| mit dieser Bedeutung belegt.



4 Vorangehende Resultate

Die Beweise in dieser Arbeit wie auch in [FiedlerI| weisen eine noch stirkere
Form von Determinierung nach. Wenn im Folgendem von Determinie-
rung die Rede ist, so ist damit gemeint, dass die Implikation auch fiir
Subsysteme B gilt. Sprich

2p(t) = F(t,2a(t), zB(t)) = Fi(t, 2(1)), (3.3)

wobei z4(t) € C° frei withlbar ist. Das heifit auch, wenn wir eine Menge
A von determinierenden Knoten gefunden haben, so bleibt A determinie-
rend fiir alle moglichen Dynamiken 24(t) = F'y(t, 2(t)) oder Stérungen der
Dynamiken auf den Knoten in A.

4 Vorangehende Resultate

Wir wollen uns Satz 1.4. von [Fiedlerl] genauer betrachten. Der Satz be-
schreibt, dass unter bestimmten Voraussetzungen eine Menge von Riick-
kopplungsknoten in einem regulatorischen Netzwerk gleichzeitig eine Men-
ge von determinierenden Knoten ist. Eine wichtige Voraussetzung ist dabei
gleichméfiger Selbstzerfall. In der verwiesenen Definition des vorausgesetz-
ten Selbstzerfalls wird allerdings keine gleichméftige obere Schranke verlangt.
In diesem Teil der Arbeit wollen wir ausgedehnt auf die Konsequenzen und
Moglichkeiten einen solchen Fehler zu korrigieren, eingehen.

4.1 Abweichungen der Notation

Um Konsistenz der Notation mit den Verallgemeinerungen im Teil [5| dieser
Arbeit zu gewéhrleisten, verwenden wir hier eine leicht abgewandelte aber
dquivalente Formulierung. In [Fiedlerl] wird ein modifizierter Interaktions-
graph verwendet. Genauer erzeugt %Fk # 0 keine Kante. Wenn allerdings

fiir ein Knoten k gilt a%ka < 0 und Selbstzerfall somit nicht erfiillt ist, wird
eine Schleife eingezeichnet. Eine solche Schleife qualifiziert als Kreis und der
Knoten ist damit in jeder Menge von Riickkopplungsknoten. Des Weiteren

wird %Fk aufgeteilt in den Effekt iiber diese eingefiigte Kante %Fk und

den restlichen Effekt auf sich selbst 0 F},, sodass %Fk =01 Fp+ %Fk. Der
Effekt der Kante kann nun so gewéhlt werden, dass eine Form des Selbst-
zerfalls 01 F < 0 erfiillt ist. Da k allerdings ohnehin in jeder Menge von
Riickkopplungsknoten liegt, ist dies fiir die Beweisfiithrung nicht notwendig.

Im Teil [5| der Arbeit ersetzen wir Selbstzerfall durch eine andere Bedingung
und eine Modifikation des Interaktionsgraphen wie in [Fiedlerl] ist nicht
mehr moglich. Damit kein Bruch in der Notation entsteht, passen wir diese



4.2 Zugrundeliegender Satz

in den zugrundeliegenden Resultaten leicht an. Wir modifizieren den Interka-
tionsgraphen nicht, verlangen allerdings Selbstzerfall lediglich von allen Kno-
ten, die auferhalb der ausgewéhlten Menge von Riickkopplungsknoten liegen.
Da eine Menge von Riickkopplungsknoten nach Hinzufiigen eines beliebigen
Knotens weiterhin eine Menge von Riickkopplungsknoten bleibt, dndert sich
nur wenig an der Formulierung. An dieser Stelle wollen wir aufserdem bemer-
ken, dass eine Schleife durch %Fk < 0 nach der hier gewéhlten Definition
von Kreisen kein Kreis ist.

4.2 Zugrundeliegender Satz
Wir beziehen uns auf Satz 1.3 aus [Fiedlerl]. Eine dquivalente Formulierung
ist die Folgende:
Satz 1. In einem dynamischen System mit einer Menge von Riick-
kopplungsknoten D C I, fiir das folgende Voraussetzungen erfillt sind

1. Die Nichtlinearititen F,F, € C° sind stetig;

2. Das System ist dissipativ;

3. Es gilt Selbstzerfall auf allen Knoten k € I\ D:

0
—F, < 0;
82k k

ist D eine Menge von determinierenden Knoten.

4.3 Konstruktion eines Gegenbeispiels

Sei z(t)r = Z(t)1, z(10) # Z(70) fiir ein 79 und d := ||z(70) — Z(70)||2-

Wir setzen y(t) := z(6(t)) und die Dynamik, an der Satz [l ohne gleichméfi-
gen Selbstzerfall scheitert, ist definiert durch

y(t) = 0 F(O(1), y(t)) =: F'(t.y(t)), (4.1)

wobei (t) := 19(1 — e ) oder eine andere ausreichend regulire Funktion
0: R — R mit strikt positiver Zeitableitung und der Eigenschaft lim;_,~, 6(t) =
7o sei. Es gilt

S (60(0) = 60 2 F(6(0),2(0(0)



4.4 FEinfaches Gegenbeispiel

Da ¢ eine glatte Funktion ist, erfiillt auch (4.1 die Anforderungen an die
Stetigkeit von Satz [I} Selbstzerfall ist weiterhin erfiillt, da 6(t) ein strikt
positiver Faktor ist.

Um Dissipativitat zu gewéhrleisten, erlauben wir nur Startwerte innerhalb
eines Balls, in dem alle Losungen nach tg < 79 einen Ball mit Radius C € R
nicht mehr verlassen.

Die Trajektorien von y liegen vollstandig in den Trajektorien von z und
werden im System lediglich mit einer anderen Geschwindigkeit durch-
laufen. Das Entscheidende bei dieser Konstruktion ist, dass der Zustand des
Originalen Systems zum Zeitpunkt 79 bei gleichem Startwert von nie
erreicht wird.

Sei nun y(0) = z(0) und g(0) = 2(0). Es gilt

ly(t) = 5(8)] = [2(0(8)) = 2(0(1))| == |2(70) — Z(r0)| = d # 0,

obwohl y(t); = g(t);. Das ist ein Widerspruch zur Behauptung, I sei deter-
minierend.

4.4 Einfaches Gegenbeispiel

Zusétzlich wollen wir hier noch ein konkretes Gegenbeispiel liefern. Dieses
Beispiel entspricht nicht der oben beschriebenen Konstruktion, sondern zeigt
nur einen ausgewahlten Fall in dem eine Menge von Riickkopplungsknoten
nicht stark determinierend ist.

Offensichtlich ist I = {1} eine Menge von Riickkopplungsknoten und die
verlangten Voraussetzungen an Stetigkeit und Selbstverfall sind erfiillt. Man
beachte, dass unsere etwas eigene Definition von Kreisen die Abhéngigkeit
eines Knotens von sich selbst nicht als Kreis wertet. Um auch Dissipativitét
zu gewidhrleisten, erlauben wir nur Startwerte |2(0)| < 1. Da I laut Satz
stark determinierend sein soll, konnen wir frei wihlen, wie sich z (t) verhalt.
Sei also z1(t) = 0. Die resultierende Differentialgleichung 29(t) = —e !25(t)
hat die Losung

2a(t) = exp(et) 2 e, 2(0)

Das Langzeitverhalten von z(¢) hdngt somit vom Startwert ab und wird nicht
vom Knoten 1 determiniert.



4.5 Urspriinglicher Beweis und Erlduterung

4.5 Urspriinglicher Beweis und Erlauterung

Um zu zeigen, dass es sich bei einer Menge von Riickkopplungsknoten D
um determinierende Knoten handelt, macht sich der Beweis zu Nutzen, dass
der verbleibende Graph I \ D ein Wald ist und somit eine partielle Ord-
nung = seiner Knoten definiert. Das heiltt i € I, — i =< k. Per Induktion
durchlaufen wir die Knoten des verbleibenden Graphen in einer Reihenfolge,
sodass ein Vorginger in dieser Reihenfolge k von k 4 1 auch der partiellen
Ordnung k < k + 1 gerecht wird. Unsere Induktionsannahme besteht darin,
dass alle vorangehenden Knoten bis zu einem bestimmten Knoten in dieser
Reihenfolge bereits zu einer eindeutig bestimmten Losung konvergieren. Den
Induktionsanfang machen alle Knoten der Menge D. Da wir zeigen wollen,
dass diese determinierend sind, setzen wir voraus, dass die verschiedenen
Zeitkurse z und Z auf den Knoten D bereits gegeneinander konvergieren. Im
folgenden beschréanken wir uns also auf den Beweis des Induktionsschritts.
Dazu betrachten wir die Differenz

Z(t) — z(t) = w(t)

von zwei moglichen Losungen Z und z des dynamischen Systems (3.1f), die
bereits auf allen Knoten j < k£ gegen 0 konvergiert. Es gilt

Lo
W(t) = F(t,5(t)) — F(t, 2(t)) :/O Sy F 6 2(0) + dw(®))dd.

Der Phasenraum ist RYY und somit konvex. Nach Anwendung der Kettenregel
erhalten wir die lineare nicht autonome gewohnliche Differentialgleichung

w(t) = Aw(t), (4.2)

wobei A(t fol D F(t, 2(t) + Yw(t))dd und %F die Jacobimatrix bezeich-
net. Wir konnen also emzelne Koordinaten von w schreiben als

wg(t) = —ap(t)wy(t) + by, (wr (¢), (4.3)
wobei

— Fy(
/M Wt 2(8) + dw(t))dd

sprich die negativen Diagonaleintrége der Jacobimatrix sind und

</ 5z Fh(t =(0) + ))dﬁ) | (4.4)

Jjely

Vektoren der Eintrége der k-ten Zeile der Matrix A(t) sind, die nicht gleich 0
oder ein Eintrag der Diagonalen sind. Daher ist das Skalarprodukt b1 (t)wy, (t)

10



4.5 Urspriinglicher Beweis und Erlduterung

dquivalent mit dem Skalarprodukt der k-ten Zeile von A(t) mit w(¢) minus
—ag(t)wi(t)-

Im n#chsten Schritt wird nun urspriinglich aus Selbstzerfall und Dissipati-
vitit geschlussfolgert, dass fiir jedes k die Schranken ag € RT und by € R
existieren, sodass

0 <ao <ap(t); [br(t)ll2 < bo. (4.5)

Es ist klar, dass die ay(t) aufgrund des Selbstzerfalls positiv sind. Aufserdem
wird %Fk (t,z) wegen der Dissipativitét ab einem Zeitpunkt ¢p nur noch auf
einem Kompaktum in der z-Koordinate ausgewertet und ist somit fiir jeden
Zeitpunkt ¢ und fiir autonome Systeme auch zu jedem anderen Zeitpunkt
beschriankt. Es ist allerdings nicht sichergestellt, dass dieser Term auch fiir
nicht autonome Systeme und Zeiten t > ¢y beschrankt ist. Dies ist allerdings
notwendig, da im weiteren Verlauf des Beweises Grenzwerte des Terms fiir
t — oo untersucht werden. Dieser Umstand wurde offensichtlich bedacht, da
in Satz [I] auch von gleichmdfigem Selbstzerfall die Rede ist. In der zugeho-
rigen Definition wurde diese wichtige Zusatzvoraussetzung allerdings nicht

gemacht.

Ahnliches gilt auch fiir die obere Schranke von ||by(¢)||2. Auch hier reicht
Dissipativitdt allein nicht aus, um die Eintrdge der Jacobimatrix fiir alle
Zeiten t zu beschréanken.

Um den Beweis hier zu vervollstdndigen und die Notwendigkeit dieser Ab-
schétzungen zu zeigen, nehmen wir vorerst an, dass gilt. Zunachst wen-
den wir Variation der Konstante auf die Gleichung an. O.b.d.A. soll
0 = ty die gleichnamige Variable aus der Voraussetzung der Dissipativitét
fiir den gewéahlten Startwert zg sein.

anlt) e (- | t ()5 ) 10

[l (= [ o) ooy oy

Zuletzt wenden wir die Dreiecksungleichung und die oben genannten Schran-
ken an, um den Betrag der Differenz w;, folgendermafen einzuschrénken.

on(t] < exp (— [ aots) @) + 3 ["exp (= [ aad) tlastoias

i€l

(4.6)

Lassen wir ¢ nun gegen unendlich laufen, so ist klar, dass der erste Summand
verschwindet. Fiir alle weiteren Summanden gilt durch den Satz der majo-
risierten Konvergenz mit der Beschrankung von w durch Dissipativitdt und

11



4.6 Vorschlag zur Reparatur von Satzm

durch die Induktionsvoraussetzung lim;_, o w;(t) = 0 fir alle i € I

t oo
lim [ e 0=y |w;(s)|ds = —bo/ e *a tlim |wi(t —s)|ds =0
0 —00

t—o00 0

und somit die Induktionsbehauptung

lim wg(t) = lUm Zx(¢) — zx(t) = 0.

t—o00 t—o00

4.6 Vorschlag zur Reparatur von Satz

Um die Schlussfolgerungen von Satz [1| auf moglichst viele Systeme anwenden
zu konnen, ist es erstrebenswert, moglichst wenig zusétzlich zu verlangen, um
den Beweis zu Satz [I] zu reparieren. Wie sich im Teil zeigen wird, hat
eine solche minimale Zusatzvoraussetzung eine recht komplizierte Form. Um
Priifbarkeit der Voraussetzungen zu gewahrleisten, finden wir in einen
Kompromiss zwischen Einfachheit und Schwéche.

4.6.1 Minimale Zusatzvoraussetzung

Es stellt sich die Frage, was notig ist, um die Konvergenz von w; im Beweis
aus Sektion zu zeigen. Alle Umformungen bis zur Gleichung sind
exakt und verwenden ausschlieflich Voraussetzungen an die Regularitéit von
F. Um also herauszuarbeiten, was eine minimale oder moglichst schwache
Zusatzvoraussetzung sein konnte, setzen wir an dieser Stelle an und beginnen
mit der Untersuchung der Konvergenz des ersten Summanden von :

Jim e (- | t au(s)ds ) (0 (17)

Durch Selbstzerfall ist das Vorzeichen von ay, stets positiv. Daher konvergiert
das Integral im Exponenten entweder gegen eine negative Zahl oder diver-
giert gegen —oo und der Summand verschwindet. Gilt wg(0) = 0 so ist der
Grenzwert trivialerweise auch 0. Da das System fiir alle moglichen Startwerte
determiniert werden soll, miisste dies allerdings auch fiir wg(0) # 0 gelten.

Da sowohl ay, als auch by, von den Startwerten z(0) und Z(0) abhéngen, konnte
man annehmen, dass es Startwerte gibt, fiir die nicht verschwindet,
sondern erst durch den zweiten Summanden in ausgeloscht wird. Dies
konnen wir allerdings durch folgende Fallunterscheidung ausschliefsen.

Fall 1: wy, =0, sprich limy_,oc wy(t) = limy_, exp (— fg ak(s)ds) wg(0).

12



4.6 Vorschlag zur Reparatur von Satzm

Zuerst machen wir darauf aufmerksam, dass durch die Wahl von w; = 0 auf
den determinierenden Knoten J und w;(0) = 0 fiir alle ¢ < k impliziert wird,
dass w; = 0 fiir alle ¢ < k. Dazu verweisen wir auf die Darstellung
von @ und die Tatsache, dass ein Knoten nur von seinen Vorgéngern in der
partiellen Ordnung =< abhéngen kann.

Nun betrachten wir fiir eine beliebige Losung z(t) und ein k € I mit einer
Losung 2¢(t), sodass
2°(0) := 2(0) + € - ex,

wobei e; der kanonische Einheitsvektor der k-ten Dimension ist. Da wir
die Dynamiken auf den determinierenden Knoten J frei wahlen kénnen, sei
25(t) = z;(t). Wir untersuchen jetzt we(t) := 2°(t) — 2(t).

Es ist klar, dass w§ = O flir alle ¢ < k: — 1 und somit wy = 0. Somit muss
laut der Darstellung ) der Term verschwinden, damit der Knoten k

weiterhin determiniert erd Es muss albo gelten

t

tlgglo ; ag(s)ds = oo. (4.8)
Da w§ = 0 fiir alle 7 < k — 1 und F} nur von z; und den Konzentrationen
der Vorgénger von k abhéngt, ldsst sich aj vereinfacht formulieren:

/ 5o Fult,2(0) + Du(ex)d

ar(t) gibt also den durchschnittlichen negativen Einfluss des k-ten Knoten
auf sich selbst (Selbstzerfallsrate) {iber die Linie {z(t) 4+ Ywj,(t)ex|¥ € [0, 1]}
an. Das Integral iiber diesem Durchschnitt muss fiir beliebig kleine wj, und
beliebige z divergieren. Daher divergiert das Integral {iber eine einzelne Lo-

sung,
t

lim iFk(s, z(s))ds

t—oo Joy Oz

fast uberall sprich fiir fast alle Losungen z. Dies bedeutet insbesondere, dass
fo ax(s)ds fiir jedes Paar, sich unterscheidenden Losungen Z, z fiir ¢ — oo
dlvergleren muss, auch im Fall wy, # 0. Das ist die erste minimale Zusatz-
voraussetzung.

Fall 2: wy, # 0.

Damit wy, # 0 miissen sich Z und z unterscheiden. Wie bereits in Fall 1
erortert, muss das Integral iiber aj stets divergieren und Term (4.7)) stets

13



4.6 Vorschlag zur Reparatur von Satzm

verschwinden. Damit wy, also gegen 0 konvergiert, muss zwangslaufig auch

t

lim [ exp (— / t ak(e)d9> bt (s)wr, (s)ds (4.9)

t—o00 0

o0

S

= lim exp (—/ ax(t — 0)d6> bi (t — s)wr, (t — s)ds
t—o0 Jy 0

verschwinden. Der erste Faktor im Integral ist durch 1 nach oben beschrankt,

da ay, strikt positiv ist. Sind die Eintrége von by gleichmé&fig beschrénkt, so

l&sst sich an dieser Stelle der Satz von der majorisierten Konvergenz anwen-

den und da dank der Induktionsvoraussetzung fiir alle s gilt

lim exp <— /08 ag(t — 9)d9> bi (t — s)wr, (t — s) = 0,

t—o00

verschwindet das gesamte Integral.

Wie in (4.4]) erkennbar, sind die Eintrage von by nur der Durchschnitt iiber
partielle Ableitungen, die laut Voraussetzung stetig sind. Daher ist by lo-
kal beschrénkt. Es ist durchaus moglich, dass es dynamische Systeme gibt,
fir die limy_o0 |bx| = 00 und dennoch konvergiert, wenn die anderen
Faktoren geniigend schnell gegen 0 konvergieren, um die Divergenz von by,
auszugleichen. Man konnte also eine maximale Divergenzrate fiir die Eintra-
ge von by, in Abhéngigkeit der Konvergenz von wy, und ay, erlauben, ohne die
Konvergenz von wy zu gefahrden. Dies wiirde bedeuten, dass die partiellen
Ableitungen %Fj (t),i # j fur grofe Zeiten beliebig groft werden diirften.
Dies ist allerdings nicht nur biologisch unsinnig, sondern auch mathematisch
schlecht priifbar. Wir werden deshalb nicht versuchen, eine minimale Zusatz-
voraussetzung fiir by zu formulieren. In der folgenden Sektion wollen wir uns
stattdessen darauf konzentrieren, eine moglichst leicht priifbare Zusatzvor-
aussetzung zu finden, ohne viele weitere dynamische Systeme auszuschlieffen.

4.6.2 Einfache Zusatzvoraussetzung

Wir wollen die oben als hinreichend festgestellte Voraussetzung der Be-
schrianktheit von by, erreichen und legen daher fest, dass ein by € RT existie-
ren muss, sodass

' 9 pt, »)

0z

< by. (4.10)

o0

Aufserdem wollen wir, dass jedes aj eine strikt positive untere Schranke ag
besitzt, also verlangen wir die Existenz eines ag € RT, sodass

ap < —0,, Fi(t, 2). (4.11)
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5 Verallgemeinerung von Satz m

Beide Zusatzvoraussetzungen sollen erfiillt sein fiir alle ¢ € [tg,00) und
l|z|l2 < C, wobei C' die Dissipativitatskonstante ist. Somit gilt

t t

lim [ ag(s)ds > lim [ apds = o0

und die oben festgestellten minimale Zusatzvoraussetzung an ay ist erfiillt.

Man konnte vermuten, dass sich diese Voraussetzung schlecht priifen ldsst.
Eine naheliegende Methode wire 0,, Fy(t, 2) fiir alle (¢, 2) € [tg, 00) x BV (C)
auf eine obere Schranke —ag zu testen. Um derartigen Aufwand zu vermei-
den, wollen wir hier kurz auf ein Lemma hinweisen, welche diese Priifung
vereinfachen konnte.

Jede nicht autonome Dynamik F(t,z) lasst sich in der Form F’'(0(t),z)
schreiben, wobei §: R — RF fiir ein bestimmtes k einem Vektor aller zeit-
lich variablen Parameter entspricht. Es ist zu beachten, dass weder F’: R¥ x
RY — RY noch #: R — RF eindeutig bestimmt sind.

Lemma 1. Ezistiert fiir ein dissipatives dynamisches System 2(t) = F(t, z)
mit Selbstzerfall ein F': RF x RN — RN und §: R — R¥, sodass F(t,z) =
F'(0(t),2) und t > sg — ||0(t)||2 < D fiir ein (so, D) € R%, so sind Voraus-
setzungen und erfillt.

Beweis. Wir werden zeigen, dass F’ nur auf einem Kompaktum ausgewertet
wird. Da 0., F, = 0,, F), durch 0 nach oben beschrénkt ist, nimmt es auf
diesem Kompaktum ein Maximum ag an und die Zusatzvoraussetzung des

(4.11)) gleichméfigen Selbstzerfalls und (4.11)) sind erfiillt.

Dissipativitdt gibt uns einen Zeitpunkt ¢y und die Voraussetzung an 6 ein
50, sodass fiir alle Zeiten ¢ > max{to, so}: (0(t), 2(t)) € B*(D) x BN (0),
wobei #*(D) x %N (C) kompakt in R¥ x RY liegt. O

5 Verallgemeinerung von Satz

Unser Ziel ist es, Satz[T] weiter auszubauen, um noch kleinere Teilmengen von
determinierenden Knoten zu finden. In der Diskussion zu [FiedlerI] wurde
bereits erwahnt, dass die Ergebnisse fiir nach Erweiterung der Dy-
namiken in rdumlichen Dimensionen durch partielle Differentialgleichungen
weiterhin gelten, wenn der Operator der Linearisierung negativ definit ist.
Wir wollen diesen Ansatz verwenden, um die Determiniertheit ganzer Sub-
systeme ohne rdumliche Erweiterung durch ihre Vorginger zu zeigen, auch
wenn sie gerichtete Kreise enthalten.
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5.1 Hauptsatz

5.1 Hauptsatz

Sei D C I ein Subsystem und Ip = (Jpcp Ix \ D die Vereinigung von Vor-
gangern der Elemente von D, die auflerhalb von D liegen. Im Folgenden
betrachten wir hidufig die Dynamiken des Subsystems D bei gegebenem Zeit-
kurs z7,:

ZID(t) :FD(t,Z[D(t),ZD(t)). (5.1)

Satz 2. In einem dynamischen System mit einer Teilmenge von Kno-
ten D C I, fiir die folgende Voraussetzungen erfiillt sind

1. Fp und die Jacobi-Matrix %FD sind stetig;

2. Es existiert ein ag € RY, sodass fiir alle x € RIP! mit ||| = 1 gilt

0
r. % g Lz < —ag; 2
LR p(t,2) @ < —ap; (5.2)

3. FEs existiert ein by € R, sodass H%Fp(t, z)H < by;
D o0

fiir alle t >ty und z € RN, so werden die Knoten D durch die Knoten Ip
determiniert.

Dissipativitdt des Gesamtsystems wird hier nicht vorausgesetzt. Zu allen
verbleibenden Voraussetzungen von Satz[I] gibt es ein Gegenstiick in Satz [2}
Die Anforderungen an die Stetigkeit sind identisch. Voraussetzung|2|ist eine
allgemeinere Form des starken Selbstzerfalls und [3] entspricht der Zusatzvor-
aussetzung an by, die fiir Satz (1] festgestellt wurde.

Es ist zu beachten, dass (5.2)) nur fiir reellwertige = verlangt wird. Im Gegen-
satz zur analogen Voraussetzung fiir komplexe = impliziert dies nicht, dass
%FD hermitesch ist.

Der Satz ist auch eine Verallgemeinerung von Satz 1 in [Lohmiller|. Lohmiller
et al. zeigen, dass fiir fest gewdhlte Zeitkurse der Vorganger zr, = Zj, alle
Losungen zp zu einer eindeutigen Losung konvergieren, wenn der symme-

BZD
Bereiches des Phasenraums ausschlieflich strikt negative Eigenwerte besitzt.

Dazu verwenden sie die resultierende asymptotische Stabilitdt jeder Losung
in diesem Bereich des Phasenraums. Liegen zwei Losungen Zp, zp vollstéandig
in diesem Bereich, so gilt lim;_, Zp(t) — zp(t) = 0.

trische Anteil der Jacobimatrix S := % (%FE + in) des untersuchten
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5.1 Hauptsatz

Wir erlauben hier zusatzlich die Wahl zweier verschiedener Zeitkurse der
Vorgénger Zj,,, 21, und verlangen lediglich, dass diese gegeneinander konver-
gieren und ihre Auswirkungen erster Ordnung %F '» begrenzt sind. Vor-
aussetzung [2] ist aukerdem dquivalent zur Voraussetzung an S in Lohmillers
Satz, wie folgendes Lemma zeigt.

Lemma 2. Voraussetzung [3 von Satz[3 ist dquivalent mit der Forderung,
dass die Figenwerte des symmetrischen Anteils S = ( 0 Fg+ 0 FD)

0zp 0zp

durch —ag nach oben beschrinkt sind.

Beweis. Zunichst zeigen wir die Implikation von Voraussetzung[2|zur Schran-
ke der Eigenwerte. Sei v der normierte Eigenvektor des symmetrischen An-
teils S mit dem groften Eigenwert A. Da S symmetrisch ist, sind v und A
reellwertig.

T 9 T 9 T

vi - —Fp-v=0v"-—Fp- v
82[) 62,3 b

Il
>

Um die Umkehrung zu beweisen, schreiben wir n = |D| und « als Li-
nearkombination von Eigenvektoren v; von S mit Eigenwerten JA;, sprich
x=mn1(x)v1 + . + () 0y,

AuRerdem sei af, € R die obere Schranke der Eigenwerte, sprich \; < —aj,
fir alle ¢ € {1,...,0}. Wegen der Linearitit des Skalarproduktes gilt

e Fp e =aTSe = Y NiE@) < <dy 30 #)
1€{1,...,n} i€{1,...,n}

Da Y n?(x) auf der kompakten Einheitssphiire ||z|s = 1 ausgewertet wird,
nimmt es sein positives Minimum an und es existiert eine negative obere
Schranke fiir 27 - %FD - I O

Abschliefsend ist zu erwdhnen, dass dhnlich wie in [Lohmiller| die Vorausset-
zungen und Schlussfolgerungen von Satz[2] auch fiir einen begrenzten Bereich
des Phasenraums gemacht werden konnen, solange dieser Bereich konvex ist.
Der hier geschilderte Beweis funktioniert weiterhin.
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5.2 Beweis des Hauptsatzes

5.2 Beweis des Hauptsatzes

Der Beweis ist eine Adaption des Beweises von Satz [1] aus [Fiedler].

Beweis. Seien z(t) und Z(¢) Losungen von (3.1)) oder (3.3) und
w(t) := Z(t) — 2(t).
Es soll also gezeigt werden
tlgglowb(t) =0= tlgrolowD(t) =0.

Wir bilden die Ableitung und schreiben die Differenz als Integral:

w(t):/o d%F(t +(t) + Ow(t))do

Die Anwendung der Kettenregel liefert uns

wobei

/ DRt 2(t) + Ow(t))do.
Man betrachte nun folgende Darstellung der Dynamiken auf den Knoten D:
wp(t) = Apxp(t)wp(t) + b(t), (5.3)
wobei Apyp(t) die Eintrage mit den Indizes D x D von A(t) sind und
b(t) == Apxip ()wrp, (1)

Voraussetzungimpliziert eine obere Schranke fiir die Eintrége von Apx 1, (t).
Da zusétzlich limy_,o wy, (t) = 0 vorausgesetzt wird, konnen wir schlussfol-
gern, dass lim; o ||b(¢)[|2 = 0 und ||b(¢)||2 fiir alle ¢ > to beschréankt ist.

Wir definieren nun 7(¢) := ||wp(t)||2 und bemerken folgende Umformung:

TApwp(t)wp(t) +wp(t)Tb(t).

Apxp(t) ist ein Integral der Linge 1 iiber die Jacobimatrix 8 Fp(t,-).
Voraussetzung [2 liefert uns daher eine Abschitzung des ersten Summanden
durch einen negativen Term. Der zweite Summand wird durch seinen Betrag
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5.3 Alternative Form

nach oben abgeschétzt. Anschliefend kiirzen wir den positiven Radius r(t) =
lwp (£)]]2:

r(8)(t) < —aollwp(®)]13 + [wp(®)]l2]1b(t)]l2
7(t) < —aor(t) + [[b(1)]]2

Fiir die Stellen r(¢) = 0 nehmen wir den euklidischen Betrag der Gleichung
(5.3). Die dort resultierende Gleichung impliziert die hier entstandene Un-
gleichung fiir die Stellen r(¢) = 0.

Nun erhalten wir durch Variation der Konstanten folgende obere Schranke
fiir r(t):
t
r(t) < rto)e™ T + / R O] P
to
Lebesgue-dominierte Konvergenz erlaubt uns die Umformung;:

o0
lim #(t) = 0+ / ¢~ lim [[b(t — s)||ads = 0
t—o00

t—o00 to

Dies impliziert lim; o, wp(t) = 0 und somit die Behauptung. O

Es konnte verlockend wirken, Voraussetzung [2] durch Anforderungen an die
Eigenwerte der Jacobimatrix umzuwandeln und negative Eigenwerte voraus-
setzen. Dies impliziert zwar negative Eigenwerte der nicht autonomen Matrix
Apxp(t), doch reicht es nicht aus, um die Stabilitdt des Equilibriums 0 des
homogenen Problems © = Apxpv zu gewéhrleisten, wie zum Beispiel anhand
der Schaukel mit nicht autonomer Kettenlinge in [Arnold| gezeigt wird. Dies
ist allerdings essentiell, um nach Anwendung der Variation der Konstanten,
Konvergenz von r(t) zu schlussfolgern.

5.3 Alternative Form

So wie in Lemma [1| gezeigt werden konnte, dass die vereinfachten Zusatz-
voraussetzungen zu Satz [[] durch Anforderungen an die nicht autonomen
Parameter vereinfacht werden kénnen, wollen wir auch hier kurz auf eine
andere Version von Satz [2] eingehen.

Satz 3. In einem dissipativen dynamischen System mit einer Teilmen-
ge von Knoten D C I, fiir die folgende Voraussetzungen erfillt sind,

1. Fp und die Jacobi-Matrix g% sind stetig;

2. Es existiert ein stetiges F': RF x RN und o: R — R¥, sodass F(t,z) =
F'(o(t),2) und ||o(t)||2 < C fiir alle t > to und ein (to,C) € R?;
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5.4 Determinierung ausschliefsen

3. afD Fp(t,z) ist negativ definit;

werden die Knoten D durch die Knoten Ip determiniert.

Beweis. Die Anforderungen an die Stetigkeit in Voraussetzung [l sind iden-
tisch zu denen in Satz [2] Wegen Voraussetzung [2] und da das System dissi-
pativ ist, liegen alle (o(t), z(¢)) innerhalb eines Kompaktums und das stetige
F’ = F als auch die stetige Jacobimatrix F, = F, und CCT%FD.’L‘ nehmen
auf diesem Kompaktum ihr Maximum an. Somit sind auch Voraussetzungen

und [ fiir Satz [ erfiillt. O

5.4 Determinierung ausschliefien

Wird D durch seine Vorgdnger determiniert, bedeutet dies insbesondere,
dass alle Losungen des Subsystems stabil sein miissen. Instabilitét hingegen
schlieftt Determinierbarkeit, wie sie hier definiert wurde, aus.

Lemma 3. Euzistiert eine Lisung z(t) von (3.1), sodass der Anteil zp(t)
keine asymptotisch stabile Losung des Systems 1st, so wird D durch Ip
nicht im klassischen Sinne determiniert.

Beweis. Wir setzen Zj,, = zr,,, sprich wy, = 0. Da zp(t) nicht asymptotisch
stabil ist, gilt fiir eine von z verschiedene Losung Z auch nicht limy_,o Zp(t) —
zp(t) = 0. O

Es ist zu beachten, dass Voraussetzung 2| fiir Satz[2]deutlich stirker als gleich-
maRiger Selbstzerfall ist. Setzt man im folgenden Lemma fiir D’ die Menge
eines einzelnen Knotens ein, so erkennt man, dass gleichméfiger Selbstzerfall
stets impliziert wird.

Lemma 4. Gibt es ein Subsystem D' ¢ D, fir das die Voraussetzungen fir
Satz[Q nicht erfillt sind, so sind die Voraussetzungen auch fir das Subsystem
D nicht erfiillt.

Beweis. Fiir die Anforderungen an Stetigkeit als auch fiir Voraussetzung [3]ist
dies offensichtlich. Aus Voraussetzungfiir D folgt, dass 27 - %F p-x < ag
fiir alle z € RIP|. Dies gilt insbesondere fiir alle z € RIP! mit zp\pr = 0.

Sprich
0

az FD/~$D/§—CI,O.
D’

Dies vervollstindigt die Kontraposition. O
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5.5 Vereinigung von determinierten Subsystemen

5.5 Vereinigung von determinierten Subsystemen

Es ist leicht zu zeigen, dass die Vereinigung eines durch seine Vorgdnger
determinierten Subsystems mit einem entsprechenden Wald ebenfalls durch
seine Vorganger determiniert wird, solange dadurch keine neuen gerichtete
Kreise entstehen. In dieser Sektion wollen wir noch allgemeiner zeigen, dass
die Vereinigung zweier beliebiger Subsysteme, die die Voraussetzungen fiir
Satz [2] erfiillen, durch die Vorgénger der Vereinigung determiniert werden,
falls die Interaktion zwischen den Systemen nur in eine Richtung geschieht.

Lemma 5. Seien A und B disjunkte Teilmengen von Knoten eines unter-
suchten dynamischen Systems, fiir die jeweils alle Voraussetzungen von Satz
@ erfillt sind. Hat A keine Vorginger in B, sprich 4N B =0, so wird auch
das Subsystem AU B wvon seinen Vorgdngern determiniert.

Beweis. Laut Definition ist 74 N A = () und laut Voraussetzung I4 N B = ().
Es folgt

D)

Ulk\AUB

keA

IAuB:[ U \AuB = I, (5.4)

ke AUB

Um zu priifen, ob das Subsystem AU B durch seine Vorgénger determiniert
wird, setzen wir voraus, dass lim; o 27, ,(t) = 0. Laut impliziert
dies limy o0 27, (t) = 0. Da auch das Subsystem B durch seine Vorgénger
determiniert wird und Ig C [Igup U 4], gilt auch limy_,+ 2z (t) = 0. O

6 Beispiele

Einige Implikationen von Satz [2] m6chten wir hier erldutern. Der alternative
Beweis zu Satz [I] zeigt nur die Konsistenz des Ergebnisses. Wichtig sind
vor allem die Teile und die dabei helfen sollen, typische Subsysteme
schnell und einfach auf die Voraussetzungen von Satz [2] zu priifen.

6.1 Alternativer Beweis zu Satz [1]

Zunéchst wollen wir zeigen, dass es sich bei Satz [2] tatsichlich um eine Ver-
allgemeinerung von Satz [I] handelt und Implikationen von Satz [1| enthalten
sind. Dazu beweisen wir Satz [[l mittels Satz 2l und Lemma [5

Beweis. Der Graph ohne ,Riickkopplungsknoten“ ist ein Wald. Ein Wald
impliziert eine partielle Ordnung <. Werden die Knoten so benannt, dass
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6.2 Kreise

\ J

21/n+1 Zn/0
-—

Abbildung 1: Kreis als Interaktionsgraph

ihre Reihenfolge konsistent mit dieser partiellen Ordnung ist, sprich i <
j = 1 = j, so ist die Jacobimatrix dieses Subsystems eine Dreiecksmatrix
A € R™™, Jeder Knoten allein erfiillt die Anforderungen von Satz[2und wird
daher von seinen Vorgéngern determiniert. Seien Vj := U;—1,_r{i¢} von den
Bléattern des Waldes beginnende Vereinigungen. Durch Lemma [5] wissen wir
nun, dass aus der Determiniertheit von Vi die Determiniertheit von Vi1
folgt. Dies zeigt induktiv, dass das Subsystem des gesamten Graphen von
seinen Vorgéangern determiniert wird. O

6.2 Kreise

Gerichtete Kreise im Interaktionsgraphen der Modelle fiir regulatorische Netz-
werke bedingen, wie unter anderem in [Alon| geschildert, die kompliziertes-
ten Dynamiken. Es kann daher von besonderem Interesse sein, zu wissen, ob
solche Teile des Systems von ihren Vorgéngern determiniert werden.

Zum Beispiel in [Thomas| wurden fiir diskrete Systeme gerichtete Kreise
mit bestimmten Eigenschaften als notwendige Bedingung fiir die Existenz
mehrere Equilibria nachgewiesen. Sind die Voraussetzungen zu Satz [I] von
[Fiedlerl] fir ein kontinuierliches System gewahrleistet, so ist ebenfalls aus-
geschlossen, dass dieses System ohne gerichtete Kreise mehrere Equilibria
aufweist. Wir wollen hier noch einen Schritt weitergehen und analysieren,
wann auch gerichtete Kreise von ihren Vorgéngern determiniert werden und
somit ebenfalls nur ein einzelnes Equilibrium auspragen koénnen.

Im néchsten Satz soll D also einen gerichteten Kreis bezeichnen. Da es sich
bei einem gerichteten Kreis um einen gerichteten Pfad handelt, besteht die
Menge der Vorganger innerhalb des Kreises I, N D eines Knotens k& nur aus
einem Element. Wir wollen die Elemente so nummerieren, dass I; = {n}
und I 1 = {k} fiir alle & # 1, wobei n = |D|. Um die Notationen weiter
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6.2 Kreise

zu vereinfachen, wollen wir, dass der Knoten 1 aufserdem die Bezeichnung
n + 1 erhélt und Knoten n auch 0 genannt werden darf. So sind dann z.B.
Zn+1 = 21 und 2zg = zp. Eine Darstellung des Interaktionsgraphen ist in
Abbildung [T] zu sehen.

Satz 4. Ist der Graph des Subsystems D = {1, ...,n} ein gerichteter Kreis
und es existiert ein ty € R, sodass fir alle t > to und z € RN folgende
Voraussetzungen erfillt sind,

1. Fp und die Jacobi-Matrix iFD sind stetig;

0zp

2. Es existiert ein ag € R\ {0}, sodass fiir alle i € D gilt

0 11 0
821‘ Fz(t7 Z) =9 ‘azi_lﬂ(ta Z) Fz+l(t7z) ao;

_Lo
210z

3. Es existiert ein by € R, sodass ||%Fk(t, 2)|loo < bo fiir alle k € D;
k

so wird D durch seine Vorginger Ip determiniert.

Die Ahnlichkeiten zu Satz [2] sind deutlich. Voraussetzung [2| des Satzes soll
dabei helfen, Voraussetzung [2] von Satz [2, im speziellen Fall in dem D ein
gerichteter Kreis ist, leichter zu priifen. Alle anderen Voraussetzungen von
Satz [2] folgen direkt.

Bewets. Da D ein gerichteter Kreis ist und wir die oben beschriebene Inde-
xierung verwenden, gilt fiir die Jacobimatrix

aélFl 30 0 2 F
—Fp=| 0
6ZD b

Um Voraussetzung [2| fiir Satz |2 zu erfiillen, muss ein af, € R existieren,
sodass fiir alle # € R” mit ||z|j2 = 1 und = = (1, ..., x,)7 gilt

0
)
:ZED [(%F :p$+azi_le T T < —aj, (6.1)
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6.3 Diffusionssubnetze

Wir beginnen damit L(z) nach oben abzuschétzen, indem wir die gemisch-
ten Terme durch ihre Betrdge ersetzen, um dann die Cauchy-Ungleichung
anzuwenden:

F;

0 o 0 plli2, 2
=, L’izi i i+‘32¢_1 2(%4‘%—1)]

Nun sortieren wir die Summanden um, sodass nur die Monome x; im -ten
Summanden auftauchen:

9 1| 9
L(w)SZ{aze"w?Jrz‘

110
Fi|2? + = |=—F
£ Ti 2 ‘azz ol
€D

;
0zi—1

xf] (6.2)

Damit L(z) < —af fiir alle ||z]s = 1 = 22 gilt, also zum Beispiel auch fiir
Elemente der kanonischen Basis wie z = (0, ...,0, 1,0, ...,0), reicht es, wenn
fiir alle ¢ € D gilt

0 1| o 1|9
I+ -2 R+ | LRl < —a
0% + 2 0z;_1 1| 2 ‘82’, i) = a0
Dies entspricht Voraussetzung [2] O

Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz mehrere Equilibria ist also die
Existenz eines Subsystems D, fiir das die Voraussetzungen von Satz [2| nicht
erfiillt sind. Das schliefit Kreise D ein, die Voraussetzung [2] von Satz [ nicht
erfiillen oder Knoten ohne gleichméfigen Selbstzerfall.

Um aufbauend auf die hier gefundenen Resultate eine vergleichbare Aussage
zu der von [Thomas| machen zu kénnen, sind weitere Untersuchungen tiber
Dynamiken von Vereinigungen von Kreisen nétig, denn wir kénnen noch
nicht folgern, dass aus der Determiniertheit zweier sich iiberschneidender
Kreise auch die Determiniertheit der Vereinigung folgt.

6.3 Diffusionssubnetze

Um das Zusammenspiel von Reaktionen und Diffusion {iber einen kontinu-
ierlichen Raum zu modellieren, bieten sich, die auch Reaktionsdiffusions-
gleichungen genannten, partiellen Differentialgleichungen an, wie sie unter
anderen in [Fiedler3| ausfiihrlich behandelt werden. Um hier im Bereich der
gewohnlichen Differentialgleichungen zu bleiben, wollen wir mittels eines An-
satzes der finiten Elemente raumlich diskretisieren und den Diffusionsprozess
zwischen den diskreten Elementen als Teil der Gleichung verstehen,
wobei die Knoten nun fiir die homogene Stoffkonzentration einer Spezies in
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6.3 Diffusionssubnetze

einem Teil des Raumes stehen soll. Das bietet sich, zum Beispiel im Kon-
text der biologischen Zelle fiir die verschiedenen Organellen der Zelle an,
in denen die jeweiligen Stoffkonzentrationen anndhernd homogen sind und
vor allem Diffusion iiber die Grenzen dieser Organellen modelliert werden
sollen. Die Teilmenge von Knoten eines regulatorischen Netzwerkes, die die
verschiedenen Konzentrationen der gleichen Spezies in den verschiedenen
Loci beschreibt, wollen wir im Weiteren Diffusionssubnetz nennen. Es ist zu
beachten, dass eine solche Unterscheidung von Konzentrationen in verschie-
denen Organellen nicht fiir alle Spezies eines gen-regulatorischen Netzwerkes
oder Signaltransduktionsnetzes notig sein muss und derartige mehrdimensio-
nale Diffsuisionskomplexe eventuell nur fiir ausgewéahlte Spezies existieren.

Definition 1. D C I heifst Diffusionssubnetz, wenn die Dynamik auf den
Knoten D folgende Form hat:

an(t) = Fu(t 21, (1), 21(8)) + (Qzp())r k€ D, (6.3)

wobei F und %FD stetig sind, (Qzp(t))x die k-te Zeile des Produktes be-
zeichnet und @ eine Matrix der Form

=D ip Qi Q2,1 e Qn 1
o a1 - Zi;éZ Qg2
On,n—1
a1 e Qn—1n — Zz;én Q5 n

mit Symmetrie o j = aj; und positiven Eintrigen a;; € RY U {0} abseits
der Diagonalen ist. Man beachte, dass Fy, ausschlieflich vom Knoten k selbst
und von Knoten auferhalb von D abhdngt.

D heifit auflerdem zusammenhdngendes Diffusionssubnetz, wenn der
zugehorige Interaktionsgraph stark zusammenhdngend ist.

Ein mdglicher Interaktionsgraph eines Diffsionskomplexes ist in Abbildung
2 zu sehen.

Lemma 6. Der Rang der Matrix QQ eines zusammenhdngenden Diffusions-
subnetzes ist n — 1.

Beweis. Wir suchen Unterrdume (z) C R" mit « = (21, ..., z,) und Qz = 0.
Laut Definition von @ steht auf der Diagonalen der symmetrischen Matrix
das Negative der Summe aller anderen Zeileneintrége. Ist also z € ((1,...,1))
so ist Qz = 0.
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6.3 Diffusionssubnetze

P
;0

-

Abbildung 2: Interaktionsgraph eines Diffusionssubnetzes mit Diffusion
zwischen jedem Paar von Knoten.

Nehmen wir nun zusétzlich an, dass ein x existiert mit x; # x; fiir ein Paar
(7,7) und Qz = 0, erhalten wir folgendermafen einen Widerspruch:

Ein solches z besitzt einen groften Eintrag xp = ||2]|so. Laut der Definiti-
on von zusammenhédngenden Diffussionskomplexen existiert im zugehdrigen
Interaktionsgraphen ein gerichteter Pfad vom Knoten k&’ zu jedem Knoten
" mit xy < 3. Auf diesem Pfad existiert ein Knoten k mit einem benach-
barten Knoten [, sodass z; = x» und xp > z;. In anderen Worten heifst
dies, dass man vom Knoten mit dem grofsten Wert den Kanten des Graphen
folgen kann, bis man einen Knoten erreicht, der einen kleineren Wert hat.
Die letzte Kante dieses Pfades nennen wir (k, ). Wir betrachten nun die k-te
Zeile der Gleichung Qx = 0:

Ty + ... — Tp Z(a@k) + ..+ zh0n,=0

ik
«@ «
&y =7 _ Mk otz _ Ynk
Zi;ék Qi k Zi;ﬁk @ik
Die Notation ,, ...  steht hier fiir alle Summanden aufser dem k-ten. Man er-

kennt, dass es sich bei den Faktoren zu x; auf der rechten Seite der Gleichung
um eine Partition der Eins handelt. Da x; < x3, wissen wir:

QK Qn ayg+ ...t ank
=21 | =—— |+t | =—"— | <z} L
Zz’;ék Q4K Zi;ék Qi k Zi;ék 4k

Da allerdings > £ (2%7’“> = 1, entspricht die rechte Seite xj; und steht

ik Yik
somit im Widerspruch zur Behauptung. O

Lemma 7. Die Matriz () eines Diffusionsnetzwerkes 15t megativ semi-
definit.
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6.4 Chemische Reaktion

Beweis. Da @ hermitesche ist, reicht es zu zeigen, dass alle Eigenwerte ne-
gativ oder 0 sind. Wir wenden GerSgorins Kreis-Satz |GerSgorin| an. Sei
di == =5 i O der i-te Diagonaleintrag von Q. Fiir die Eigenwerte A\ gilt
laut Gersgorins Satz:

A€ U:%’Cllz Z aji | = U%clll (—d;)

i j#i
und somit A < 0. L]

Definition 2. Ein Knoten k eines Diffusionssubnetzes heif$t zusdtz-
lich gleichmdfig selbst zerfallend, falls %Fk <agp <0.

Definition 3. Ein Knoten k eines Diffusionssubnetzes heifit zusdtz-
lich selbst aktivierend, falls %Fk > 0.

Satz 5. Ein zusammenhdngendes Diffusionssubnetz D mit mindestens ei-
nem zusdatzlich gleichmdfig selbst zerfallenden Knoten k, keinem zusdtzlich
selbst aktivierenden Knoten und beschrinktem Einfluss durch seine Vorgdn-

o
Ozrp, Fp

ger

) < by wird durch seine Vorginger Ip determiniert.

Beweis. Wir untersuchen die Jacobimatrix von Fp(t, 21, (t), zp(t)) = Zp(t):

0 0 =
—Fp=—F
971 D 92 D+ Q

0 0 -

=l — Fpr=a2"——Fpr+ 2T Qu (6.4)
0z D 0z D

Die Matrix @ ist laut Lemma|[7]negativ semidefinit. Somit ist der rechte Sum-

mand in (6.4) negativ fiir alle Vektoren x auferhalb des Kerns ((1, ..., 1)) von

Q. Laut der Definition fiir Diffusionssubnetze handelt es sich bei %F D um
eine Diagonalmatrix. Die Eintrage der Diagonalen sind wegen der Vorausset-
zungen an Selbstzerfall und Selbstaktivierung maximal 0 und an mindestens
einer Stelle strikt negativ. Somit ist der rechte Summand fir = € ((1,...,1))
ebenfalls strikt negativ. Daher ist der gesamte Term strikt negativ. Da @
autonom ist und der starke Selbstzerfall eine obere Schranke hat, ist der
gesamte Term durch ein negatives —ag nach oben beschrankt und Voraus-
setzung [2] von Satz [2) ist erfiillt. Voraussetzungen [I] und [3] folgen direkt aus

den Voraussetzungen von Satz O

6.4 Chemische Reaktion

Die bisherigen Ergebnisse erwecken die Hoffnung, dass selbst fiir sehr grofie
stark zusammenhéangende regulatorische Netzwerke eine sehr kleine Men-
ge von determinierenden Knoten gefunden werden kann. Eine grofse Klasse
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6.4 Chemische Reaktion

von Interaktionen in regulatorischen Netzwerken, die hdufig Anwendung fin-
det, sind chemische Reaktionen, die durch die chemische Master-Gleichung
beschrieben werden. Es stellt sich leider heraus, dass eine solche Reaktion
héufig nicht von seinen Vorgéngern determiniert wird.

Wir betrachten die chemische Reaktion von n Reaktanten S; mit den sto-
chiometrischen Koeffizienten v € N” zu einem Produkt S’:

1S; + ...+ RS, — V'S

Hiufig wird die Dynamik der Stoffkonzentrationen z;: R — R™ durch die
chemische Master-Gleichung beschrieben. Ein Faktor der Reaktionsrate ist
die sogenannte Propensitit der Reaktion P: R” — RT. Genauer wird die
Reaktionsrate wie folgt beschrieben:

Zz(t) = —I/l'P(Z) + hz(t) = Fi(t, Z) (65)

So erlauben wir verschiedene Reaktionsdynamiken, wie zum Beispiel ,Mass
Action Kinetics“ [Feinberg] oder ,Hill Gleichungen® [Hill|.

P entspricht hier auch dem ,flux vector oder Flussvektor wie in [Mochizuki2]
und [Fiedler2]. Wohlgemerkt ist P hier eindimensional.

Meist wird die Propensitdt durch jeden beteiligen Reaktanten begiinstigt,
sprich

oP

95 >0 (6.6)

Auflerdem fallt die Propensitit durch die Abwesenheit eines Reaktanten auf
0, sprich
Vie D: lim P(z) = 0. (6.7)
Zi~>0
Diese beiden Eigenschaften und (6.7)) sind nicht notwendig, um Deter-
miniertheit des Subsystems auszuschliefsen, allerdings werden wir im Verlauf

der Argumentation unsere Situation durch diese Voraussetzungen begiinsti-
gen konnen.

Durch A: R — R"™ erlauben wir nicht autonome Effekte, die zum Beispiel von
den Vorgingern der Reaktion in einem groferen Netzwerk ausgeiibt werden.
Wir nehmen an, dass diese Effekte begrenzt sind.

Die Dynamik der Konzentration von S’ wollen wir hier nicht mit modellieren.
Nach Lemma [4] reicht es, Determiniertheit des Subsystems D := {1,...,n}
auszuschlieffen.
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6.4 Chemische Reaktion

P N
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0

Abbildung 3: Interaktionsgraph der Reaktion

Ein Interaktionsgraph der Reaktion ist in Abbildung [3| dargestellt.

Fiir die Eintrage der Jacobimatrix gilt

2 . _0P(2)
aiszz(uz)— Vi 82]‘

Die Zeilen der Matrix unterscheiden sich nur um die Faktoren v; und der
Rang ist 1.

Wir formulieren nun die Dynamik der Differenz zweier Losungen w(t) =
Z(t) — z(t), wie im Beweis zu Satz [2}

W(t) = A(t)w(t) + b(t),

wobei b(t) = h(t)—h(t) der Differenz der nicht autonomen Effekte entspricht.
Um spater Variation der Konstanten anwenden zu konnen, betrachten wir
zunéchst die Losung des homogenen Problems

o(t) = At)u(t).

Fiir die Zeilen von A gilt die gleiche lineare Abhéngigkeit wie fiir die Zeilen
von %F . Also gibt es nur einen Eigenwert verschieden von 0 und es gilt

d . .
—_ (I/j’[)i — l/in) = I/jvi - I/Z'Uj =0.

dt

Dies gibt uns die n — 1 Erhaltungsgrofen E; := yjv; — vy fiir [ € {2,...,n}.
Um das Problem auf ein Eindimensionales zu reduzieren, konnen wir substi-
tuieren durch:

v (t) — E

u(t) = ”

Wir wihlen nun einen Vektor & mit 1§ — 11§ =0 = E; fir I € {2,...,n}
und betrachten

Z LoP(t,0) = LoP(t,0)
Apyxp )€ = — Lz;’/i/o Tzide &1 _Z-Z;Ei/o Tzide'
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6.4 Chemische Reaktion

Der zweite Summand verschwindet, da F; = 0. Wegen des Zusammenhangs
&1 = 11§ gilt aukerdem

- - 1 0P(t,0)
Apxpt)E = — ; [Vi/o 97 dQ] &

£ ist also ein Eigenvektor von A, unabhéngig von ¢t und mit dem Eigenwert

n 1
Mt ==y i aPa(Ze)de'
i=1 '

Es ist wenig iiberraschend, dass v die Beschreibung von £ erfiillt. Da es nur
einen Eigenvektor mit nicht trivialem Eigenwert gibt, ergibt die Figenvek-
torzerlegung des homogenen Problems

8(0) = Lpu((t)) = ~AD) - puo(1))

wobei p, die Orthogonalprojektion auf den Unterraum (v) ist. Die Losung
entspricht der einzigen nicht trivialen Fundamentallésung und definiert den
linearen Flussoperator:

(0 = puooyeso / X)) + [0 pufon)] = 90 ()

Variation der Konstanten liefert uns also folgende Losung fiir das inhomogene
Problem:

w(t) = Phto [wo + / t cptw(b(f))df]

to

= "0 (wp) + / "7 (b(r))dr

to

Setzen wir die Definition von ® ein, erhalten wir
w(t) =puw)exo / X)) + o = i)
+ [ ot ess ([ -6)as) + i) - pulbirlar

to

[ f o) o020
+ v [’wo exp (/t: —A(s)ds> + /t: b(T) exp (/Tt —A(s)ds) dr] )

Die beiden Summanden in eckigen Klammern der letzten Darstellung sind
aufgrund der Projektion orthogonal zueinander. Damit lim;_, o w(t) = 0 gilt,
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6.4 Chemische Reaktion

miissen die beiden Summanden also unabhéngig voneinander verschwinden.
Der erste Summand wird allerdings, abgesehen von seiner Richtung, in keins-
ter Weise durch die Reaktion beeinflusst. Gilt nun aukerdem h(t) = h(t),
sprich b(t) = 0, so entspricht der erste Summand wp — p, (wp) und dies ist je
nach Wahl der Startwerte Z(0), z(0) nicht 0.

Determiniertheit im klassischen Sinne kann also flir Reaktionen der Form
ausgeschlossen werden. Dies gilt allerdings nicht unbedingt fiir Reak-
tionen, die so in ein groferes Netzwerk eingebettet sind, dass h explizit auch
von zp abhédngt. In solchen Fallen dndert die Jacobimatrix ihre Form und
kann unter Umstidnden durchaus Satz [2] gentigen.

Man beachte, dass wir an dieser Stelle weder die Voraussetzungen und
(6.7) noch die Begrenztheit von h verwendet haben. Beglinstigen wir nun
also unsere Situation und setzen diese ein.

Voraussetzung stellt sicher, dass —A(t) < 0.

Koénnen wir annehmen, dass durch die nicht autonomen Effekte eine gewisse
minimale Produktionsrate der Reaktanten sichergestellt ist, sprich h;(t) >
ho > 0, so konnen wir zusammen mit Voraussetzung schlussfolgern, dass
eine minimale Reaktantenkonzentration nicht unterschritten wird, sprich
zi(t) > zo > 0. Wenn wir auferdem Dissipativitit voraussetzen, wissen wir,
dass z nach gentigend langer Zeit ein Kompaktum nicht mehr verlasst. Da
—At)=—=>" v ! 81;(29) df und P nur auf einem Kompaktum ausgewer-

0
tet wird, erhalten wir eine obere Schranke —A(t) < —Xg < 0.

Angesichts dieser begiinstigten Situation erhalten wir eine obere Schranke
fiir den Betrag des zweiten Summanden der Differenz w:

pu(wo) exp (/t: —)\(s)ds) + /t:p,,(b(r)) exp (/Tt _,\(S)ds,) dr

t
<|py (wo)||fe 0] +/ 19w (b(7)) [|2]e= 2= |dr
to

2

Betrachten wir nun den Grenzwert fiir ¢ — oo, konnen wir den Satz der
majorisierten Konvergenz anwenden und alle Terme verschwinden. Die Be-
schriinktheit von b(r) = h(r) — h(r) folgt aus der Beschrénktheit von  und
h. Wir kénnen also iiber die Differenz w sagen

Jim w(t) = (wo + /: b(r)dr) _p, (wo 4 /: b(r)dr) ,

also lim;_,o py(w(t)) = 0. Dies ist ein interessantes Ergebnis, denn es be-
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7 Fazit und Ausblick

deutet insbesondere, dass
0= lim p,(@(t))
= lim vP(()) — pu (h(t)) — vP(2(1)) + pu (h(1))

t—o00
= lim v [P(2(t)) — P(z(t))]
t—o0
und somit die Konvergenz der Reaktionsraten, was ein beachtenswerter Aspekt
in der Anwendung sein kann. Das Resultat fithrt zu folgendem Lemma:

Lemma 8. Ist der Einfluss eines Subsystems von Reaktanten A auf ein
Subsystem wvon Produkten B durch die chemische Master-Gleichung
beschrieben und folgende Voraussetzungen sind erfillt,

1. B wird durch Ig determiniert;

2. Die Reaktanten haben einen positiven Effekt auf die Propensitit, sprich
% >0 fir alle i € A;

3. Das gesamte System ist dissipativ;
4. Es existiert ein 2° € RT sodass z;(t) > 2° fiir alle i € A;

5. Die nicht autonomen Effekte h(t) sind beschrinkt;
so wird B auch durch (I \ A)UI4 determiniert.

[Jamshidi| zeigte bereits den Dualismus zwischen der Linearisierung fiir Kon-
zentrationen und Vektorfliisse. Beispiel [6.4] hat gezeigt, dass eine dhnliche
Struktur fiir die Zeitkurse nicht besteht. Es kann daher ratsam sein, neben
dem Konzept der Determinierung von Konzentrationen, zusétzlich ein Kon-
zept der Determinierung des Vektorflusses zu untersuchen.

7 Fazit und Ausblick

Eine angedachte Anwendung der Ergebnisse ist das Erleichtern von Uber-
wachung und Kontrolle gen-regulatorischer Netzwerke und Signaltransdukti-
onsnetze. Der Aufwand beider Anwendungen héngt mafgeblich von der An-
zahl der zu beobachtenden oder zu beeinflussenden Spezies des Netzwerkes
ab. Anhand von Beispielen aus der Biologie konnte [Fiedlerl| bereits zei-
gen, dass sich in sehr umfangreichen regulatorischen Netzwerken teils sehr
kleine Mengen von determinierenden Knoten finden lassen. Bisher war es
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7 Fazit und Ausblick

allerdings notig, alle gerichteten Kreise des Netzwerkes mit der Menge von
ausgewahlten Knoten zu brechen. Satz 2] zeigt, dass diese Menge unter gewis-
sen Umstdnden noch weiter reduziert werden kann und es konnten konkrete
Beispielsysteme gefunden werden, die determiniert werden kénnen, ohne alle
gerichteten Kreise zu brechen. Es bleibt allerdings die Frage offen, ob diese
Menge von detereminierenden Knoten noch weiter reduziert werden kann.

Des Weiteren wurde anhand von Beispiel gezeigt, dass das Konzept der
Determinierung an seine Grenzen stoft, wenn es darum geht, Reaktionsraten
eines Netzwerkes zu tiberwachen oder zu kontrollieren. Obwohl das Subsys-
tem als nicht determinierbar gilt, wird der Einfluss des Subsystems auf seine
Nachfolger determiniert. Es ist also unter Umsténden moglich, die Menge der
Knoten, die iiberwacht oder kontrolliert werden, noch weiter zu reduzieren,
wenn dafiir auf die Kontrollierbarkeit der Konzentrationen einzelner Knoten
des Netzwerkes verzichtet wird. Eine genaue Erlduterung eines solchen Kon-
zeptes, als auch allgemeine Implikationen bleiben wir dem Leser allerdings
schuldig.

Eine weitere Schwéche des Konzeptes der Determinierbarkeit wird zum Bei-
spiel durch Lemma [3] ersichtlich. Ein einziger instabiler Orbit verhindert die
Anwendbarkeit des Konzeptes, selbst wenn jede andere Lésung durch Kon-
trolle der Vorgéangerknoten erreicht werden kann. Da instabile Losungen in
der Anwendung ohnehin meist nicht erstrebenswert sind, ist es eventuell
ratsam, das Konzept leicht abzuschwichen, um den Anwendungsbereich zu
erweitern.

Ein letzter Ausblick auf eine mogliche Fortsetzung der Arbeit bezieht sich
auf die Wahl der Zeitkurse der Vorgénger 27, eines zu kontrollierenden Sub-
systems D. Selbst wenn D nicht durch seine Vorgénger I'p determiniert wird,
konnte es moglich sein, durch eine spezielle Wahl des Zeitkurses von Zj,, mit

tlggo Zr,(t) — 21, (t) =0 (7.1)
die beziiglichen Losungen des Subsystems zZp und zp zueinander zu fiithren,
sprich limy_,o Zp(t) — zp(t) = 0, selbst wenn dies nicht fiir beliebige Z,, (%)
mit der Eigenschaft gilt. Ob und wann ein solches Z7,, existiert und wie
genau es gewahlt werden muss, konnte ein sehr niitzliches Hilfsmittel in der
Anwendung auf gen-regulatorische Netzwerke und Signaltransduktionsnetze
sein.
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