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Kapitel 1

Einleitung

Gewdhnliche Differentialgleichungen beschreiben die Anderung eines Zu-
standes  in Abhéngigkeit von der Zeit und von einem oder mehreren Para-
metern u:

o = f(z,p), eR", peRF. (1.1)

Fiir gewohnliche Differentialgleichungen gibt es eine gut entwickelte geo-
metrische Theorie, die versucht, in der Ndhe von Ruhelagen und periodi-
schen Orbits, das qualitative Verhalten der Lésungen zu bestimmen. Fiir
eine umfassende Beschreibung der geometrischen Theorie verweisen wir auf
die Lehrbiicher ([15], [7]).

Besitzt die an einer Ruhelage linearisierte Differentialgleichung nur Ei-
genwerte, die nicht auf der imaginéren Achse liegen, erhilt man das Phasen-
portrait der nichtlinearen Gleichung in einer Umgebung der Ruhelage durch
eine zumindest stetige Abbildung aus dem Phasenportrait der entsprechen-
den linearen Gleichung. Das qualitative Verhalten von Gleichungen dieser
Art dndert sich durch kleine Stérungen der rechten Seite nicht.

Besitzt die Linearisierung einer Differentialgleichung Eigenwerte auf der
imagindren Achse, konnen schon kleinste Stérungen zu einer Verdnderung
des qualitativen Verhaltens fithren. Parameterwerte, fiir die solche Veridnde-
rungen auftreten, werden Verzweigungspunkte genannt. Verzweigungen wer-
den durch Familien von Differentialgleichungen der Art (1.1) beschrieben,
die beziiglich kleiner Stérungen stabil sind. Die minimale Anzahl von Pa-
rametern, die benotigt wird, um eine solche Familie zu beschreiben, wird
als die Kodimension bezeichnet. Verzweigungen mit Kodimension 1 sind die
saddle node- und die Hopfverzweigung. Die bekannteste Kodimension 2 Ver-
zweigung ist die Takens Bogdanov Verzweigung, die durch das System

=y (1.2)
y'=u+uy+w2—xy

vollstdndig beschrieben wird. Diese Verzweigung tritt in Differentialgleichun-
gen mit doppeltem Nulleigenwert mit geometrischer Vielfachheit eins auf.
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KAPITEL 1. EINLEITUNG 3

Verzweigungen mit niederer Kodimension sind oft in Verzweigungen mit
einer hoheren Kodimension enthalten. Die Takens Bogdanov Verzweigung
enthilt saddle node, Hopf- und homokline Verzweigungen. Fiir Verzweigun-
gen mit Kodimension 1 oder 2 gibt es eine gut entwickelte mathematische
Theorie.

Die Verzweigungstheorie untersucht die Anderung des Verhaltens von
Systemen (1.1) bei quasistatischer Anderung des Parameters p. In vielen An-
wendungen sind die Parameter aber nicht konstant, sondern variieren lang-
sam. Solche Systeme werden durch singulir gestorte Differentialgleichungen

"= f(z,y.e) (1.3)
yI: eg(xayae)a

wobeiz e R", y e R™", e € R,0<e< lund () = % gilt, beschrie-
ben. Allgemein beschreiben solche Gleichungen Systeme, deren Dynamik
auf stark unterschiedlichen Zeitskalen stattfindet. In diesem System variiert
y fiir 0 < € < 1 langsam. Fiir € = 0 erhilt man das Grenzschichtproblem

o = f(xa Y, O) (1'4)
y' =0,

in dem y die Rolle eines Parameters spielt. Die Menge der Ruhelagen dieser
Gleichung ist S := {(z,y) : f(z,y,0) = 0}. Mit der Transformation ¢ = Te
erhilt man das equivalente System:

ezt = f(z,y,¢€) (1.5)
y= g(x,y,e).

Setzt man in diesem System e = 0, erhidlt man das reduzierte Problem,
das die langsame Dynamik auf S beschreibt. Fiir die Menge der Ruhelagen
Sy C S, fiir die % nur Eigenwerte mit Realteil ungleich Null besitzt, 148t
sich durch Kombination der Dynamik des reduzierten und des Grenzschicht-
problems auf das Verhalten der Lésungen der urspriinglichen Gleichung (1.3)
schlieBen. Die Menge Sy wird zu einer langsamen C*-Mannigfaltigkeit S,
die C*-nahe zu Sy liegt und die langsame Dynamik enthilt. Die invarianten
stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten von Sy des Grenzschichtproblems
werden zu invarianten stabilen und instabilen C*-Mannigfaltigkeiten von S..
Fiir Ruhelagen mit Eigenwerten auf der imagindren Achse kann man die-
se Theorie nicht anwenden. Diese Ruhelagen sind Verzweigungspunkte des
Grenzschicht Problems und miissen getrennt untersucht werden.

An diesem Punkt setzt diese Diplomarbeit an: Es wird eine Differential-
gleichung betrachtet, in deren Grenzschicht Problem die Takens Bogdanov
Verzeigung auftritt. Oder anders formuliert, es wird die Takens Bogdanov
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Verzweigung mit einem langsam variierenden Parameter untersucht:
= fl(z,y,p,6) =y + O(3)

2z, y, p,€) = p+ vy + 2 — 2y + O(3) (1.6)
= 69(.’13, Y, 1, 6) = 6(1 + 0(1))

/
T

y/
NI

Wir gehen dabei folgendermafien vor. In Kapitel 2 fithren wir die blow-
up Methode ein und beschreiben die Takens Bogdanov Verzweigung unter
Verwendung dieser Methode. In Kapitel 3 untersuchen wir die Gleichung
(1.6) fiir v < 0. Wir beschreiben das Verhalten der langsamen (S, ), stabilen
und instabilen Mannigfaltigkeiten in einer Umgebung der Mannigfaltigkeit
S, des saddle node Punktes und des homoklinen Orbits des Grenzschicht-
problems. Der Hauptteil dieses Kapitels besteht aus der Beschreibung des
Verhaltens in einer Umgebung des saddle-node Punktes. In Kapitel 4 un-
tersuchen wir die Gleichung (1.6) fiir v = 0. Fiir g < 0 besitzt das Grenz-
schichtproblem eine Kurve mit abstoflenden Ruhelagen S, eine Kurve mit
hyperbolischen Ruhelagen S, und fiir 4 = 0 eine Ruhelage mit doppeltem
Nulleigenwert. Wir untersuchen das Verhalten der zugehérigen langsamen
Mannigfaltigkeiten in einer Umgebung dieser Ruhelage mit Hilfe der blow-up
Methode. Es wird gezeigt, daf die Painleve Gleichung I eine Art Normalform
fur das Verhalten dieses Systems ist.

Ich mo6chte Ao. Univ. Prof. Szmolyan fiir die Betreuung dieser Diplomar-
beit danken. Auflerdem mochte ich mich bei meinen Kollegen am Institut fiir
Angewandte und Numerische Mathematik, Martin Krupa, Klemens Fellner,
Alexandra Milik, Martin Wechselberger und Magali Grassin und bei meinem
Studienkollegen Christopher Ede fiir die Aufmunterung und Unterstiitzung
beim Fertigstellen dieser Diplomarbeit bedanken.



Kapitel 2

Takens Bogdanov
Verzweigung

Die Takens Bogdanov Verzweigung tritt bei Differentialgleichungen auf, die
eine Ruhelage mit einem linearen Teil mit doppeltem Nulleigenwert der geo-
metrischen Vielfachheit eins besitzen. Die Gleichung

=y (2.1)
Y = p+vy+ 2?4 bay

mit z,y, u,v € R, b = 1, besitzt im Nullpunkt eine Ruhelage dieser Art.
Sie beschreibt lokal um den Punkt (z,y,u,v) = (0,0,0,0) das qualitative
Verhalten einer Differentialgleichung mit einer Takens Bogdanov Verzwei-
gung und einer rechten Seite der Klasse C'®° vollsténdig.

Definition 1 Eine Gleichung ' = f(x,)\) mit f aus C*® wird eine C°-
dquivalente versale Deformation von &' = f(x,\) in xo genannt, wenn
jede andere parametrisierte Familie von C*° Differentialgleichungen, die fir
eine spezielle Wahl von Parametern zu x' = f(x,\) wird, lokal um den
Punkt o C°-dquivalent zu einer Familie von Differentialgleichungen der
Form z' = f(z,®()\)) ist, wobei ® in einer Umgebung von A\ stetig ist.

Satz 1 Gleichung (2.1) ist eine versale Deformation der Takens Bogdanov
Verzweigung.

Beweis: [15] S. 321 oder [7] S.364 O

In diesem Kapitel werden wir das qualitative Verhalten einer Gleichung
mit einer Takens Bogdanov Verzweigung mit Hilfe der blow-up Methode be-
schreiben. Dazu betrachten wir die etwas allgemeinere Differentialgleichung

¢ =y+ 0(3) (2.2)
y' =p+vy+a2®—zy+0(3)
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KAPITEL 2. TAKENS BOGDANOV VERZWEIGUNG 6

mit z,y,u,v € R, wobei mit O(3) Terme der Ordnung 3 in z,y, u,v be-
zeichnet werden.

Diese Gleichung beschreibt den Fall b = —1. Den Fall b = +1 erhélt man
daraus iiber die Transformation (z,y, u,v,t) — (2, —y, p, —v, —t).

2.1 Blow-up
Die Koordinatentransformation (blow-up im Parameter-Raum)

¥: {R?xR{ xS} — R*
(z,9,m00) — (x,y,pv)=("2r°yrL,r’D)

mit 12 + i3 = 1 ist eine surjektive C> Abbildung. Wenden wir diese Trans-
formation auf (2.2) an, erhalten wir

' =rj+0(r? (2.3)
g =rp+rz’ 4+ ri(og — z7) + O(r®).

Die Menge {r = 0} entspricht dem Punkt x =y =pu =v = 0. Fur r > 0 ist
die letzte Gleichung fiir (i, v) # (0,0) zu (2.2) dquivalent, da ¥ auf diesem
Gebiet ein C*° Diffeomorphismus ist.

Die Zeittransformation ¢ = rt 148t fiir 7 > 0 die Orbits gleich, sie dndert
nur ihre Zeit-Parametrisierung. Die neue Gleichung lautet

' =7+0(r? (2.4)
¥ =p+2+r(vy—zy) +0>?).

Diese Differentialgleichung ist auch fiir » = 0 sinnvoll. Fiir » > 0 ist sie
zu (2.3) dquivalent. Auf der Menge {r = 0} ist die Gleichung (2.4) ausrei-
chend regulér, um sie mit relativ einfachen Methoden in einer Umgebung von
{r = 0} zu untersuchen und auf ihr allgemeines Verhalten zu schlieen. Wir
werden sie mit der Hilfe zweier Karten untersuchen (Abb 2.1). Diese Kar-
ten kann man sich als stereographische Projektionen der Kugel-Oberfliche
{u? + v? = 1} mit unterschiedlichen Gewichten vorstellen.

o Karte K;: fiir 4 < 0 setzen wir 1 = —1 und erhalten

t
.’E:’l‘%xl, y:T§y17 H: —7"11, V:T%Vl, t: E
und
1= (_ﬂ)_l/zi" Y1 = (_ﬂ)_1/3ga T = T(—ﬂ)1/4, vy = (_ﬂ)_1/2’7'
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Vrz K2

Abbildung 2.1: Blow-up Koordinaten und Karten K1, K»

e Karte Ks: fiir v < 0 setzen wir # = —1 und erhalten

t

.2 _ .3 _ .4 _ 2 _ L2

T =T3T2, Y=TyY2, U =Tola, V= —T3, t__r
2

und

—1-

v = (-0)7'2, o = (-9) /%

g, r2 =r(-=)'/%, 2 = (-)7°.

Man erhdlt die Differentialgleichung in der Karte K;, indem man in der
Gleichung (2.4) (z, 4,7, @, 7) = (x1,y1,71, —1,v1) setzt, und in der Karte Ko
mit (i'a Y, 7, 1, ’7) = (111'2, Y2,72, 42, _1)

2.2 Lokales und globales Verhalten

Die Ruhelagen der Differentialgleichung (2.1) liegen lokal um (z,y, u,v) =0
auf der Parabel {z? + u = 0,y = 0}. Die Ruhelagen haben folgendes lokales
Verhalten: Ruhelagen mit z > 0 sind fiir alle v, u < 0 Sattelpunkte. Fiir
Ruhelagen mit z < 0 treten anziehende und abstolende Knoten oder Foci
und entlang einer Kurve p = u(v) eine Hopfverzweigung auf. Fiirz = =0
tritt eine saddle node und fiir x = y = v = 0 die Takens Bogdanov Verzwei-
gung (Abb. 2.2a) auf. Des weiteren entsteht bei der Hopfverzweigung ein
periodischer Orbit, der sich bis zu einem homoklinen Orbit vergréfiert und
dann verschwindet ([15] Wiggins S.321 fiir den Fall b = 1, [3] Dumortier
S. 227 fiir den Fall b = —1). Die Phasenportraits zum Verzweigungsdia-
gramm von Gleichung (2.1) fiir den Fall b = —1 sind in Abbildung 2.3 ([3]
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Hbm Hopf SN Hopf SN
@ (b)

Abbildung 2.2: Verzweigungs-Diagramm des Takens Bogdanov Punktes

S.229)dargestellt. Die Gleichung (2.2) besitzt das gleiche qualitative Verhal-
ten und daher auch die gleichen Phasenportraits. Dieses Verhalten werden
wir fir die Differentialgleichung (2.2) mit Hilfe des blow-up beschreiben
(Abb. 2.2b).

2.3 Saddle node Verzweigung

Satz 2 Es existiert eine eindeutige Kurve SN: p = usn(v) mit
psy = O(|v*), v <0, (25)

entlang der die Gleichung (2.2) fir (z,y) = (O(|v|?),O(|v|®) eine saddle

node Verzweigung besitzt.

Beweis: Um diese zu berechnen verwenden wir die Karte K. Die Differen-
tialgleichung (2.4) lautet in Ko

zh =ys + O(r3)
yh = p2 + &3 — r2(y2 + T2y2) + O(r3). (2.6)

(Im folgenden lassen wir den Index 2 weg.) Sei f die rechte Seite von (2.6).
Die Ruhelagen nahe y = 0 der Gleichung (2.6) sind wegen

ot %) _

( O(r3) 1+ 0(r3)
p,y) \1+0(?)  O(?)

durch die Kurve

) reguldirinr =z =y=pu=20

(1,y) = p(z,7) = (=2° + O(r*), 0(r*))
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Hom

Abbildung 2.3: Takens Bogdanov Verzweigung

gegeben (Folgerung aus dem Hauptsatz iiber Implizite Funktionen). Wir
betrachten

_ _ 0(3) 1+0(3)
A= Df lwy)=(-w>+0tr2).009)= ( % —1y+0@2) —r(l+2)+0() )"

ddet

Die Gleichung det(A) = 2z + O(r?) = 0 ist wegen # # 0 fiir gy mit

T

sy = p(r) = O(r?) erfiillt (daraus folgt A; = 0). Hiermit gilt
Spur(A) = M + A2 =0+ Xy = —r + O(r?)

und wir haben einen Kandidaten fiir eine saddle node Verzweigung gefunden.
In (z,y)sn besitzt (2.6) eine stabile Zentrumsmannigfaltigkeit. Die Eigen-
werte

—r(1+z) + O(r?))

2

und obige Rechnungen zeigen, daf} fiir x > xgn ein Sattel und fiir z < xgn
ein anziehender Fokus auftritt. Der Vorzeichen-Wechsel der Determinante
tritt genau bei x = xgy auf, sonst ist diese ungleich Null. Damit sieht das
Verhalten auf der Zentrums-Mannigfaltigkeit nahe z = 0 wie in Abbildung
2.4 dargestellt aus. Der saddle node Punkt tritt daher in der Karte Ky fiir

)\172 = + 2x + 0(7‘2)

p2 = O(r3)
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X5

E—
\ Ho

Abbildung 2.4: Saddle node Verzweigung

fiir (z2,y2) = (O(r?), O(r?®)) auf und in den urspriinglichen Koordinaten fiir
p=0(vP), (z,y) = (O(v}*),0(Ivf)), v <0.

a

2.4 Hopfverzweigung

Satz 3 In der Differentialgleichung (2.2) tritt eine superkritische Hopfver-
zweigung entlang einer eindeutigen Kurve Hopf: p = ppops(v) mit

BHopt = —V* + O([y]3), v <0 (2.7)
in (z,y) = (—v + O(|v*/2),0(|v*)) auf

Beweis: Zur Berechnung dieser Kurve verwenden wir wieder die Karte Ko.
(Im folgenden lassen wir den Index 2 weg.)

Fiir 7 = 0 treten Nullstellen in (z,y) = (£1/—p, 0) auf. Sei f die rechte
Seite von (2.6), so gilt

py 2 1,f2):< 0(3) 14 0(3) )
Iz, y) 2c —ry+0(2) —-r(l+2)+0(2) )’
Fiir p <0 ist 6((9{;:5)2) |(2,4)=(+/=n,0) Téguldr und es gilt:
Lokal existiert ein ¢ mit (z,y) = ¢(r,u), sodal f o p(r,u) = 0 erfiillt
ist, wobei (7, 1) = (£/—p + O(r?),0(r3)) gilt (folgt aus dem Hauptsatz
iiber implizite Funktionen). Der lineare Teil von (2.6) an den Nullstellen
(zn,yn) = (Ev/—p + O(r?),0(r?)) lautet

- B 0(3) 1+0(3)
A=Df |ayyn)= ( +2/=p+ 0(2) —r(1++y=p)+ 0(2) ) '
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Eine Hopfverzweigung bedeutet ein Paar rein imagindrer Eigenwerte,
deren Realteil das Vorzeichen wechselt. Dabei ensteht eine Familie von sta-
bilen (a < 0) oder instabilen periodischen Orbits (a > 0) auf einer Seite des
Hopfpunktes.

Fiir den Ast xy = —/—p + O(r?) tritt bei 7 > 0 konstant, fiir p = p*
in der Differentialgleichung (2.6) eine Hopfverzweigung auf, wenn folgende
Bedingungen erfiillt sind ([15] Wiggins S. 270):

Fir die Eigenwerte A o(u) = % + \/(@)2 — detA gilt an den Null-
stellen

(>\1 2(# ) =
ORe(A1,2) )
d= 0,
a #
Im(A12(w™)) #
a#0
wobei fiir die Berechnung von
1 1
a= 16[ T + fa:yy + a::cy + yyy] +

+w—w[f§y(fmlm + foy) — oy (Faa + fiy) = Faalio + Fuyf3y)
die Differentialgleichung fiir 4 = p* in folgende Form gebracht werden muf}
z <0 —w) (fl(a:y)>
= + ’ . 2.8
( Y ) w 0 (=@, y) (28)
In unserem Fall gilt fiir die Eigenwerte Re(A12) = —%(1—+/=p+0(r1)).
Da

1— \/—_ﬂ‘l‘O(’f‘l) =0, 8(1 — \/—_/.L—I—O(T‘l)) — 1
ou 2
fiir p = —1, r = 0 erfiillt ist, existiert lokal um (u,r) = (—1,0) ein @, sodal
p* =¢(r)=—-140(r) und 1 —/—p+ O(r) = 0 erfiillt sind. Weiter gilt fiir
r>0
Re(A12(p")) =0,

d= —1(1 +0(r)) <0,

Im(A2(p*)) = £4/2+ O(r) #0

fiir r hinreichend klein.
Zur Berechnung von a verschieben wir zuerst die Nullstellen nach

(z,y) = (0,0)

T—zy=z++/—p+0(r?)
y—ynv =y +0()

Kl
Il

<
I
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Ho

Abbildung 2.5: Hopfverzweigung
und wenden die folgende Koordinatentransformation an

(5)= (o var ) (%)

Damit erhalten wir eine Differentialgleichung in der Form (2.8) mit

u' = 4/2¢v/—pw + O(r?)

v = /2T = = = (14 u— V=) + O

und
-1 1

-0(r))) <0

fiir ein ausreichend kleines 7.

Das bedeutet, wir haben eine superkritische Hopfverzweigung, mit sta-
bilem periodischen Orbit, mit einer abstoflenden Ruhelage links und einer
anziehendem Ruhelage rechts vom Hopfpunkt (Abb. 2.5). In den urspriing-
lichen Koordinaten wird die Kurve der Hopfpunkte durch

=2+ 0(WPP?), (a,y) = (—v +O(v*?),0(|v*)), mit v <0

beschrieben. O

2.5 Homokliner Orbit

Satz 4 Es ezistiert eine eindeutige Kurve Hom: p = pigom(v) mit

49
HHom = _%Vz + O(|V|5/2)7 v < O, (2'9)

entlang der die Gleichung (2.2) einen homoklinen Orbit besitzt.
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Y1

N

(e
Nl

N

Z8\

Abbildung 2.6: Niveaulinien von H

Beweis: Diesen Orbit werden wir in Karte K; unter Verwendung der Melni-

kov Methode [15] berechnen.
Die Differentialgleichung (2.4) lautet in K

2 =1 +0(}) (2.10)
Yy = -1+ x% +ri(niyr — 71y1) + O(r%).

Fir 71 = 0 erhélt man das Hamiltonsche System
T =y (2.11)
yi=—1+af

mit den Ruhelagen (z1,y1) = (£1,0) und der Hamiltonfunktion

2 x‘;’
H(xy,y1) =yi + o1 — 3

(Im folgenden lassen wir den Index 1 weg.) Die Losungskurven der Differen-
tialgleichung, die den Niveaulinien H = konstant (Abb. 2.6) entsprechen,
enthalten auch einen homoklinen Orbit. Dieser homokline Orbit bleibt fiir
gewisse Parameter-Werte v = v(r) fiir r > 0 erhalten.

Die Existenz der hyperbolischen Ruhelage p = (1,0) bei (r,v) = (0,0)
impliziert die Existenz einer hyperbolischen Ruhelage p, , fiir (r,v) = (0, 0).
Ein homokliner Orbit entspricht dem Schnitt der stabilen Mannigfaltigkeit
W*(pr,) und der instabilen Mannigfaltigkeit W*(p,,). Wir definieren die
glatte Distanzfunktion

d(r,v) =z —z~,

wobei zt bzw. z~ die Schnittpunkte von W*(p,.,) bzw. W¥(p,,,) mit der
x-Achse sind (Abb. 2.7). Die Funktion d(r, v) mifit die Distanz von W*(p, )
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Y1

Abbildung 2.7: Die Distanz von W*(p,,,) und W*(p,,)

und W*(p,, ).
Bei unserer Gleichung (2.10) existiert fiir » = 0 ein homokliner Orbit fiir
alle v. Das bedeutet d(0,v) = 0. Daher folgt

d(r,v) =rd(r,v) = r(gd

r

(0,v) +O(r))
mit M(v) = %(O, v). Uns interessiert d(r,v) = 0 fiir 7 # 0. Wegen den
Gleichungen d(0,v*) = M(v*) = 0, 22(0,v*) = 94 (y*) + ( existiert nach

’ Ov - v
dem Hauptsatz iiber Implizite Funktionen ein ¢, sodaf lokal um den Punkt

(r,v) = (0,v*) genau fir v = ¢(r), die Gleichung d(r, ¢(r)) = 0 gilt. Die
Funktion M(v) ist durch das Melnikov Integral

o =9 | 9f
M(v) = Y0 ) A 0 t), wo(t), 0)dt
0= () Lo w0
bestimmt, wobei (z¢(t), yo(t)) der homokline Orbit des Hamiltonschen Sy-
stems ist und f die rechte Seite der Gleichung (2.10) ist. Fiir f gilt % lr=0=
(0,790 — zoyo)? und damit

oo o0 o0
Mv) = / (vyoZo — Toyodo)dt = 1// yadt — / Toyadt.
—0oQ —0o0 —0o0
S, moyldt

Wegen [%° yddt # 0 ist fiir v* = TR Rt die Gleichung

M@*)=0
erfiillt. Wegen %—Af(u*) = [ ygdt > 0 gilt die Ungleichung

od M

+-(0,v )_E

5 (v*)>0
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fiir ein ausreichend kleines r.
Die Integrale in der Definition von v* kénnen explizit berechnet werden
([15] S.592,593). Man erhélt v* = —2 und damit

d(r,v) =0 fir v =p(r) = 5 + O(r).

7
Mit g = —rf, v = r3(Z2 + O(r1)) erhilt man im urspriinglichen Koor-
dinatensystem
49
p=—ger’ O(|v).

a

2.6 Periodische Orbits

Satz 5 Fir prom(v) < p < propf(v) besitzt das System (2.2) genau einen
periodischer Orbit, der in pu = ppepy entsteht und kontinuierlich wdchst, bis
er bei 4 = Ugom endet.

Beweis: [3] Dumortier S.236 O

2.7 Allgemeines

Analoge Berechnungen sind auch fiir den blow-up in Richtung » > 0 und
@ > 0 moglich, um das Verhalten der Lésungen in diesen Bereichen des Pha-
senraumes zu beschreiben. So erhdlt man das in Abbildung 2.3 dargestellte
Phasenportrait in einer Umgebung von (z,y, i, v,) = 0.



Kapitel 3

Die Takens Bogdanov
Verzweigung mit einem
langsam variierenden
Parameter fiir v < 0

Wir untersuchen die Differentialgleichung

«' = fl(z,y,m€) =y +0(3)
y' = f(z,y,p,€) = p+ vy +2° —zy + O(3) (3.1)
p' = eg(z,y, p,e) = e(1+0(1))

mit z,y, u,v,e € R, v < 0,0 < € < 1, wobei die O(¢) Terme i-ter Ordnung
in z,y, € sind.

Die Gleichung (3.1) entspricht der Gleichung (2.2) mit einem langsam
variierenden Parameter u. Fiir € = 0 tritt die in Kapitel 2 untersuchte Dif-
ferentialgleichung (2.2) auf.

Wir werden das Verhalten der Differentialgleichung (3.1) fiir v < 0 und
konstant, moglichst genau beschreiben. Fiir regulidre Punkte der Gleichung
(2.2) konnen wir die Fenicheltheorie [4] anwenden. Fiir den homoklinen Orbit
und den saddle node Punkt werden wir Resultate aus den Artikeln von
Szmolyan [13], [14] verwenden. Der singuldr gestorte Hopfpunkt wird in
Neistadt [12] und Lobry [11] behandelt. Die Ergebnisse von Neistadt [12]
konnen direkt auf diesen Fall angewendet werden.

16
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Abbildung 3.1: TB mit langsam varierendem p

3.1 Regulire Punkte

Die Differentialgleichung (3.1) bezeichnet man als das schnelle System und
7 als die schnelle Zeit. Die Wahl € = 0 ergibt das Grenzschicht-Problem

z' = fi(z,y,1,0) =y + O(3)
y' = fAz,y,1,0) = p+vy+2° —zy+0(3) (32)
p'=0
das die schnelle Dynamik von (3.1) beschreibt. Das System (3.2) entspricht
der im vorigen Kapitel untersuchten Gleichung (2.2).
Fiihren wir in Gleichung (3.1) fiir € # 0 die Zeit-Transformation ¢ = er

auf die langsame Zeit ¢ durch, so erhalten wir das langsame (dquivalente)
System

= f'(z,y, ) =y +O(3)
ey = fHz,y,p6) =p+vy+a’ —zy+0(3) (3.3)
=gz, y,pe) = (14 0(1)).

Die Wahl e = 0 fithrt auf das reduzierte Problem

0= fi(z,y,,0) = y + O(3)

0= f2(z,y,1,0) = p+ vy + 2> — zy + O(3) (3.4)

o= g(z,y,p,0) = (14 0(1)).
Die kritische Mannigfaltigkeit Sy := {f'(z,v,,0) = 0, f3(z,y, u,0) = 0}
(Abb.3.3) enthilt genau die Ruhelagen des Grenzschicht-Problems (3.2).
Fiir die Punkte auf Sy, fiir die det(24 L")} £ 0 gilt, existiert lokal ein ¢,

o(z,y)
sodaB fiir (z,y) = ¢(u) fir i = 1,2, f*(p(p), ) = 0 erfiillt ist (Folgerung

&

M
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aus dem Hauptsatz iiber implizite Funktionen). Fiir diese Punkte kann die
Dynamik auf Sy mit der dritten Gleichung des reduzierten Problems (3.4)
beschrieben werden:

o= g(p(p), 1, 0).

So ist in einer Umgebung U des Koordinatenursprungs durch
(y, 1) = (O(%), —2® + O(2?))

gegeben. Damit 1a8t sich die Linearisierung auf Sy N U folgendermaflen be-
schreiben

L)

e,y 5

Es gilt: det(A) = 2z + O(z?) = 0 ist genau dann erfiillt, wenn z = 0 gilt.
Daher tritt die saddle node Verzweigung fiir (3.2) im Punkt z =y =p =0
auf.

Fir p < 0 und p # pmeps sind die Ruhelagen hyperbolisch und ¢ ist
durch

_( O(z?) 1+ O(z?) )
"\ 224+0(@®) v-z+0(?) )’

3
z =+v—p+0(n), y = O(|ul>)
bestimmt. Damit ist die Dynamik auf Sy durch
ji=1+0(v/=p)

gegeben.

Die Punkte auf Sy, fiir die A Eigenwerte mit einem Realteil ungleich
Null besitzt, nennt man die hyperbolischen Punkte Sy. Aus Kapitel 2.4
iiber die Hopfverzweigung wissen wir, da8 fiir den Zweig Sp |z<o im Punkt

PHopf = —V2 + O((—V)g) eine Hopfverzweigung auftritt. Die Menge der
hyperbolischen Nullstellen Sy von (3.2) zerfillt in 3 Teilmengen (Abb 3.3):

o Syt x> 0,u < aj <0, bestehend aus Sétteln,

o Syt x < 0,pHeps < a2 < p < ay < 0, bestehend aus anziehenden
Foci, und

e Sp,: ¢ <0,pu < ag < pg, bestehend aus abstofenden Foci.

In einer Umgebung von Sy;, ¢ = 1,2,3 beschreiben das Grenzschicht-
und das reduzierte Problem die wesentliche Dynamik. Genau gilt:

Satz 6 Fir fl, f2,g € C* besitzt die Takens Bogdanov Gleichung mit lang-

sam variterendem p zu jedem Sy, eine lokal invariante langsame C*-Mannigfaltigkeit

S und lokal invariante C*-Mannigfaltigkeinen W*(Se) und W¥(S) (Abb.
3.2(a)). Die Dynamik in W*(S.) (W¥(S.)) verhilt sich gemdf einer C*~1
Blatterung von W*(Se¢) (W™(S.)). Die Distanz von Orbits, die im gleichen
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Abbildung 3.2: Die langsame Mannigfaltigkeit S, Blatterung von W*(S;)

Blatt von F* (F") starten, nimmt schneller (langsamer) als e=%" (e*7) ab
(zu). Die positiven Konstanten a und b werden so gewdhlt, dafi der Real-

1 ¢2
teil des grifiten (kleinsten) negativen (positiven) Eigenwertes von %

kleiner als —a (grofer als b) ist. (Abb. 3.2)

Beweis: Siehe Fenichel [4]. O

3.2 Der saddle node Punkt

Als néchstes werden wir die Differentialgleichung (3.1) in einer Umgebung
des Punktes z = y = p = 0 untersuchen. Dazu betrachten wir das erweiterte
System

' =y+0(3)
p' =e(1+0(1)) (3.5)
€=0

Y =p+vy+a®—zy+ 03).



KAPITEL 3. DIE TB VERZW. MIT i/ = ¢(1+ O(1)) FURv <0 20

3 I-iopf

Abbildung 3.3: Sg;, S.

Diese Differentialgleichung besitzt eine Ruhelage SN im Ursprung. Die Li-
nearisierung im Ursprung ist

S O O O
- o O O
RO =

O O = O

Das charakteristische Polynom lautet (—\)3(v — A).

Lemma 1 Die Gleichung (3.5) besitzt im Ursprung eine 3-dimensionale
stabile Zentrumsmannigfaltigkeit M, die tangential zu den Vektoren
{(1,0,0,0),(0,-2,0,0), (0,1, —v,0)} liegt. M€ enthdlt die Ruhelagen Sy. Wei-
ters besitzt (3.5) eine 1-dimensionale stabile Mannigfaltigkeit M*® tangenti-
al zu (—1,0,0,—v) zum FEigenwert v. Es existiert eine stabile invariante
Bldtterung mit Basis M€ und 1-dimensionalen Fasern F°. Fir 0 < c < —v
existiert eine Umgebung U von (0,0,0,0), sodaf die Kontraktion entlang F*
starker als e 7 1st.

Beweis: Die Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren und die Anwen-
dung der Theorie der Zentrumsmannigfaltigkeiten [2] ergeben obigen Satz. O

3.2.1 Einschrinkung auf die Zentrums-Mannigfaltigkeit

Mit der Transformation

x 1 0 0 -1 u
el |0 —v 1 0 o
€ 10 0 —-v 0 €
Y 0 O 0 —v v
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lautet die Differentialgleichung (3.5) im Eigensystem

u 0100 u =Lu? + 0%(2)

Zg ] 10010 fi €0(1)

&1 10000 e |t 0 (36)
v’ 0 00 v v 0(2)

Wobei die O(i) Terme der Ordnung i in u, fi, €, v und die O*(2) Terme der
Ordnung O(2) ohne den u? Term sind. Diese Gleichung besitzt einen linearen
Teil in Jordanscher Normalform.

Die dreidimensionale stabile Zentrumsmannigfaltigkeit im Punkt (0,0, 0, 0)
ist lokal durch eine Funktion h mit v = h(u, fi, €), die h(0) = 0, Dh(0) =0
erfiillt, gegeben (folgt aus der Theorie iiber Zentrumsmannigfaltigkeiten [15]
Wiggins S. 194). Daraus folgt » = O(2). Die Differentialgleichung (3.6) ein-
geschriankt auf die Zentrumsmannigfaltigkeit lautet dann

!

u 010 u “Lu? + O(up) + €0(1) + O(3)
@ l=1001 g+ €0(1)
é 000 € 0

(3.7
Wir werden zuerst den Fall € > 0 untersuchen, der genau € > 0 entspricht.

3.2.2 Auf der Zentrumsmannigfaltigkeit

Mit der Transformation

u=+—vi,ji=—[,é= &t =+—vt
folgt die Gleichung

o' = —p+ 4%+ O(ap) + €0(1) + O(3)
i =é&—1+0(1) (3.8)
!
=0

m>

Diese Gleichung entspricht bis auf die Terme hoherer Ordnung jii, 44, €2 der
Gleichung (2.5) in [13] S.7. (Die zusétzlichen Terme 42, 4%, €2 in der ersten
Gleichung von (3.8) sind Terme héherer Ordnung in r beziiglich des blow-up
in [13] S.9 und treten daher nicht explizit, sondern nur als Terme hoéherer
Ordnung in den O(r?) Termen in den Rechnungen in den einzelnen Karten
in [13] auf. Daher kénnen wir die Ergebnisse aus [13] verwenden.)

Wir werden im folgenden die Bezeichnung der Variablen aus [13] ver-
wenden

r=14,y = fi,e =€

Fiir € = 0 besitzt die Differentialgleichung (3.8) Ruhelagen fiir y ~ z2
(diese Menge entspricht Sp). Der linke Ast S, ist anziehend, der rechte Ast
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S,
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A
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Abbildung 3.4: Kritische und langsame Mannigfaltigkeiten

Sy abstofilend. Im Punkt x = y = 0 tritt eine saddle node Verzweigung auf
(Abb. 3.4).

Fiir € > 0 existiert fiir £ > o > 0 eine stabile langsame C*-Mannigfaltigkeit
S¢, die C*-nahe zu S, liegt. Analog existiert die langsame instabile Mannig-
faltigkeit S¢, die C*-nahe zu S, liegt.

Seil>p>0,

Ajp := {(wapz)ax eJe ]R}, Doyt = {(P, y)ay € ]R}

wobei J und p geeignet gewdhlt werden. Wir setzen S; und S; durch den
FluB} fort, um die Abbildung von A\;, nach A,,; zu berechnen.
Es existiert ein €g, sodaB fiir alle € € [0, €] gilt ([13] S.8):

Satz 7 Die Mannigfaltigkeit S5 schneidet Aoyt in (p, h(€)) mit h(e) = O(e%).
ANin wird auf ein Intervall um SEN Aoyt der Grofie O(e =
tiven Konstante C' abgebildet.

) mit einer posi-

Der Umstand, da8 S§ nicht eindeutig ist, beeintréchtigt dieses Ergebnis
nicht, da verschiedene S§, die schon in A\, exponentiell nahe liegen, in A gy
einander noch niher sind.

Wir verwenden nun Sitze aus [13] und fithren analoge Berechnungen
durch, um zu einem &hnlichen Ergebnis fiir S¢ zu kommen. A, Ay, seien
wie oben definiert. Wir werden zeigen, dafl das Intervall J um S; exponentiell
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klein gewdhlt werden mufl. Wir verwenden den blow-up
T {R§ xS3} — R?
(%,5,8) — (z,y,€) = (rz,r’g,r3e)
mit 2 4+ 7% + € = 1 und die Karten
Ki: (z1,r,6) €RE 2=riz,y=r},e=1r}¢, dh g=1,

Ky:  (z2,y2,72) € R3, = roze,y = yy"%,e = 7‘%, dh e=1,

Ks: (r3,ys,€3) € R3, z=r3,y= ygrg, €= 7“363, dh z=1,

([13] S.9). Bei diesem blow-up ist 7 im Unterschied zu Kapitel 2 nicht kon-
stant. In unserer Notation bezeichnen wir Objekte M, die in verschiedenen
Koordinatensystemen vorkommen, in blow-up Koordinaten mit M und in
den Karten K; mit M;.

3.2.3 Verhalten in Karte K;
Die Karte K; wird als erstes von S; durchlaufen. In dieser Karte lautet die

Differentialgleichung (3.8)

1
o =r(-1+ IE% + §elm1 + O(r1))

1
7",1 = 7"1(57‘161(—1 + 0(7‘1))) (39)
3
& =+ 0mm)
Dividieren der rechten Seite durch r (fiir 1 # 0) ergibt

1
oy = —1+z] + ~erzy + O(ry)

2
1
7‘/1 = 57‘161(—1 + 0(7‘1)) (3.10)
3
€ = 56%(1 + O(r1)).

Diese Transformation entspricht einer ortsabhingigen Zeittransformation
dt = %dtl, die Orbits gleichldft und nur ihre Zeitparametrisierung &dndert.
Das bedeutet, (3.9) und (3.10) sind fiir 1 > 0 dquivalent und besitzen die
gleichen Orbits.

In 71 = 0 ist die Gleichung (3.8) jetzt ausreichend regulir, um sie in
einer Umgebung von 71 = 0 mit Standardmethoden zu untersuchen. Sie
besitzt in p, = (1,0,0) eine Ruhelage, die lokal, das heifit r; < p, €1 < § und
| z1 + 1 |< B, folgende Eigenschaften besitzt:

Satz 8 Es gilt:
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Abbildung 3.5: S, in Karte K3

1. Es existiert eine nicht eindeutige abstofende C*- Zentrumsmannigfal-
tigkeit M, 1 in p,, die die Linie von Ruhelagen S,1 C {1 = 0} enthdlt.
Ny1 = M, 1N {er = 0}, eine Zentrumsmannigfaltigkeit der Gleichung
(8.10) eingeschrinkt auf die invariante Ebene {ry = 0}, liegt tangen-
tial zum Vektor (—1,0,4). N, 1 ist nicht eindeutig.

2. Es existiert eine instabile invariante Bldtterung F* mit Basis M,
und eindimensionalen Fasern F¥(p), p € M, 1, sodaf fir jedes ¢ < 2
Konstanten p,d ezistieren, sodaf die Ezpansion entlang F“(p) stirker
als et ist.

([13] 5.16,18)
Sei
Zzin :={(z1,71,€1) : 71 = p} und Ei’“t = {(z1,71,€1) : € = 3},

wobei A1 C E’i" gilt.
Ry = {(z1,7m1,€1) C B9 : | 14 z1 |[< B} enthalte M, ; N T, auferdem
definieren wir die Gerade J(79) := R2 |r;=r¢-

Satz 9 Fir die durch den Fluf bestimmte Abbildung I : Tin — B9t gilt:

1. TI7Y(Ry) ist eine keilformige Teilmenge in X, die M, NS enthilt.
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2. Fur €1 € (0,6] und jede Konstante 0 < ¢ < 2 existiert ein K sodaf
L H(J(r)) ein Intervall um M,; N S mit einer Breite kleiner oder
200 1
gleich Ke ° (_3; 3 ist.
([18] S.18)

Da die Gleichung € = 0 = 3ririe; + r3e} gilt, gilt fiir einen Orbit mit
Hl((xl’iarliaél’i)) = (1‘.10’7'10’610) der Zusa,mmenhang 610 = (%)73‘ Mit
r1; = p, €10 = 0 gilt €1; = (5% und damit

C
Korollar 1 TI;Y(J(ry)) ist ein Intervall der Grifie O(e ).

Der Kartenwechsel k19 zwischen K7 und K lautet

—1/3 —2/3
.’L‘2=.’L‘161/,y2—€1/,’l"2—’)"161/ fire; >0

—1/2 1/2 .
1 = T2Y, /ael_y2 /aT1:r2y2/’fury2>0

Die invariante Mannigfaltigkeit {r; = 0,€e; > 0} in K; entspricht der Man-
nigfaltigkeit {ro = 0,32 > 0} in Kj. Als nichstes untersuchen wir den Ver-
lauf von N, 1 in der Karte Ks.

3.2.4 Verhalten in Karte K,

Die Differentialgleichung (3.8) lautet in Karte Ky nach einer Zeittransfor-
mation dt = %dtz

zy = x5 — ya + O(ra)
yh = —1 + O(ra) (3.11)
!
Ty = O
Fiir ro = 0, erhalten wir
x2 =22 — yo + O(r9) (3.12)

Satz 10 Es gilt:

1. Die Riccatigleichung (3.12) hat eine Losung vy, die fir ¢ — —oo gegen
den linken Ast der Parabel y — x? = 0, und fiir t — 0o gegen y = —
konvergiert.

2. Jeder Orbit hat eine horizontale Asymptote y = y,, gegen die er fir
x — 0o (t — 00) von oben konvergiert.
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Abbildung 3.6: Riccati-Gleichung

3. Die Orbits x rechts von «y sind fiir x — —oo asymptotisch zum rechten
Zweig von y — x2 = 0.

([18] S. 12, Abb.3.6)

Die Orbits x rechts von -y fiillen diesen Teil der Ebene vollstédndig aus.

Lemma 2 Die asymptotische Entwicklung der Lisungen x ist fir

1. t > —o0:

1 1
2
S SRR Yt
y=% "o (:1:4)’

2. firt— 4o0

1 1
y=y+_+0(3)
Beweis: Die Existenz einer Reihenentwicklung folgt aus der C*- Differenzier-
barkeit der invarianten Mannigfaltigkeiten in K7 und K3 in einer Umgebung
der Ruhelagen und der Konvergenz von y gegen diese. Einsetzen des Ansat-
zesy =%+ o1l + O(%) fiir die Asymptotik fiir £ - —oo in die Gleichung

dy -1
b

dr ==
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und Koeffizienten-Vergleich ergibt

1

1
2

2x )

Analoges Vorgehen mit dem Ansatz y = E;:ol (iz™%) + O(z %) fiir die
Asymptotik ¢ — oo liefert

1 1
y:yr+—+o(_3)'
X X

Satz 11 x geht fir t — —oo in Karte K; tangential zum Vektor (—1,0,4)
gegen pr = (x1,71,€1) = (1,0,0).

Beweis: Der Kartenwechsel s, (x) und die Reihenentwicklung

. - 1 -
(z1,m,61) = Ky () = (1 +0(2;°),0, — + O(x;"))
2

_ Q
zeigen, daf} diese Orbits tangential zum Vektor (—1,0,4) gegen p, = (1,0,0)
gehen. O

Wir definieren wieder nach [13]
S = {(22,Y0,72) s y2 = 0 3}, B = {(z9, Y2, m2) : wa = 6 /3Y,

wobei k12 (3¢%) C T gilt. Sei I, : i — 2% die durch den FluB bestimm-
te Abbildung und g¢ durch gy = x N L4* gegeben. Die Orbits x entsprechen
damit in Karte K je einer Zentrumsmannigfaltigkeit IV;. ;.

Satz 12 Es gilt
M(q0) = (6773, yr +6'/% + 0(5), 0).

Eine Umgebung von qo wird diffeomorph auf eine Umgebung von Ils(qo)
abgebildet.

(Dieser Satz folgt aus der asymptotischen Entwicklung von Lemma 2 und
reguldrer Stérungstheorie.)
Der Kartenwechsel k93 zwischen Ky und K3 lautet

—2 3
T3 = T2T2, Y3 = Y2y , €3 = Ty, fiir zo > 0,

Lo = 6;1/3, Yo = y36;2/3, Ty = T36:1)’/3, fir e3 > 0.
Die invariante Mannigfaltigkeit {ro = 0,22 > 0} in K5 entspricht der inva-
rianten Mannigfaltigkeit {rs3 = 0,e3 > 0} in Kj3. Es fehlt noch der Verlauf
der Orbits x in Karte Kj.
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3.2.5 Verhalten in Karte K;
In Karte K3 lautet die Differentialgleichung (3.8) nach einer Zeittransfor-

mation dt = %dt3
ry = 73(1 — y3 + O(r3))
yh = —€3 — 2y3 + 2y2 + O(r3) (3.13)
6% = —363(1 — Y3 + 0(7"3))
Sie besitzt eine hyperbolische Ruhelage in ¢ = (0,0,0) mit den Eigenwerten
und Eigenvektoren
hd )\1 = +17 (170a0)a
* Ay =2, (O’ ]-aO)a

e A3 =-3,(0,1,1).
Fiir den Orbit x gilt in Karte Kjs:

Lemma 3 Fir o — oo konvergiert ko3(x) gegen q. Diese Konvergenz er-
folgt fiir y. # 0 tangential zu (0,1,0) und fir y, = 0 tangential zu (0,1,1).
Beweis: Analog zu Satz 11 gilt

(r3,y3, €3) = Ka3(x) = (0, yr5 2 + 25° + O(25°), 25%).

Wir definieren wiederum
Eén = {(r3ay3a€3) 13 € [Oap];y?) € [_aa /B]a€3 = 5}
Egut = {(T37y31 63) T3 =p,Y3 € [_aaﬂ]a €3 € [075]}
mit 3 klein genug. $¢¢ wird in einer Umgebung von y auf N abgebildet.
Weiters sei IT3 : 25" — %¢¥¢ die durch den FluB bestimmte Abbildung und ¥
die durch die Transformation auf die Normalform bestimmte C*-Abbildung
mit ¥(r3,ys,d) = y3 + O(2).

Satz 13 Es gilt
M3 (rs,ys,0) = (p, Msa(rs, s,0), (*)°0)
mait
Mara,0,6) = (¥(ra,10,8) =3+ (o) + 060 (2)in(22)) (2)°
r3\3 raN2. /7
o+ o)(2) +o(eD(2) (%)) e
Beweis: Siehe [13] S.20.

Korollar 2 Damit wird Eg" auf ein Gebiet mit Grenzen der Ordnung
(p, O((£)%3),€3) abgebildet.
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Abbildung 3.7: Verhalten in der Karte K3

3.2.6 Zusammenfassung

2%” und Zg”t entsprechen A, 1 und Agyg 3. Sei II = II3 0 ko3 0 Iz 0 K12 o I}
die Abbildung von ¢ nach %§%!. Um das Verhalten von S¢ zu untersuchen,
verfolgen wir die Entwicklung der Zentrumsmannigfaltigkeit Mr,l, die S}
enthilt, entlang der Kugel # = 0 in den einzelnen Karten. Es gilt:

Satz 14 Die Mannigfaltigkeit S5 schneidet Aoyt tm Punkt (p, h(e)) mit
h(e) = O(e3).

Beweis: M1 N Ei” wird durch II; auf eine stetige Kurve transversal zu
{r1 = 0} abgebildet, wobei M, 1 N {r; = 0} = N,; gilt. Mit dem Diffeo-
morphismus k12 ist k12(II1 (M1 N ¥in)) wieder transversal zu o = 0. Die
Abbildung I, ist ein Diffeomorphismus und erfolgt lings der Kurve x. Die
Kurve Iy (k1(IT1 (M1 N X)) liegt daher wieder transversal zu {ry = 0}.
AuBlerdem fiillen die Kurven x den durch 4 und {€ = 0} begrenzten Teil der
Kugeloberfliche aus. Wenden wir den Diffeomorphismus k23 an, so erhalten
wir eine Kurve {(r3, h¥*(r3),d) : 73 € [0, p|} transversal zu {rs = 0}, mit

(0, h§(0),8) = ra3(x N 2g¥), die fiir 4, p klein genug, in TF* liegt. Mit II3
erhalten wir

(M1 NEM) = {(p,0(6)*), e3) : &3 € [0,4]}.
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Die blow-down Transformation ergibt wieder h = 0(6%). O
Als néchstes betrachten wir die Fortsetzung entlang S;.

Satz 15 Die Abbildung II : Ny, — Doyt st nur fir eine exponentiell klei-
ne Umgebung um Ay, N SE definiert. Bei der Abbildung von Ay, nach Aoy
entlang Sy tritt eine Ezpansion grifler gleich O(e%) mit einer positiven Kon-
stanten C' auf.

Beweis: In Karte K ist Ry ein Rechteck, II; 1(R2) eine keilférmige Menge

der Grofle O(e_%) um ;1 (Ry) N M, 1. Da k12, IIy, ko3 Diffeomorphismen
auf ihrem Definitionsbereich sind, ist (k23 oIl 0k12)(R2) durch zwei Kurven,
die transversal zu {rs = 0} liegen, begrenzt, die sich nicht schneiden.

I, 1(J(r1)), eine Gerade die parallel zu {e; = 0} liegt, wird durch
(ka3 o Iz o K13 o II1) auf eine Strecke g(r3) parallel zu {rs = 0} abgebil-
det. Diese Strecke wird durch II3 auf eine Strecke h(e3) parallel zu {e3 = 0}
abgebildet. (Aus € = (rfe3)’ = 0 folgt €3 = crz® mit einer Konstanten
c. Analoges Vorgehen fiir II; und die Definition des Kartenwechsels liefert
obiges Ergebnis.)

Fiir p, B, § klein genug existieren Konstanten Cj, Cs, sodafl die Brei-
te Ay(Il3(g(rs))) die Ungleichungen Cl(%s)2 < Ay(IIz(g(rs))) < 02(%3)2
erfiillt (Satz 13). Daraus folgt C1(%)? < Ay(h(es)) < Ca($)>

Transformation auf die urspriinglichen Koordinaten ergibt, daf eine Strecke
der GréBenordnung Az = O(e ©/€) in A, durch II auf eine Strecke Ay in
Aout mit

0362/3 <Ay < 0462/3

abgebildet wird. Daraus ergibt sich eine Expansion groBer gleich O(e€/¢).
Weiters folgt daraus, daB II~! ein Intervall um S¢ der GréBe O(1) auf ein
Intervall der GréBe O(e~C/€) abbildet. O

3.2.7 Der Fall e <0

Als nichstes werden wir die Gleichung (3.1) fiir ¢ < O untersuchen. Die
Einschriankung auf die Zentrumsmannigfaltigkeit und die Berechnung der
Gleichung (3.7) sind genau gleich, nur in diesem Fall ist € < 0.

Mit der Transformation

1
U:—V—l/ﬁ,ﬂ:—ﬂ,g:—

N

folgt wieder Gleichung (3.8) mit € > 0 und es gelten wieder die Sétze 14 und
15 aus dem vorigen Kapitel.

Et=—/—vit

3.2.8 Dynamik im saddle node Punkt

Auf der Zentrumsmannigfaltigkeit sieht das Verhalten wie in Abb. 3.9 dar-
gestellt aus.
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Abbildung 3.8: Geometrie und Dynamik des Vektorfeldes in blow-up Koor-
dinaten

T TN
/S N/

</ /s S Vs s/ s s\ g

(@) >0 (b) <0

Abbildung 3.9: Dynamik auf der Zentrumsmannigfaltigkeit
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Um die gesamte Dynamik im saddle node Punkt der Gleichung (3.5) zu
beschreiben, definieren wir fiir € > 0 in den urspriinglichen Koordinaten

Nin = {(z,p,6,9) | z € J,p = —a?,y klein, e < 1}

und
AOUt = {(x,u,e,y) | r=o, M,y klein; e 1}

mit einer geeignete Umgebung J von S, bzw S,. S}, S; seien wie frither
erklart, IT ist wieder die durch den Flufl bestimmte Abbildung von /\;, nach
Aoui&-

Satz 16 Die langsamen Mannigfaltigkeiten S; und Sy schneiden Ayt je
in einem Punkt (z,p,e€,y), fir den (z,u,€,y)=(a, h(e),€e,0(2)) mit h(e) =
O(€/3) git.

Beweis: Die Transformation des Ergebnisses aus Satz 7 und 14 auf die ur-
spriinglichen Koordinaten ergibt obiges Verhalten fiir A;, = {u = vp®+ =1
Aoyt = {x =+/—vp+ 0(2)}. (Die O(2) Terme sind die Terme héherer Ord-
nung aus der Reduktion auf die Zentrumsmannigfaltigkeit.) Da man dieses
Verhalten fiir Ay oyt filr beliebige, kleine p > 0 erhdlt und diese Flachen
lokal den Raum ausfiillen, gilt es fiir alle transversal zu {¢ = 0} liegende
Hyperflichen Ay out. O

Sei T' die fiir die Abbildung von A;, nach A, bendtigte Zeit.
Lemma 4 FEs ezxistieren $1 > 0,82 > 0, sodaff T

b p b
€ €
erfillt.

Beweis: In einer ausreichend kleinen Umgebung U mit 1 —¢ < (14+O(1)) <
1+ ¢ und mit g’ = €(1 + O(1)) folgt durch Integration das obige Ergebnis.
O

Satz 17 Fir die Abbildung II tritt
1. entlang SS eine Kontraktion der Grife O(e=C/¢),

2. entlang S; in der Zentrumsmannigfaltigkeit M€ eine Ezpansion der
Gripe O(e€1/€) und eine Kontraktion zu M¢ der Gréfe O(e=C2/¢)

mit den positiven Konstanten C,C1,Cy auf.
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Beweis: Dieser Satz folgt aus Satz 4, 1 mit Transformation der Ergebnisse
von Satz 15 auf diese Koordinaten. O

Das Verhalten fiir € < 0 erhédlt man mit genau derselben Vorgangsweise:
Die Mengen A;, und A,y werden durch

Dip = {(z,p,6,9) | £ = —a, p, y klein, e < 1},

Dout = {(z,p,6,9) |z € Jp= —a?,y klein, e < 1}

mit einer geeigneten Umgebung J von S, bzw. S, definiert. S,, S, sind genau
gleich wie im Fall € > 0, II beschreibt wieder die Abbildung von A;, nach
Aout‘-

Satz 18 Die Mannigfaltigkeiten Si und S§ schneiden Ny, je in einem Punkt
(2, 1, €, y)=(—0 h(€), €, O(2)) mit h(e) = O(e*?).

Satz 19 Fir die Abbildung I tritt

1. entlang S¢ eine Kontraktion der Grifle O(e=C/e),

2. entlang S; in der Zentrumsmannigfaltigkeit M€ eine Ezpansion der
Grife O(e€1/) und eine Kontraktion auf M€ der Grife O(e~C>/€)

mit positiven Konstanten C,Cy,Co auf.

Mit diesen Sétzen ist das Verhalten von S und S; und der Lésungen in
einer Umgebung der langsamen Mannigfaltigkeiten am saddle node Punkt
beschrieben.

3.3 Homokliner Orbit

Das Grenzschicht-Problem (3.2) besitzt fiir p = —321% + O((—v)*/2) (Glei-
chung 2.9) einen homoklinen Orbit k. Entlang dieses Orbits schneiden sich
die stabile Mannigfaltigkeit W*(Sp, ) und die instabile Mannigfaltigkeit W*(Sg,)
transversal. Sei S, die langsame Losung zu Sg,, W2 (S,) bzw. WX(S,) die

entsprechende stabile bzw. instabile Mannigfaltigkeit zu S,) (Satz 6).

Satz 20 Es existiert ein Orbit he, der sich homoklin beziglich der langsa-
men Mannigfaltigkeit S, verhdlt, daf} heifit, he liegt in WE(Sc) N WH(S).

Beweis: Aus Satz 6 folgt, daB W.*(S,) C*-nahe zu W**(Sg,) liegen. Mit
der Transversalitdt von W*(Sg,) und W*(Sg,) folgt die Existenz eines €,
sodaB} der Schnitt zwischen diesen Mannigfaltigkeiten fiir 0 < € < ¢y trans-
versal ist. Siehe Abb. 3.10. O
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h

Hom
Hg

Abbildung 3.10: Homokliner Orbit

3.4 Hopfverzweigung

In [12] gibt es eine Beschreibung einer Hopfverzweigung mit langsam variie-
rendem Parameter. Die Gleichung (3.1) mit € < 0 erfiillt die dort verlangten
Voraussetzungen und die Ergebnisse konnen direkt auf unsere Gleichung
angewandt werden. Eine genaue Beschreibung dieses schwierigen Problems
iibersteigt den Rahmen dieser Arbeit.



Kapitel 4

Die Takens Bogdanov
Verzweigung mit langsam
variierendem Parameter fiir

v =120

In diesem Kapitel untersuchen wir das System (3.1) fiir » = 0,e¢ > 0. Die
Differentialgleichung lautet

' =y+ 0(3)

y =p+ 2 —zy+ 0(3) (4.1)
W = e(1+0(1))

€ =0.

Die O(i) bezeichnen die Therme i-ter Ordnung in z,y und e. Fir € = 0 tritt
wieder die Gleichung (2.2) auf, die fiir p < g < 0 zwei Aste hyperbolischer
Nullstellen (Abb. 4.1), S, und Sy, (vgl Kap.1) besitzt. Zu S}, existieren eine
2-dimensionale stabile Mannigfaltigkeit W*(S}), die aus den stabilen Man-
nigfaltigkeiten der einzelnen Ruhelagen besteht, und eine 2-dimensionale
instabile Mannigfaltigkeit W*(Sp). Zu S, existiert eine 3-dimensionale in-
stabile Mannigfaltigkeit W*(S,).

Satz 21 Fir p < pg < 0 existieren zwei langsame C*-Mannigfaltigkeiten
Sy und Sg, fir die Sg = Sy und S° = S, gilt. Zu S} existieren eine 2-
dimensionale stabile und eine 2-dimensionale instabile C*-Mannigfaltigkeit
WE(SE) und WY(SS). Zu St ezistiert eine 3-dimensionale instabile C*-
Mannigfaltigkeit W¥(S¢). Diese Mannigfaltigkeiten liegen C*-nahe zu W*(S}),
WH(Sh), W¥(S,), S, bzw. Sp.

Beweis: Fiir e = 0 treten die Nullstellen in y = O(z3), u = 22 + O(2?) auf,
die fiir > 0 hyperbolisch (Sp,) und fiir z < 0 abstofiend (S,) sind (Kap. 1).

35
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A H

out

Abbildung 4.1: Sy, S, firv =10

Die Anwendung der Methoden von Fenichel [4] ergibt sofort obiges Ergebnis.
a

Wir werden in diesem Kapitel vor allem die zeitliche Entwicklung von Sj,
in einer Umgebung des nicht hyperbolischen Punktes in g = 0 untersuchen.
Wir definieren A, = {u = —a} und Ay = {z = S}. Die durch den Fluf}
bestimmte Abbildung IT : Ay, — Agys von S; beschreibt dieses Verhalten.
Zur Berechnung verwenden wir die blow-up Transformation

2

z =123,y =G =rife=1°

€
mit 2 + 72 + i + & = 1. Die Rechnungen werden in den Karten

. 2 _ .3 _ 4 .5 _—
Ki: z=riz, y=riy1, p=—ri, e=rie, dh p=-1,

. _ .2 _ _ 4 _ = _
Ko: z=rizy, y=rdys, p=rjuz, e=r3, dhée=1,

) _ .2 . _ .3 _ .4 _ .5 =
Ks: x=r7r5, y=r3ys, p=r3us, €e=riyez, d.h z=1,

durchgefiihrt. Die C*° Abbildungen zwischen den einzelnen Karten lauten

_—2/5 _ —-3/5 _ —4/5 _1/5
K12 : T2 =€ ~ L1, Y2 —=¢€¢; Y1, 2= —€; © , T2 =€ T
-1, (. \—1/2 (.. \—3/4 _ o \1/4 (. \—5/4
Kig 171 = ( Mz) 2, Y1 = ( Hz) Y2, T1 = 7‘2( N2) y €1 = ( ,Uz)
fireg >0, 11 >0, p2 <0, 79 >0 und
1/2 —3/2 —2 —5/2
K23 1 T3 = T2y , Y3 =Ty = Y2, U3 = Ty 2, €3 = Ty
1 —2/5 -3/5 —4/5 1/5
Kog T2 = €3 / ; Y2 = €3 / Y3, M2 = €3 / M3, 7'2:T353/

fiir ro > 0, 2 >0, €3 >0, 73 > 0.
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4.1 Verhalten in Karte K;

Die Karte K; deckt die einlaufende Richtung der langsamen Losungen Sj,
und St ab. Die Differentialgleichung (4.1) lautet in dieser Karte

1
oy =ri(y1 + 5611'1) + O(r%)

3
i =ri(-1+a2 + 16191~ riziy1) + O(rd) (4.2)

1
ry = —Zelr%(l + 0(r?))

5
€ = 17‘16%(1 + O(r%))

Die Division der rechten Seite von (4.2) durch 71, die einer ortsabhingigen
Zeittransformation entspricht, ergibt

1
=y + F€1%1+ o(r})

3
yi = —1+a7 + LELY1 — 11y +0(r3) (4.3)

1
1= —1617‘1(1 + O(r%))

~3

5
¢ = 2&(1+0(3).
Lemma 5 Die Ruhelagen der Gleichung (4.3) liegen auf den Kurven
(z1,y1,€1) = (£1 + O(r1),0(r?),0). Die Mannigfaltigkeiten {e1 = 0} und
{r1 = 0} sind invariant.

Beweis: Die erste Behauptung folgt aus dem Satz iiber Implizite Funktionen.
Die zweite Behauptung gilt wegen der Form der Gleichungen. O

Lemma 6 Die Differentialgleichung (4.3) hat fiir die Ruhelage p = (1,0,0,0)
eine nicht eindeutige 2-dimensionale Zentrumsmannigfaltigkeit N¢ tangen-
tial zu den Vektoren {(0,—%,0,1),(0,0,1,0)}, eine 1-dimensionale stabile

Mannigfaltigkeit N* zum Eigenwert —/2 tangential zu (—%, 1,0,0) und

eine 1-dimensionale instabile Mannigfaltigkeit N* zum Eigenwert v/2 tan-
gential zu (%, 1,0,0). N* und N* liegen in der invarianten Mannigfaltigkeit
{r1 = 0}. Die invariante Mannigfaltigkeit v = N¢N{r; = 0} ist ein von p
weglaufender Orbit tangential zu (0, —%, 0,1).

Beweis: Die Differentialgleichung eingeschréinkt auf die invariante Man-
nigfaltigkeit {r1 = 0} besitzt je eine 1-dimensionale stabile, instabile und
Zentrumsmannigfaltigkeit. Diese invarianten Mannigfaltigkeiten sind auch
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Xl’ylzx/

Abbildung 4.2: TI; in Karte K3

invariante Mannigfaltigkeiten des vollstdndigen Systems. Mit der Eindeu-
tigkeit von IN° und N* folgt der Satz. O

Der Orbit 7; ist genau wie die Zentrumsmannigfaltigkeit N¢ nicht ein-
deutig. Die Gleichung (4.3) besitzt fiir die Ruhelage 0y = (—1,0,0,0) eine
4-dimensionale Zentrumsmannigfaltigkeit. Daher funktionieren die hier ver-
wendeten Methoden fiir S, nicht.

Die Gleichung (4.3) eingeschrankt auf die invariante Mannigfaltigkeit
{r1 = 0} besitzt die zwei Ruhelagen p; und o;. In diesem Fall besitzt p;
eine 1-dimensionale stabile und instabile und die Zentrumsmannigfaltigkeit
~1. Die Ruhelage 0; besitzt eine 3-dimensionale Zentrumsmannigfaltigkeit.
In der invarianten Menge {(r1,€1) = (0,0)} ist die Gleichung (4.3) die in
Kapitel 2 untersuchte Gleichung (2.11). In dieser invarianten Ebene sind die
stabile und die instabile Mannigfaltigkeit von p; enthalten.

Der Phasenraum der Gleichung (4.3) ist 4-dimensional. Das Verhalten in
der invarianten Menge {(r1,€1) = (0,0)} wird in Abbildung 2.6 beschrieben.
In Abbildung 4.2 ist diese Dynamik in der mit z;,y; bezeichneten Achse
enthalten. Die 2-dimensionale x1-y;-Ebene ist in Abbildung 4.2 als die Ge-
rade x1, y; dargestellt. Alle parallel zur z;-y;-Ebene liegende Flichen werden
ebenfalls als Geraden parallel zur Gerade z1,y; dargestellt.

Wir definieren wieder die Mannigfaltigkeiten

2lln = {(xhylarlael) | rL = a1/4761 € [Oi 5]}

und
594 = {(z1,y1,71,€1) | 11 € [0,0*] &1 = 6}
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A liegt in einer ausreichend kleinen Umgebung von Sh,1 in Yin 1 sei die
durch den FluB bestimmte Abbildung von ¥ nach 2¢“* und wir definieren:
(Q:Oa Yo,To, 60) = Hl(xia Yis T4y 61’)-

Lemma 7 Fiir die Zeit T, die bei der Abbildung II; von ¥i" nach X¢vt
vergeht, gilt T = 3(1 — 5)(1 + 0(a'/?)).

€

Beweis: Aus €f = 2e2(1+ O(r?)) und 1 — ¢ < 1+ O(r}) < 1+ ¢ mit
¢ = O(a*/?) und Integration folgt §(& — §)1i; < T < §(& — §)1%5- Mit
1+_c =1+ O(c) folgt obiges Ergebnis. O ‘

Fiir , & geniigend klein schneidet N¢ die Mannigfaltigkeiten i 9t
und {r1 = 0} transversal. Daraus folgt:

Satz 22 II; bildet die Kurve " N N auf die Kurve $$“ N N¢ ab, die
transversal zu {r; = 0} liegt und {r; = 0} in v N B¢t schneidet.

Fiir 0 < ¢ < v/2 existieren «, §, soda§ gilt:

Satz 23 In X" existieren transversal zu X" N N°¢ eine stabile Richtung, in
der wihrend der Abbildung II; eine Kontraktion der Grifie eI und eine
instabile Richtung in der eine Expansion der Grofie el stattfinden.

Beweis: Laut Zentrumsmannigfaltigkeitstheorie ([2]) existiert zur Man-
nigfaltigkeit N* eine stabile Blédtterung F'*. Zwei Punkte einer stabilen Fa-
ser erfahren durch den FluB eine Kontraktion stirker als e ‘. Analog exi-
stiert N und zwei Punkte einer instabilen Faser expandieren stirker als
et. O

4.2 Verhalten in Karte K,

Wir untersuchen als néchstes die Entwicklung des Orbits v und der Zen-
trumsmannigfaltigkeit N¢ in Karte K5. Die Differentialgleichung (4.1) lautet
nach der Division der rechten Seite durch ro

zh = y2 + O(r})

yh = pg + T3 — rexays + O(r3) (4.4)
py =1+ 0(r3)
ry = 0.

Die Einschrinkung auf die invariante Menge {ro = 0} ergibt die Differenti-
algleichung

17'2 =Y2
Yy = po + 75 (4.5)
py =1

rh = 0.
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(Im folgenden lassen wir den Index 2 weg.) Mit einer entsprechender Wahl
des Anfangszeitpunktes gilt ohne Beschrankung der Allgemeinheit ¢ = x4 und
die Gleichung (4.5) 148t sich dquivalent als skalare Gleichung 2. Ordnung
schreiben

" =t + 22 (4.6)

Diese Gleichung ist die erste Painleve Gleichung [1]. Die Painleve Gleichun-
gen I-VI treten in vielen Problemen der mathematischen Physik, insbeson-
ders in der Theorie von integrablen Systemen auf. Thre Losungen kénnen
als durch nichtlineare Differentialgleichungen definierte spezielle Funktionen
analog zu den durch lineare Differentialgleichungen definierten speziellen
Funktionen der mathematischen Physik angesehen werden. Wir verweisen
dazu auf [9], [5], [6] und [10]. Die folgenden, bekannten Eigenschaften der
Lésungen von (4.5) bzw. (4.6) werden benétigt:

Lemma 8 Fiir die Losungen der ersten Painleve Gleichungen gilt:

(a) Die Losungen z(t) besitzen aufer beweglichen Polen zweiter Ordnung
keine anderen Singularititen.

(b) Jede Lisung besitzt unendlich viele dieser Pole fiir t — oco. Die Lau-
rentrethenentwicklung fiir einen Pol in a ist in einer Umgebung von a

durch x(t) = ﬁz’ + Y om—o an(z —a)" gegeben.

(c) Fiirt — —oo besitzt die Painleve Gleichung (4.6) Losungen der Form
x(t) = +(—t)/2 + e(t) mit e(t) < v/—t.
Fiir positives Vorzeichen gilt fiir diese Losungen e(t) ~ O((—t)~2), fiir
negatives Vorzeichen gilt €(t) ~ O((—t)~/#).

Beweis: Wir geben formale Argumente fiir diese Aussagen: Die zusétz-
lichen Koeflizienten der Laurentreihenentwicklung ergeben sich durch das
Einsetzen des allgemeinen Ansatzes aus [1] in (4.6). Das Einsetzen in Glei-
chung (4.6) fiir das positives Vorzeichen ergibt fiir e(¢) fiir ¢ — oo ([1]):

€(t) ~ — (=) % + er(—t) MBS | o (_g) 18 A5,

8
Nur Losungen mit ¢; = 0 erfilllen die Voraussetzungen. Die Abschéitzung
folgt. Fiir das negative Vorzeichen fithrt eine dhnliche Uberlegung zu obigen
Ergebnis. O

In obigem Lemma wurden die Losungen als meromorphe Funktionen
betrachtet. Aus dem Lemma folgt die Existenz von gewdhnlichen Losungen:

o 7'(t) mit & ~ (—t)%/2 fiir t - —oo und & ~ ﬁ firt — a—,

o 72(t) mit & ~ —(—t)Y/2 fiir t - —oo und = ~ ﬁ fir t - a— und
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Abbildung 4.3: Lésungen in Karte Ko
e 73(t) mit z ~ i %

#I)Qfﬁrt%al—l-undxw( > fiir t — ag— mit
az > aj.

Der Halbraum {r; = 0,¢; > 0} in Karte K; entspricht dem Halbraum
{2 < 0,72 = 0} in Karte Ko.

Lemma 9 7j geht fir t — —oo in Karte Ky tangential zur Eigenrichtung
(z1,91,7m1,€1) = (0,—1/2,0,1) gegen p1 und liegt in {r; = 0}.

Beweis: Wegen y(t) = 2'(t) gilt fiir t — —oo:
3 (t) = (22,92, H2, 72)(t) = (V=+0((—1) %), =5 (=) 2 +0((~1)7*),1,0).
Mit

ni(t) = kip (03(1)) = (A+O((=)~*/?), —%(—t)_5/4+0((—t)_15/4),0, (=t)~5/%)

folgt fiir t — —oo die Konvergenz: n{ — (—1,0,0,0) und zusitzlich liegt
(n1)' tangential zu (0,—1/2,0,1). O

Der Orbit vy in Karte K ist nicht eindeutig. Jede Lésungen ' entspricht
genau einem Orbit 4.

Lemma 10 Der Orbit n geht fiir t — —oo tangential zur Eigenrichtung
(z1,y1,71,€1) = (0,1/2,0,1) gegen o1 = (—1,0,0,0) in Karte K1 und liegt
in {ry = 0}.
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Beweis: Analog zu vorigem Satz. O

Da an den Polen x93 — oo gilt, untersuchen wir die auslaufende Rich-
tung in Karte K3. Der Halbraum {zo > 0,72 = 0} entspricht genau dem
Halbraum {r3 = 0,e3 > 0}. Sei a ein Pol einer Losung 7(t), j € {1,2,3}.

Lemma 11 ng geht fir t — a— gegen q3 = (r3,ys, p3, €3) = (0,+/2/3,0,0)
in Karte K3. Fiir a # 0 liegt 7} tangential zu (0,/3/2,1,0) und fir a =0
tangential zu (0,—6,—+/6,1).

Beweis: Mit y = z’ und Berechnung der ersten Koeffizienten der Laurentrei-
he gilt:

(1) = (S — 5t —a)? = §(t—a) + Ot — o), =35 — &t —a) — }(t -
a)2+ O(t — a)®,a + (t — a),0). . '
Fiir n} = ko3(n2) entwickeln wir den zweiten Teil von z5* = ((tfa)2 ) (1 +

a(t)) "¢ fiir kleine o in eine Reihe und erhalten
m, = (0, —sign(t — a)/2/3(1 + 21 (t — a)t + %(t —a)’+0(t —a)%),

t— 5
Gt —a)(a+ (t—a)+ 0@t —a)*), LA (1+ &(t — a)* + Ot — a)?)).
Einmaliges differenzieren nach ¢ und ¢ — a— gibt obiges Verhalten. O

Die Konstante a; bezeichnet den linken Pol einer Losung 73.

Lemma 12 73 geht firt — a1+ gegen g3 = (r3,y3, u3,€3) = (0, —1/2/3,0,0)
in Karte K3. Fiir ay # 0 liegt 73 tangential zu (0,—+/3/2,1,0), fir a; =0
tangential zu (0,—6,24/3/2,1).

Beweis: Der Beweis erfolgt analog zu vorigem Lemma. O
Die 7/ sind nicht eindeutig bestimmt.

Satz 24 Die Lésungen

1. v (n') verbinden die Ruhelagen p und g,
2. n? verbinden die Ruhelagen o und g,

3. 0% verbinden die Ruhelagen g und q.

Beweis: Die Berechnung der Ruhelagen in K3 erfolgt im nichsten Kapitel. O

Wir definieren $i := {py = —5_4/5} und X% = {zy = _5—1/5}_

Satz 25 Die durch den Fluf bestimmte Abbildung Il : i — 13U ist ein
Diffeomorphismus und bildet die Kurve NSNXi, die transversal zu {rs = 0}

liegt, auf eine Kurve in 23, die transversal zu {ro = 0} liegt, ab.

Alle Losungen, die in K5 hineinlaufen, das heiit, fiir die € > 0 gilt,
verlassen K3 in Richtung q. Bei der Transformation ko3 auf die Koordinaten
der Karte K3 wird {rs = 0} auf {r3 = 0} und II3(N§ N £¥*) auf eine Kurve
die transversal zu {rs = 0} liegt, abgebildet.
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4.3 Verhalten in Karte K;

Die Differentialgleichung (4.1) lautet nach der Division der rechten Seite
durch r3

1

[
7'3 = 27‘3@
3
ys = p3 +1—r3ys + O(r3) — Y3 (4.7)
py = e3(1 4+ O(r3)) — 2usep
, 5
€3 = 263%

wobei ¢ durch ¢ = y3 + O(r3) gegeben ist. (Im folgenden lassen wir den
Index 3 weg.)

Diese Differentialgleichung besitzt in der Ruhelage ¢ = (0,/2/3,0,0)
eine 3-dimensionale stabile Mannigfaltigkeit zu den negativen Eigenwerten
—34/2/3, —gm, —2,/2/3, die tangential zu den Eigenvektoren (0, 1,0,0),
(0,—3,-/6,1), (0,~/3/2,1,0) liegt, und eine 1-dimensionale instabile Man-
nigfaltigkeit zum Eigenwert %\/m tangential zu (—%, 1,0,0). Die Ruhela-
ge g = (0,—+/2/3,0,0) hat eine 3-dimensionale instabile Mannigfaltigkeit
zu den Eigenwerten 3,/2/3, g\/m,2m und Eigenvektoren (0, 1,0,0),
(0,-3,4/6,1), (0, —\/3/—2, 1,0) und eine 1-dimensionale stabile Mannigfal-
tigkeit zum Eigenwert 1./2/3 und Eigenvektor (—I,1,0,0). Weiters tritt
die in Karte K; untersuchte von p weglaufende Kurve von Ruhelagen auf:

(y, p, €) = (r3, =1 + O(r2,0)).

Die Gleichung (4.7) besitzt die invarianten Mannigfaltigkeiten {r = 0} und
{e = 0}. Daher gilt:

Satz 26 Die Ruhelage q besitzt eine dreidimensionale stabile Mannigfaltig-
keit, die in {r = 0} liegt und eine eindimensionale instabile Mannigfaltigkeit
transversal dazu.

Das bedeutet, die Ruhelage ¢ ist in der invarianten Menge {r = 0}
anziehend. Analog ist g auf {r = 0} abstoflend.
Die Gleichung (4.7) in der invarianten Ebene {(r,e) = (0,0)} lautet

y=p+1 (4.8)
p' = —2yp.
Diese Gleichung ist gegeniiber der Transformation (¢,y, u) — (—t, —y, 1) in-
variant. Beziiglich Gleichung (4.8) besitzt ¢ zwei stabile und g zwei instabile
Eigenrichtungen. p ist ein Sattelpunkt. Mit der Berechnung der Nullinien der
rechten Seite von (4.8) erhélt man den Einzugsbereich von ¢. Das qualitative
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Y3

M3

T

J3

Abbildung 4.4: Losungen in K3 fir {(r,e) = (0,0)}

Verhalten der Orbits ist in Abbildung 4.4 dargestellt. In Abbildung 4.5 sind
die invarianten Mannigfaltigkeiten und einige Orbits der Gleichung (4.7) be-
schrieben. Da wir wieder einen 4-dimensionalen Phasenraum haben, gehen
wir wie in Karte K7 in Abbildung 4.2 vor. Die u3-ys-Ebene wird wieder als
die Gerade ug,ys dargestellt, Ebenen parallel zur us-ys3-Ebene entsprechen
Geraden parallel zur Gerade us, ys.

I1; sei wieder die durch den Fluf bestimmte Abbildung von £ nach
$gUt (Abb. 4.5), wobei gilt:

S = {e3 = 8}, B = {r3 = /).

9%t wird durch kog auf T¥, £$%¢ durch die blow-down Transformation auf
A% abgebildet.

Lemma 13 Fir die Abbildung (x,, 1o, €0) = I3(ri, i, y;) gilt

d s
:Wri.

€o

Beweis: Aus € = 5rjries + 3¢y = 0 folgt €3 = cry ° mit einer Konstanten c.
Einsetzen der Anfangs- und Endwerte von I3 ergibt obiges Ergebnis. O

Die Abbildung IT3 kann man &hnlich wie in [13] S.20 berechnen:

1. Transformation der Gleichung (4.7) auf eine geeignete Normalform im
Punkt ¢

2. Abschneiden der Terme der Ordnung O(3)
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3. Losen der abgeschnittenen Gleichung ergibt eine Approximation der
Losung
4. Beweis der Giiltigkeit der Approximation

Wir fithren nur Schritt 1 aus. Die Verschiebung von ¢ in den Koordina-
tenursprung y = 1/2/3 + ¢ und die Division der rechten Seite durch /3/2¢

ergibt
= 1\/27"
2V 3
=320 = 2w [Sau e 2+ 0+ 00%)
u = —2\/gu+6(1 — \/§Q+O(g}2) + 0(r?)) (4.9)
, 5 /2

Eine Transformation auf Jordansche Normalform, eine darauffolgende
Normalformentransformation bis zur Ordnung O(3) und eine Riicktransfor-
mation ergeben folgende Gleichung:

SN

r=g5r

4 2_ 2

g =-3 39~ §r+u+7‘e+0(3) (4.10)
2

il = —2\/;ﬁ+6+r6+0(3)
,__§\ﬁ
€ = 2 36.

4.4 Globale Dynamik im Takens Bogdanov Punkt

Fiir € = 0 beschreibt die Gleichung (4.1) die in Kapitel 2 untersuchte Takens
Bogdanov Verzweigung. In Kombination mit den Ergebnissen aus Karte K;
und K3 erhalten wir in blow-up Koordinaten das in Abbildung 4.6 darge-
stellte Phasenportrait. Auf der Kugeloberfliche S? sind die Losungen fiir
{(7,€) = (0,0)} dargestellt. Fiir diese Trajektorien gilt: z2 + g2 + 2 = 1.

Fiir € > 0 erfiillen die Losungen die Gleichung z2 442 + 12 + &2 = 1, diese
Punkte liegen auf der Sphire S3. Fiir {# = 0} konnen wir die Losungen aus
S3 auf der Vollkugel darstellen: Mit der Gleichung

Py +pi=1-2a,e¢c(0,1]
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Abbildung 4.5: I3 in Karte K3
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y (=)

A

4‘ A l‘\
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Abbildung 4.6: Der Flu8 fiir ¢ = 0 in einer Umgebung von $?2

sieht man, daf§ die Punkte auf S mit € € [0, 1] eindeutig auf der Kugelober-
fliche mit dem Radius v/1 — € dargestellt werden konnen. Fiir die Ober-
fliche der Vollkugel gilt € = 0 und das Phasenportrait ist genau das in
Abbildung 4.6 auf S? dargestellte Phasenportrait. Die in Karte Ko berech-
neten Losungen 7, die den FluB auf S3 beschreiben, verlaufen daher in Abb.
4.7 durch das Innere der Vollkugel.

4.4.1 Die Dynamik auf S*

Das Verhalten der Losungen in den einzelnen Karten ergibt den Fluf§ auf der
invarianten Menge {7 = 0}. Auf {7 = 0} besitzen die Gleichgewichtslagen

e p eine 1-dimensionale Zentrums-, eine 1-dimensionale stabile und eine
1-dimensionale instabile Mannigfaltigkeit,
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g

Abbildung 4.7: Der Flu8 fiir € > 0 und r = 0 auf 3

x|
~
AN
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e 0 eine 3-dimensionale Zentrumsmannigfaltigkeit,
e g eine 3-dimensionale stabile Mannigfaltigkeit und

e g eine 3-dimensionale instabile Mannigfaltigkeit.

Satz 27 Alle Losungen, die fiir einen Zeitpunkt € > 0 erfillen, konvergieren
in Vorwdrtszeit gegen die Ruhelage q (Abb. 4.7).

Beweis: Da aus € > 0 ¢; > 0,7 = 1, 2,3 folgt, liegen diese Lésungen in dem
von Karte K iiberdeckten Gebiet. Auflerdem gilt ro = 0. Aus Lemma 8 und
Lemma 11 folgt der Satz. O

Auf der invarianten Mannigfaltigkeit {(7,€) = (0,0)} bezeichnen wir mit
G die Menge, die die Gleichgewichtslagen, den homoklinen Orbit von p und
das darin eingeschlossene Gebiet, und die heteroklinen Orbits zwischen den
Ruhelagen p und g bzw. g und p, enthélt. Es gilt:

Satz 28 Das in G zwischen dem homoklinen Orbit und o liegende Gebiet
wird von periodischen Orbits ausgefillt. Das Gebiet {(7,€) = (0,0)} ohne G
wird von heteroklinen Orbits, die von g nach p laufen, ausgefillt (Abb. 4.6).

Beweis: Die erste Behauptung folgt aus den Berechnungen fiir die Karte
K. Die Berechnung des blow-ups in den Richtungen & < 0,2 > 0,5 < 0
und § > 0 zeigt, daB dort keine neuen Ruhelagen auftreten. g = 0 ist eine
weitere invariante Menge. Betrachten des Vektorfeldes in diesen Karten zeigt
die zweite Behauptung. O

4.4.2 Das Verhalten von S,

Wir kénnen Sy, in den einzelnen Karten entlang der Kugel {7 = 0} bis zu
@ in einer Umgebung von ¢ verfolgen. Es fehlt noch die Beschreibung der
Abbildung IT3 : 2¥* — %¢%!. Damit kénnen wir die Komposition der Abbil-
dungen IT = II3 0 kg3 0 I3 0 k12 0 I; bilden und diese auf die Mannigfaltigkeit
NfNYi" anwenden und erhalten eine Kurve in $$%!. Die Riicktransformation
auf die urspriinglichen Koordinaten ergibt die Abbildung II : A, — Ayt

I(S;) = (2,9, 1) = (B, (€), * ().
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