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0 Problemstellung

Im Rahmen der durch das BMBF geforderten Kooperation ,,Heterogene Hybridmodellie-
rung verfahrenstechnischer Prozesse wurden strukturierte Hybridmodelle (SHM) unter-
sucht. Entscheidend fiir das Einsatzspektrum der strukturierten Hybridmodellierung ist
die Identifizierbarkeit des Modells aus wenigen, stark korrelierten Messdaten. Eine solche
Datenstruktur tritt in der Praxis hdufig auf und stellt einen entscheidenden Engpass fiir
den Einsatz neuronaler Netze und anderer Modellierungs-Tools in der Prozessoptimierung
dar.

Ein entscheidender Vorteil strukturierter Hybridmodelle ist die Identifizierbarkeit
des Modells auf der Basis statistisch schlechter Datensétze. Fiir die Identifizierbarkeit
kommt es jedoch nicht nur, wie in der konventionellen Prozessmodellierung, darauf an,
dass die gemessenen Datenséitze gut approximiert werden. Dies lédsst sich mit fast allen
Modellen erreichen. Der entscheidende Vorteil der strukturierten Hybridmodellierung ist
die Extrapolationsfahigkeit des Modells. Das Prozessverhalten kann also auch in solchen
Bereichen vorhergesagt werden, in denen keine oder extrem wenige Messungen vorliegen.
Erst diese Eigenschaft macht den Modelltyp fiir den Einsatz in der Prozessoptimierung
tauglich. Um die Extrapolationsfihigkeit garantieren zu konnen, ist jedoch der Nachweis
notig, dass eine gegebene Prozessstruktur auf den vorliegenden Daten so gut identifizierbar
ist, dass eine ausreichende Prognosesicherheit garantiert werden kann. Dies kann a priori
nicht durch Daten validiert werden. Dieser Punkt muss daher zwingend vor dem Einsatz
eines Modells zur Prozessoptimierung in wissenschaftlich einwandfreier Weise nachgewie-
sen werden.

Unter einem strukturierten Hybridmodell verstehen wir dabei einen gerichteten,
endlichen Graphen I' = {1,..., N}, dessen Ecken bekannte White-Box-Funktionen vy,
k € W C I' bzw. zu identifizierende Black-Box-Funktionen u;, k € B C I zugeordnet sind.
Die gerichteten Kanten definieren dann die Verkettungen der White- und Black-Boxes zu
der globalen Input-Output-Relation H (1), u); vergleiche Abb. 2.1 und die nachfolgenden
Abbildungen.

Ziel ist es nun, mittels einer gegebenen Datenbasis {(x, h(z)) |z € D}, D C Ré% die
Black-Boxes zu identifizieren, d.h. Losungen u von

h(z) = H (), u)(z), reD (0.1)

zu finden. Dabei stehen die Fragen nach der Eindeutigkeit der Identifikation, nach der
benotigten Dimension der Datenbasis sowie nach der algorithmischen Durchfithrung der
Identifikation im Mittelpunkt.

Die von Schuppert [Sch00] aufgestellte allgemeine Hypothese zur Identifikation von
Hybridmodellen lautet dabei, dass die benotigte Dimension der Datenbasis durch die
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Input-Dimension der gréfiten Black-Box im Modell gegeben ist. Die Dimension der Input-
Daten des Gesamtmodells spielt hingegen keine Rolle. Dies ist gerade der entscheidende
Vorteil der Hybridmodelle gegeniiber reinen Black-Box-Modellen, die bei hochdimensio-

nalen Systemen aufgrund der benotigten Datenmengen scheitern.

Im vorliegenden Abschlussbericht des Projektes werden in den Kapiteln 1-3 zunéchst
prinzipielle Probleme und Methoden vorgestellt. Anschliefend wird die Anwendung dieser
Methoden auf die einzelnen Klassen von Strukturen zunehmenden Schwierigkeitsgrades
besprochen.

Hinsichtlich des Arbeitsplanes, Tabelle 0.1, ist anzumerken, dass alle Themenkom-
plexe bearbeitet wurden. Dabei stellen die Abschnitte 4.1-4.2 die Resultate zum ersten
Aufgabenkomplex dar. Die Abschnitte 4.3—4.5 sowie Kapitel 5 beschéftigen sich mit dem
zweiten Fragenkomplex. Der dritte Komplex wird schliellich in den Kapiteln 6-8 behan-
delt.
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) Black-Black-Kette ) Black-White-Black-Kette

18 1 1

Abbildung 1.1: Strukturen mit trivialen Kalibrierungen.

1 Grundsatzliche Hindernisse bei der Identifikation
von Hybridstrukturen

1.1 Kalibrierungen

Bei bestimmten Hybridstrukturen erzwingt bereits die Struktur des Verkniipfungsgraphen
Mehrdeutigkeiten bei der Identifikation. Das einfachste Beispiel sind zwei aufeinanderfol-
gende Black-Boxes, siche Abb. 1.1a):

Jede von einer Black-Box v gefolgte Black-Box w lasst eine triviale Kalibrierung o

| v(ule)) = i(a(a)), (1)

wenn

mit einer beliebigen invertierbaren Funktion o; vgl. auch [FS03]. Dabei kénnen z, u Vek-

toren sein; weitere Inputs von v neben u sind ebenfalls zuléssig.

Ein &hnliches Beispiel liefert jede einfache Black-White-Black Sequenz, Abb. 1.1b):

v(¥(u(z)) = o(p(u(z)),
D:=vooo Loy, U:= 0 ou.

Hier darf die Black-Box v weitere vektorielle Eingénge neben ¢ haben. Die White-Box
jedoch muss invertierbar in u sein und darf zunéchst keine weiteren Eingénge haben.

Betrachten wir nun wieder ein allgemeines SHM
h = H(4,u) (1.2)

Dabei bedeutet u = (u;);ep eine Aufzihlung aller vektoriellen Black-Box-Funktionen w;
im SHM, und ¢ = (¢;);ew die entsprechende White-Box-Aufzéhlung. Der Operator H
beschreibt die hybride Komposition der Black- und White-Box-Funktionen, so wie sie das
SHM vorgibt.
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Unter einer Kalibrierung des SHM (1.2) verstehen wir eine (mindestens) einpara-
metrige Familie
ut = u(ep,u’;t), teR, (1.3)

von Black-Box-Funktionen, so dass gilt

(4) Uz = u(¥,u’0) = u
(i) ot = Oy, ul;t) # 0 (1.4)
(i) H' = 0,H,u(h,u’;t)) = 0

fiir alle v, v’ und t. Einfachstes Beispiel sind die zuvor betrachteten trivialen Kalibrie-
rungen aneinander angrenzender Black-Boxes durch eine nichttriviale Familie von Dif-
feomorphismen o mit ¢° = id. Wir erhalten dann die Familie u* aus «°, indem wir auf
den Output der Vorginger-Box (¢f)~! anwenden und zum Ausgleich dem entsprechenden
Input der Nachfolger-Box o' vorschalten.

Satz 1.1 Das SHM (1.2) besitzt eine nichttriviale Kalibrierung (1.4) genau dann, wenn
die partiellen Ableitungen H, = H,(1,u) eine differenzierbare Familie & = £(¢,u) nicht-
trivialer Kern-Vektoren € # 0 besitzen. Also

fir alle ¥, u.
Beweis. Der Beweis der Notwendigkeit der Bedingung (1.5) folgt sofort mit der Definition

E(p,u’) == O, u’;t)|—o = U'|mg # 0 (1.6)

aus (1.4). Dass die Bedingung (1.5) fiir die Existenz einer Kalibrierung umgekehrt hin-
reicht, folgt durch Integration der Differentialgleichung

u=¢(,u) (1.7)
mit der Anfangsbedingung
u(0) = u°. (1.8)

Tatséichlich erfiillt die Losung ' := u(t) = u(,u’;t) dann (1.4): Bedingung (i) gilt per
(1.8). Bedingung (ii) folgt, weil £ # 0 fiir den Kernvektor £ von H, gilt. Bedingung (iii)
schliefflich folgt, weil ¢ Kernvektor von H,, ist:

H' = 0,H (¢, u(th, u’st))
= H,-u (1.9)
Hy (¢, u(, u’st) - (¥, u, u’st)) = 0;

siehe (1.5) und (1.7). D>
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Im Fall der einfachen Hybridstruktur

h(z,y) = P(u(z), v(y)) (1.10)
aus Abb. 2.1 impliziert der vorige Satz, dass eine Kalibrierung genau dann vorliegt, wenn
die White-Box 1) eine Losung der Differentialgleichung

Gl )it (2 () + (00 (3 (0)] ) = 0 (1.11)

t=0

darstellt. Dies bedeutet, 1 hat die spezielle Gestalt

U(u,v) = f(a(u) + b(v)). (1.12)

White-Boxes mit Summengestalt sind aus Sicht der Identifizierbarkeit von Hybridmodel-

len also besonders kritisch, da sie nichttriviale Kalibrierungen nach sich ziehen.

Wir werden im weiteren Verlauf Generizitdtsannahmen machen, die solch spezielle
Kalibrierungen wie die eben beschriebene ausschlieBen. In generischen Baumstrukturen,
Kapitel 4, treten dann hochstens noch triviale Kalibrierungen auf. Dagegen wird in Kapitel
8 eine nichttriviale Kalibrierung in einer Hybridstruktur mit Riickfithrung beschrieben,
die sogar fiir generische White-Boxes auftritt.

1.2 Numerische Stabilitdt und Kalibrierungen

Im April 2002 und im Méarz 2003 wurden im Rahmen zweier Arbeitsbesuche bei der
Bayer-AG in Leverkusen numerische Untersuchungen des dort entwickelten Softwarepa-
kets ,Hybrid Tool“ durchgefiihrt. Bei vorgegebener Struktur eines Hybridmodells und
einer Datenbasis sowie den zugehorigen Funktionswerten versucht das Hybrid-Tool die

Black-Boxes zu identifizieren, indem es neuronale Netze trainiert.

Ziel der Untersuchungen war es zu priifen, ob die Existenz von Invarianten einen
Einfluss auf die Extrapolationsfdhigkeit der Modelle bzw. die numerischen Stabilitdt des
Programms hat. Ein zweiter Schwerpunkt betraf das Problem nichtmonotoner White-
Boxes, siehe Abschnitt 2.4.

Es wurde folgende Hybridmodelle untersucht:

2(z,y) = Yu(x),v(y)) = ulz)+oy)+ulx) vly) +e- (uz)?- vy, bzw.
2(zy) = Yul@),v(y) = u(@)+oly) +u@)- vy +e-(u(@) - o(y),

mit Black-Boxes v und v und der White-Box 1), siche auch Abb. 2.1. Fiir ¢ = 0 existieren

Invarianten fiir v und v. Konkret sind mit

u(z) = z* und o(y) = sin(37-y) (1.13)
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auch
W(r) = a-u(z)+a—1 und o(y) = 2-0(y)+: -1, (1.14)

mit a # 0, Losungen. Fiir € # 0 existieren keine Invarianten.

In den Tests zeigte sich, dass das Hybrid-Tool auch fiir € > 0 eine inexakte Losung
identifiziert, die von der Invarianten-bedingten Losungsschar im Grenzfall € = 0 herriihrt.
Der dabei ausgeschopfte Parameterbereich a schrumpft aber mit wachsendem e. Eine
Extrapolation ist weiterhin moglich. Details finden sich in den im Anhang 1 beigefiigten
Auswertungsbogen. Insbesondere sind folgende Tendenzen erkennbar:

e Fiir ¢ = 10, d.h. bei einem sehr grofien Stérterm 10uv, werden die Black-Boxes u
und v gut identifiziert, und damit ist die Outputfunktion z gut extrapolierbar.

e Im Falle ¢ = 1 ist die Identifikation von u und v ebenfalls noch relativ gut. Die
nichttriviale Kalibrierung bei ¢ = 0 macht sich jedoch schon in einer kleinen Ab-
weichung der identifizierten Funktionen in Richtung der Invariante bemerkbar. Die
Extrapolation ist geringfiigig schlechter als im Falle ¢ = 10. Vor allem ist der Anstieg
des Extrapolationsfehlers mit zunehmendem Abstand von der Trainingsdatenkurve
deutlicher.

e Bei kleinem Storterm € = 0, 1 verstérken sich die zuvor beschriebenen Effekte. Ins-
besondere wichst der Bereich der moglichen Abweichung in Richtung der bei e = 0
auftretenden Invariante erheblich an, wie die deutlich verschiedenen Ergebnisse bei
aufeinanderfolgenden Testlaufen zeigen. Offenbar reicht der kleine Stérterm nicht
aus, um in der Néhe der nichttrivialen Kalibrierung eine eindeutige Losung sicher-

zustellen.

e Ohne Storterm ¢ = 0 manifestiert sich die theoretisch vorhergesagte Kalibrierung.
Verschiedene Testldufe liefern eine Vielzahl nahezu perfekt identifizierter Losungen
u, v zu unterschiedlichen Parametern a. Insbesondere bleibt der Extrapolationsfehler

auf dem gesamten Extrapolationsgebiet von der gleichen Gréflenordnung.

3v wurde auch der Stérterm su?v betrachtet. Allerdings ist es uns

Neben dem Storterm eu
hier nicht gelungen, einen Referenz-Wert fiir die GroBle der Storung zu finden, der eine gu-
te und eindeutige Identifikation ermoglicht. Bei grofien Storungen, die einen hinreichenden
Abstand von der Invariante sicherstellen, treten bereits Effekte auf, die von der Nichtmo-
notonie des Storterms herrithren, siehe auch Abschnitt 2.4. Eine saubere Trennung der

entsprechenden Einfliisse ist daher nicht moglich.
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1.3 Instabilitidt gegen Storungen der White-Boxes

In diesem Abschnitt beschreiben wir ein einfaches Beispiel, das die Instabilitdt gegen
kleine Storungen zeigt. Wir betrachten Hybridmodell der Form h = v (u,v), siehe auch
Abb. 2.1. Sei also

ha,y) = d(u(z),v(y))
die ,richtige® Input-Output-Funktion,
u(r) = =,

v(y) = v,
Y(u,v) = (u+1)2+ (u+1)(v+ 1) + esin®(w(u — v)).

Um die numerische Untersuchung durchzufiihren, wéhlen wir
e=10"3, w = 10.

Die Strukturstérung wird durch die Glattung der White-Box-Funktion ¢ modelliert. Wir
nutzen

Yulu,v) = (u+ 1)+ (u+ 1)(v +1)
statt ¢ zum Zweck der Identifizierung. Der entsprechende Modellfehler ist kleiner als

e = 1073. Als Datenbasis wihlen wir

D={z=y}.

Beide Funktionen v und 1, erlauben die eindeutige punktweise Identifizierung in einer
Umgebung der Datenbasis. Wir 16sen die Gleichung

bu(us (), 0:(y)) = h(z,y)

in einer kleinen Umgebung der Datenbasis. Wir erhalten beispielweise

u(0) = 0, u (0) = 0.322876...
v(0) 0, v,(0) = —0.811018...
w(l) = 1, u.(1) = 1.64575...

v(1) = 1, v.(1) = —0.622036...

fiir die Punkte (x,y) = (0,0) und (1, 1). Der Identifizierungsfehler ist offensichtlich ziem-
lich grof8, obwohl die Werte von h(z,y) und h(x,y) = . (u.(z), v.(y)) auf der Datenbasis
genau iibereinstimmen. Entsprechend schlecht ist die Extrapolationsgiite:

h(1,0) = 7.5 im Gegensatz zu h.(1,0) = 6.0...

Dieses Beispiel zeigt, dass die erfolgreiche Hybridmodellierung sehr prézise Modelle des
White-Box-Teils erfordert. Tatséachlich bewirkt die rasch oszillierende Modellstorung mit
w = 10 einen Fehlerbeitrag der Ordnung ew?, weil — wie in den Abschnitten 2.1, 2.2
deutlich werden wird — die Black-Boxes durch Invarianten bestimmt sind, die Terme ),

mit zweiten Ableitungen enthalten.
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Abbildung 2.1: Einfacher Black-White-Baum.
2 Normalformen

2.1 Vorbemerkungen

Zum besseren Verstédndnis der hier dargestellten Methode seien zwei Beispiele vorange-
stellt.

2.1.1 Vollstindige lokale Identifikation von h = 1 (u, v)

Wir beschreiben eine mogliche Identifizierung der Baumstruktur

h(z,y) = (u(z),v(y)), (2.1)
sieche Abb. 2.1. Durch zweimalige Differentiation nach z,y ergibt sich
hy = ¢U " Uy (22>
hxy = wuv *UgVy.

Dabei bedeuten Indices jeweils partielle Ableitungen in den entsprechenden Argumenten
z,y bzw. u(x),v(y). Aus (2.2) folgt sofort

R
wuv ha:y

In (2.1), (2.3) sind z,y sowie die Funktionen h, 1) gegeben. Genauer gesagt ist die White-

(2.3)

Box-Funktion v gegeben, sowie, entlang einer eindimensionalen Datenbasis (x,y) € D C
R? auch der Funktionskeim h.

Aus (2.1), (2.3) ldsst sich dann im allgemeinen u(z), v(y) bestimmen. Dazu definie-
ren wir, zuniichst fiir beliebige (¢,y) € R? und C?-Funktionen ¢(¢,n) das nichtlineare

[1(%074_777) . 90<C777)7
L(p,¢,n) = @con [ ooy (2.4)
[ = (I, L)

Funktional
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Das System (2.1), (2.3) lautet dann
I(,u,0) = I(h, ,y). (2.5)

Auflésung nach wu, v liefert dann die gesuchte Losung u(z),v(y) — in Abhéngigkeit von
den Daten ¢ und h. Als Datenbasis sind beliebige Kurven in der (x,y)-Ebene zulissig,

deren z- und y-Projektionen den gewiinschten Wertebereich durchlaufen.

Selbstversténdlich unterliegt die Auflosbarkeit von (2.5) gewissen Voraussetzungen.
Trivialerweise sollte 1, # 0 gelten. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen sollte ferner
fiir die Jacobi-Determinante in (zg, yo) gelten

det D(u,v)l(d)) Uo, UO) 7é 07

um die lokal eindeutige Auflésbarkeit in uy = u(xg), vy = v(yp) zu garantieren. Der Fall,
dass solche Bedingungen verletzt sind, ist fiir spezielle kubische ) in Abschnitt 2.4 un-
tersucht. Die besondere Form der Invariantengleichung (2.5) erlautern wir in Abschnitt
2.2. Sie ist der Ausgangspunkt fiir ein systematisches mathematisches Versténdnis des
Identifikationsproblems.

2.1.2 Vollsténdige lokale Identifikation von h = w(¢(u, v))

Wir beschreiben jetzt eine mogliche punktweise Identifizierung folgender Baumstruktur

U(u(z),v(y)) = wh(z,y)), (2.6)
sieche Abb. 2.2. Gegeniiber der Kapiteliiberschrift und der Abbildung haben wir hier w
durch w=! ersetzt. Durch wiederholte Differentiation dieser Gleichung erhalten wir Rela-
tionen zwischen Ableitungen aller bekannten und unbekannten Funktionen. Wir benutzen
diese Relationen, um die Ableitungen der unbekannten Funktionen durch die Ableitungen
bekannter Funktionen und die Werte von u, v darzustellen. Dies ist erst unter Einbezie-
hung aller Ableitungen bis zur vierten Ordnung moglich. Die entsprechenden Gleichungen
sind sehr kompliziert, aber ihre Lésungen wurden mit Hilfe von Computeralgebra-Software

gefunden. Ein systematischer Zugang ist im folgenden Abschnitt beschrieben.

Um die Resultate in einer iibersichtlichen und brauchbaren Form zu prasentieren,

definieren wir die folgenden nichtlinearen Differential-Operatoren dritter und vierter Ord-

nung:

1

Ny(h) = mm(@@w%—hwmwj+@mw@—hmw%g,
z'y
1

Ny(h) = MM(—@mmmeH@mw@—h%mww@
e 2.7

Fhahah2 B2 — W2hgshyyh? — 2B B (2.7)

3N Py B — 3h2, hay b3 + hhigohayh?
B33 by = W3Ry hyhyy + B2 g heyhyhy,)

z'zy
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Abbildung 2.2: Einfacher Black-White-Black-Baum.

Die Identitat
Ni(h)

@) = MW

driickt die Ableitung von w durch die Ableitungen von ¢ und h aus. Zusétzlich ergeben

(2.8)

sich zwei differentielle Invarianten I; und I,

Na(h)

Li(h,z,y) == N73(h)

(2.9)
(z,y)

Der Operator I ist durch eine Symmetrie definiert: in der Definition von I; sind alle
x-Ableitungen durch entsprechende y-Ableitungen zu ersetzen, sowie umgekehrt alle y-
Ableitungen durch z-Ableitungen.

WEeil die Zahl aller Ableitungen der Input-Output-Funktion bis zur vierten Ord-
nung um zwei grofler als die Zahl der Ableitungen der unbekannten Funktionen bis zu
dieser Ordnung ist, erhalten wir zwei Kompatibilitédtsrelationen, die fiir den Zweck der
Identifizierung sehr niitzlich sind. Das System

Il(w7u7v) = ]1(h,£,y),

L(Y,u,v) = I(hz,y) (2.10)

ist, ganz analog zu (2.5), eine notwendige Bedingung fiir die Kompatibilitdt der Daten

und der Baumstruktur.

Die rechte Seite von (2.10) ist eine Funktion von x,y, die durch die Daten h(zx,y)
und deren Ableitungen bestimmt ist. Die linke Seite enthélt die Funktionen von w,wv.
Die unbekannte Funktion w ist eliminiert. Die Werte der unbekannten Funktionen w, v
konnen im allgemeinen Fall aus (2.10) bestimmt werden. Danach kénnen wir die Funktion

w vermoge (2.6) bestimmen.

Abbildung 2.3 erldutert das lokale Identifizierungsverfahren. Die differentiellen Inva-
rianten bestimmen eine lokal umkehrbare Abbildung zwischen dem (u, v)-Raum und dem
Raum der Invarianten (17, I5). Wir bilden die Daten von der Datenbasis in den Raum der
Invarianten ab. Das Urbild dieser Menge im u, v-Raum liefert die gesuchten Black-Box-

Funktionen.



12 Abschlussbericht, BMBF-Programm ,Strukturierte Hybridmodelle*

y A
Datenbasis
h
o —_— h(x’y) _
(x,y) -
>
¥ I(h)
\ AIZ
v A
I(y)
g I(h)(xy)
(u(x),v(y)) <-I ----------
nverse .
> Abbildung 7
u

Abbildung 2.3: Punkweise Identifizierung.

2.2 Lokale Normalformen

In den Abschnitten 2.1.1, 2.1.2 haben wir die lokale Identifikation der einfachen Hybrid-
modelle h = ¢ (u,v) und h = w(y(u,v)) im Punkt (xq,yo) zuriickgefithrt auf Gleichungen
der Form

I(Y,u,v) = I(h,z,y); (2.11)

siehe (2.5) und (2.10). Hierbei waren I = (Iy, Is) Ausdriicke, die partielle Ableitungen der
White-Box ¢ bzw. der Daten h bis zur Ordnung zwei bzw. vier in (z,yo) und (ug, vo)
enthielten. Wir beschreiben nun das Konzept einer Normalform fiir strukturierte Hybrid-
modelle. Dieses Konzept erlaubt es nicht nur, die invariante Form (2.11) der Identifikati-
onsgleichungen zu verstehen, sondern liefert dariiber hinaus einen systematischen Zugang,
um die Identifikationsgleichungen iiberhaupt zu gewinnen. In der Tat ist ja weder die
Auflosbarkeit der groflen Gleichungssysteme garantiert, die durch fortgesetzte Differen-
tiation von Gleichungen wie h = w(1(u, v)) entstehen, noch ist auch nur die erforderliche
Ableitungsordnung a priori zuverléssig vorhersagbar.

Betrachten wir zunéchst den allereinfachsten Fall A = v (u, v); genauer

hx(€),y(n)) = ¢ (u(§), v(n)). (2.12)

Vorlaufig diirfen wir &, als Hilfsvariablen ansehen und notfalls x = £ +xy, y = n +
Yo denken. Wir kénnen aber die Transformationen z(§),y(n) auch als (lokale) Gruppe
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ansehen, wenn wir fordern

z(0) = xo, xe(0) # 0 (2.13)
y(0) = v, yn(0) # 0.
Schreiben wir diese Gruppenaktion auf Funktionen Z(&,7) in der Form
E(x(),y(n) = EW(E ), (2.14)
dann kénnen wir (2.12) auch formulieren als
WY = v, (2.15)

Mit anderen Worten gilt also

Satz 2.1 Das Identifikationsproblem des strukturierten Hybridmodells h = (u,v) ist
genau dann lésbar, wenn die Daten h und die White-Boz v im selben Gruppen-Orbit der
Transformationen (2.14) liegen.

Die Wahl geeigneter Repréasentanten von Gruppen-Orbits wird als Normalform be-
zeichnet. Beispielsweise reprasentiert die Jordansche Normalform, wohlbekannt aus der
Linearen Algebra, Gruppen-Orbits quadratischer Matrizen = unter Konjugation =% :=
X AX~! mit der Gruppe invertierbarer Matrizen X. In unserem konkreten Fall der Grup-
penaktion =¥ aus (2.14) definieren wir als Normalform einfach diejenigen Funktionen
=(&,m), fiir die (lokal) gilt

2(€,0) = £+E(0,0)
=(0,7) = n+Z=(0,0).

Tatséchlich ist diese Normalform jederzeit aus h = h(x,y) lokal eindeutig herzustellen,

(2.16)

wenn wir wahlen

2(0) = o, h(€),y0) = &+ h(zo, o),

y(0) = o, h(zo,y(n)) = 1+ h(zo.yo). (2.17)

Voraussetzung fiir die lokale Auflésbarkeit nach z(€),y(n) ist dabei hy, hy, # 0 in (2o, o).
Wirklich folgt aus (2.17) sofort, dass

WY = H (2.18)

die in (2.16) definierte Normalform realisiert, mit =(0,0) = h(zo, yo). Die entscheidende
Beobachtung ist nun

Satz 2.2 Jeder Koeffizient der Taylor-Entwicklung der Normalform = ist eine Invariante

der Gruppenaktion.
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Der Beweis des Satzes folgt sofort aus der Definition der Normalform. Als Folgerung
erhalten wir sofort die Invarianten Iy, I aus Abschnitt 2.1.1. In der Tat gelte (2.15), d.h.
h und 1 sollen im selben Gruppen-Orbit liegen:

h*Y =2 = ™", (2.19)
Wir definieren

L = Z(0,0) (2.20)

Iy Egn(O, 0).

Generell sind alle beliebig hohen, nicht gemischten partiellen £- und n-Ableitungen durch
die Normalform-Bedingung (2.16) festgelegt:

—_
—

(2.21)

Dabei verbleiben (2.20) als freie nicht a priori festgelegte Normalform-Koeffizienten der
niedrigsten Ableitungs-Ordnung Null bzw. zwei. Die konkrete Rechnung ergibt

11 (h, z0,90) = Z(0,0) = R*¥(0,0) = h(zo,y0) (2.22)

und ganz analog
Iy(h, xo, yO) = Egn(o, 0) = (hx’y>€77(0> 0)
h((£),y(n))en(0,0)
h;;y(xm Yo) - 2¢(0) -y, (0) (2.23)

hahy |,

70,Y0)

In der letzten Gleichung wurde (2.17) benutzt: h,ze = 1 = hyy,,.
Nach Satz 4.2 gelten nun die Beziehungen

fl(h,l“o,yo) = Il(¢au0700)
12(h75€0;y0) = [2<¢7U077)0)

aus (2.5) a priori. Sie liefern sofort die konkreten Bestimmungsgleichungen (2.1), (2.3)

(2.24)

fiir u,v. Ubrigens haben wir in Abschnitt 2.1.1 aus praktischen Criinden die Invariante
Iy = E¢, durch ihren ebenso zuldssigen Kehrwert ersetzt. Ganz analog sind beliebige Funk-
tionen der Taylorkoeffizienten der Normalform = zuldssig. Allerdings beruht umgekehrt
jede lokale Identifikation, die maximal zweite Ableitung der Daten benutzt, notwendig auf
unseren Invarianten [y, .

Die Beziehungen (2.5) sind also nicht eine zuféllige Kuriositét des speziellen Pro-
blems h = 1 (u,v) sondern geradezu der Schliissel zu seiner Losung.

Als zweites Beispiel betrachten wir h = w(¢(u, v)). Analog zu (2.14) heifit die Grup-
penaktion nun

=€, n) = w(E(z(8),y(n)))- (2.25)
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Das Identifikationsproblem erhélt so die Form
hid,id,id(g’ 77) — ¢u,v,w (2.26)

und die Sétze 2.1, 2.2 finden entsprechend Anwendung. Als Normalform, entsprechend
(2.16) wahlen wir diesmal

20 = ¢
=(0,n) = n (2.27)
=(n,m) = 2.

Im Unterschied zu (2.16) ist es diesmal nicht von vornherein klar, dass jeder Gruppen-
Orbit (2.25) einen solchen Reprisentanten besitzt. Wir geben deshalb eine kurze Be-
griindung. Ohne Einschriankung sei bereits g = yo = 0 und h(0,0) = 0. Wir betrachten
zunéchst den linearen Fall

h(z,y) = ax + SBy. (2.28)
Dann fiihrt die Wahl ] ]
z(§) = a& y(n) = 677, w(h) = h (2.29)

sofort zum Ziel A% = = mit (2.27). Der allgemeine nichtlineare Fall kann durch Skalie-

rung mit ¢ auf den linearen Fall zuriickgefiihrt werden. Sei

he (z,y) Lh(ex, ey),
y*(n) = zylen)
wi(h) = Lw(eh).
Dann gilt fiir positive e die Aquivalenz
hve s = 2 =
© W 2.31
(hz—:)x Y- ,w Es ( )

Wegen z(0) = y(0) = w(0) = 0 = h(0,0) = =(0,0) geht die zweite Gleichung von (2.31)
im Limes ¢ N\, 0 in den linearen Fall (2.28) iiber, mit trivialer Losung (2.29). Aus dem
Satz iiber implizite Funktionen, iibrigens mit der Normierung w(0) = 0,w’(0) = 1, ergibt
sich dann die Losung von (2.31), fiir kleine positive ¢, und letztlich die Normalform (2.27).

Wie in (2.20) ergeben sich aus der Normalform (2.27) fur = Invarianten Iy, I der
Gruppenaktion und folglich Identifikationsgleichungen fiir u,v. Wir bemerken zunéchst,

dass die Normalform = selbst die Gestalt

E(&n) = &+ 0+ En(E —nE(En) (2.32)

besitzt. Das folgt aus (2.27) durch Abdividieren der Nullstellengebilde (¢,0), (0,7) und
(&, &) von Z(&,m) — & —n. Durch Differentiation von (2.28) in £ = 1 = 0 erhalten wir ferner
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die Relationen

= =35, = 1,
Zeen + Semy = O, (2.33)
3Z¢enn + 2(Zeeen + Zegmm) = 0.

Alle anderen partiellen Ableitungen von = der Ordnungen Null bis vier in £ =7 = 0 ver-
schwinden identisch fiir die Normalform =. Als Invarianten niedrigster Ordnung kommen

also zunéchst die drei unabhéngigen Terme
Zeens Zeeen» Zemm (2.34)

in Betracht.

Damit ist klar, dass die Invarianten zur Identifikation von u, v aus Abschnitt 2.1.2,
(2.10) notwendig von mindestens dritter bzw. vierter Ableitungsordnung in h bzw. ¢ sein
miissen. Wir erhalten also entsprechend Identifikationsgleichungen fiir u, v, w der Form

I(Y,u,v,w) = I(h,x,y,id) (2.35)

mit [ = ([y, I, I3). Dadurch werden die Wahlmoglichkeiten in (2.30) voll ausgeschopft.

Im Kapitel 4 wird der Normalformzugang auf allgemeine Baumstrukturen, d.h. Hy-
bridstrukturen, deren zugrundeliegende ungerichtete Graphen kreisfrei sind, ausgedehnt.

Wir erwdhnen abschliefend einen etwas anderen Zugang, der auf der Transformation
der Vektorfelder

[1]

dy _ Eu(zy)
d.’L’ “y(l’ay)

einer gegebenen Funktion = beruht. Die Losungen von (2.36) im (z,y)-Raum sind die

(2.36)

1]

Hohenlinien von =, welche durch Transformationen = — w(Z) unangetastet bleiben: le-
diglich die numerischen Werte w(Z), die den Hohenlinien jeweils zugeordnet sind, &ndern
sich, nicht aber die Hohenlinien selbst. Damit ist es moglich, lediglich die Gruppe der
Transformationen x(§),y(n) auf die Differentialgleichung (2.36) wirken zu lassen. Es er-
geben sich dann Normalformen dieser Vektorfelder, zugehorige Invarianten, und letztlich
wiederum Identifikationsgleichungen fiir die Black-Boxes u und v. Allerdings werden dies-
mal nur zwei statt drei Identifikationsgleichungen bendétigt, weil die Black-Box-Funktion
w, welche nur die numerischen Werte der Hohenlinien bestimmt, von vornherein elimi-
niert wurde. Nach erfolgter Identifikation von wu, v ist dann w trivial durch Einsetzen in

w((u(z),v(y))) = h(z,y) gegeben.

2.3 Semilokale Formen

Bisher haben wir die Beispiele h = ¢(u,v) und h = w(¢)(u,v)) durch rein lokale Identi-
fikationsgleichungen im Punkt (zo, yo) nach u(xg), v(yo) aufgelost. Wir skizzieren nun die
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alternative Moglichkeit, gewohnliche Differentialgleichungen fiir u(z(s)), v(y(s)) entlang
einer eindimensionalen Datenbasis

D ={(z(s),y(s)); se€R} (2.37)

herzuleiten. Fiir die s-Ableitungen gelte dabei i,y # 0.

Wir betrachten zunéchst das Beispiel h = 9 (u,v) aus Abb. 2.1. Wir wollen die
Black-Box-Funktionen
v(s) = w(y(s))
aus den gegebenen Daten bestimmen. In offensichtlicher Notation gilt dabei

U = Upd

. . (2.39)
Vo= vY.

Durch einmalige partielle Ableitung der Relation h(x,y) = ¥ (u(x),v(y)) nach x bzw. y

erhalten wir andererseits

2.40
Yy vy = hy. ( )

Durch Multiplikation mit & bzw. y ergibt sich damit aus (2.39)
U=hy/t, - = f(s,u,v) (2.41)

v = hy/¢v y = g(S,U,U),

also ein System gewoOhnlicher Differentialgleichungen 1. Ordnung fiir u,v. Sobald eine
Anfangslosung u(xg), v(yo) irgendwo auf der Datenbasis D bekannt ist, etwa durch den
lokalen Normalformansatz, lasst sich u(z(s)) = u(s), v(y(s)) = u(s) auf der entsprechen-
den D-Komponente bestimmen. Es ist bemerkenswert, dass die semilokale Darstellung
(2.41) zweite Ableitungen von h, 1) vermeidet und eventuell sogar geeignet ist, Stérungen

der Daten f, g zu glatten.

Das Beispiel h = w(¢(u,v)) aus Abb. 2.2 ist einer entsprechenden semilokalen Be-
handlung zugénglich. Analog zu (2.40) erhalten wir zunéchst

w/wuux = hx

(2.42)
w'yvy = hy,

wobei w' = w'(¢¥(u(s),v(s))) die positiv gedachte Ableitung der Black-Box-Funktion w
im Punkt ¢ (u(s),v(s)) bedeutet. Aus (2.42) konnen wir auf vielerlei Weise w’ bestimmen,

etwa mit (2.39) durch den symmetrischen Ausdruck

/ (hxhy : .I‘y

w = W}) =: wl(S,U,U,u,'D). (243)
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Ahnlich ergibt sich aus der gemischten Ableitung

(wﬂwulpv + wl¢uv)umuy = hmy; (244)

wenn wir mit £y multiplizieren und wieder (2.39) einsetzen, sofort ein entsprechender
Ausdruck der Form

w” = wy(s, u,v,u,0) (2.45)

fir w”. Differenzieren wir h = w(t(u, v)) hingegen zweimal partiell nach x und bedenken
il = Uged® + Uy, (2.46)

so erhalten wir nach Multiplikation mit 4?2
Wb (it — - ) 4 (W2 + Wt )0® = hypi?. (2.47)
T

Ersetzen wir hier w’ und w” durch wy, wy aus (2.43), (2.45) und l6sen (2.47) nach i auf,
dann erhalten wir explizite Ausdriicke der Form
i = foun i) 2.48)
= g(s,u,v,u,).
Dabei erhalten wir die Gleichung ¢ = g ganz analog zu i = f durch zweimalige partielle
Ableitung von h = w(¢(u,v)) nach y. Das System 2. Ordnung (2.48) bestimmt also die
Black-Box-Funktionen (u,v) auf semilokale Weise entlang der Datenbasis D aus (2.37),
sobald an irgendeinen Punkt (xg,yo) € D sowohl (u,v) als auch u, v bekannt sind. Dabei
ergeben sich aus den lokalen Verfahren von Abschnitt 2.2 zwanglos u, (%), v, (yo) und
folglich, mit (2.39), neben (u,v) auch %, o im Startpunkt xg, yo.

Wieder féllt auf, dass die rechte Seite des bestimmenden Systems (2.48) nur hochs-
tens zweite Ableitungen der Daten ¢, h, z(s), y(s) enthélt und zugleich iiber eine doppelte
Glattung dieser Daten in s-Richtung verfiigt.

2.4 Mehrdeutigkeiten bei nicht-monotonen White-Boxes

Um die Auswirkungen nichtmonotoner White-Box-Funktionen auf die Identifizierbarkeit
eines strukturierten Hybridmodells (SHM) genauer zu verstehen, wurde der einfachste
Fall einer Baumstruktur

Ma,y) = d(u(z),v(y)) (2.49)
nédher untersucht. Hierbei stellen z, y die Eingangsdaten mit zugehorigem Ausgang h dar.

Die Funktionen u,v bezeichnen Black-Boxes und ¢ eine White-Box. Wie aus Abschnitt
2.1.1 bekannt, ergibt sich durch Ableiten von (2.49) die Beziehung

hahy _ uth,
hxy ¢uv ’

(2.50)
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wobei Argumente im Index jeweils partielle Ableitungen nach diesen Argumenten bedeu-
ten. Zusammengefasst erhalten wir ein System

V(u,v) = I(uv) = (P(u,v), bl

Yy w0) (2.51)
_ ha (2,y) by (2,y) :
I(ha,y) = (hiz,y), =)
aus zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten u, v; also kurz
U(u,v) = I(h,z,y). (2.52)

Dieses System ist zumindest lokal nach u(x),v(y) als Funktion von I(h,z,y) auflésbar,
sofern gewisse Nichtausartungsbedingungen an W erfiillt sind.

Das globale Losungsverhalten und damit insbesondere die Extrapolierbarkeit der
Losung sind somit eng mit Lage und Gestalt der kritischen Entartungspunkte verkniipft.
Exemplarisch wurde die kubische White-Box-Funktion

Y(u,v) = v+ auo — w? + 0 + 0’ + uww + axv® + azu (2.53)

betrachtet.

Voraussetzung fiir die lokale Auflosbarkeit von (2.52) ist die Regularitét der Linea-

risierung
(N (U8
DV = (@%ﬂ% + ¢u¢uv)wuv - ¢u¢fu¢uuv (¢uv¢v + ¢u¢vv>¢uv - ¢u¢v¢uvv
2 2
- o (2.54)
Die kritischen Werte
{U(u,v); det DU(u,v) = 0} (2.55)

bilden Kurven (mit evtl. weiteren Singularititen, z.B. Cusps), die Bereiche von I(h, -, -)-
Werten verschiedener Losungsvielfachheit der Losungen (u,v) von (2.52) gegeneinander
abgrenzen. Die Kurven selbst beschreiben — abgesehen von Singularitdten hoherer Ord-
nung — Folds von W; die Vielfachheit der Losungen (u,v) auf beiden Seiten der Fold

unterscheidet sich um zwei.

In den Abbildungen 2.4, 2.5, 2.6 sind diese Kurven sowohl im Urbildraum (u-v-
Ebene) als auch im Bildraum (W-Ebene) fiir drei ausgewéhlte Funktionen ¢ in verschiede-
nen Mafistdben geplottet. Die linke Spalte zeigt jeweils den Urbildraum und die rechte den
Bildraum. Die Koeffizienten a = (a1, as, az) haben die Werte a = (0,1,1) bzw. (0.1,1,1)
bzw. (0.1, —1,0).

Die Abbildungen wurden numerisch aus Losungen (u,v) der Entartungsbedingung
(2.55) durch Pfadverfolgung mit dem Programmpaket AUTO gewonnen. Dabei kann zur
Festlegung von Startwerten (u,v) fiir die Pfadverfolgung folgende Tatsache ausgenutzt
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werden. Fiir grofie Werte |u/, |v| werden ¥ und det D¥ annéhernd homogen. Die gesuchten
singuldren Kurven néahern sich also radialen Asymptoten an, deren Richtung analytisch-
numerisch relativ leicht bestimmt werden kann. Auch in den genannten Abbildungen sind

diese Asymptotenrichtungen im Urbild- wie im Bildraum leicht auszumachen.

Die sich jeweils anschlieBenden Abbildungen 2.4-2.6(a—d) zeigen nochmal die Bild-
regionen der W-Ebene mit eingetragenen Vielfachheiten der jeweiligen Losungen (u,v)
von (2.52). Fiir die Berechnung der Vielfachheiten wurde das Algebra- und Visualisie-
rungspaket Mathematica verwendet. Man beachte insbesondere, dass bereits fiir kubische
White-Box 1 bis zu 11-fache Losungen auftreten.

Zum Verstéindnis der Abbildungen sind einige weitere Bemerkungen hilfreich. Eine
zwar nur mittelbare aber doch wichtige Rolle fiir die Gestalt der Singularitéten spielen
die Nullstellen der Nennerfunktion des Quotienten (2.50)

Diese Nullstellen bilden ebenfalls eine Kurve im Urbildraum. In unserem Beispiel dritten

Grades handelt es sich hierbei um eine Gerade
{v=0.5+au}, (2.57)

die in den Abbildungen 2.4-2.6 im oberen linken Teilbild als Strich-Punkt-Linie einge-
tragen ist. Schneidet nun diese Nenner-Null-Linie die singuldren Kurven, so ist zunéchst
einmal der Quotient (2.50) dort nicht definiert. Dabei kann es sich um eine hebbare
Unstetigkeit handeln, sieche Abbildung 2.5, so dass im Bildbereich keine Besonderheiten
auftreten. Handelt es sich jedoch um einen Pol, siche Abbildung 2.6, entstehen im Bild-
bereich senkrechte Asymptoten. Die in den Abbildungen 2.6(a-d) gegeniiber der Abbil-
dung 2.6 zusétzlich auftretende vertikale Grenzlinie zwischen Gebieten unterschiedlicher
Losungsvielfachheit ist dabei das Bild dieser Singularitét. Sie besitzt keine Entsprechung

im Urbildraum und kann daher nicht durch den Pfadverfolgungsansatz erfasst werden.

In den Abbildungen 2.4, 2.4(a~d) wurde noch eine weitere mogliche Entartung darge-
stellt. Gegeniiber Abbildung 2.5 ist lediglich der Koeffizient a; auf Null gesetzt. Dadurch
besitzen Zéhler und Nenner der Determinante det DU einen gemeinsamen Faktor. Im
Urbildraum entstehen die horizontalen Asymptoten parallel zur Nenner-Null-Linie. Im
Bildraum brechen die ,,Schlaufen* aus Abbildung 2.5 auf.

Im Rahmen des zweiten Arbeitsbesuchs bei der Bayer-AG im Mérz 2003 wurden die
mit nicht monotonen White-Boxes verbundenen Probleme auch numerisch bestétigt. Dazu
wurde das von der Bayer-AG entwickelte Softwarepaket ,,Hybrid Tool* verwendet. Bei
vorgegebener Struktur eines Hybridmodells und einer Datenbasis sowie den zugehorigen
Funktionswerten versucht das Hybrid-Tool die Black-Boxes zu identifizieren, indem es

neuronale Netze trainiert.
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Hinsichtlich des Trainings der neuronalen Netze kann der zuvor beschriebene Nor-
malformenansatz wie folgt interpretiert werden: Die zur Identifizierung herangezogene
Datenbasis liegt zwar infolge der starken Korrelation nahe einer eindimensionalen Kurve
im zweidimensionalen Parameterraum, besitzt allerdings eine nicht verschwindende Dicke.
Dadurch approximieren die trainierten neuronalen Netze nicht nur die Funktionswerte von
h entlang dieser Kurve, sondern auch deren Ableitungen. Ist die Dicke der Datenbasis aus-
reichend, sowohl Funktionswerte als auch erste Ableitungen gut zu approximieren, erwar-
ten wir eine lokal eindeutige Identifizierung, solange keine der Entartungskurven erreicht
wird. In Bereichen der W-Ebene mit hoherer Losungsvielfachheit gibt es aber trotzdem
mehrere Losungen u,v der Black-Boxes, die alle zu einer perfekten Wiedergabe von h
und seinen ersten Ableitungen fithren. Nur eine dieser Losungen erlaubt jedoch eine gute
Extrapolation. Diese Mehrdeutigkeit ist nur aufzulésen, wenn die Dicke der Datenbasis
ausreicht, auch hohere Ableitungen zu approximieren. Alternativ konnten auch einzelne
Ausnahme-Datensétze, die einen grofien Abstand zur Datenkurve besitzen, die benotigte
Eindeutigkeit herstellen.

Die Tests bestitigten, dass Trainingsdaten abseits der kritischen Kurven zu einer
guten Approximation fithren, wiahrend das Hybrid-Tool bei Daten nahe der kritischen
Kurven unzuverléssig reagiert. Details finden sich in den im Anhang 2 beigefiigten Aus-

wertungsbogen.

Exemplarisch wurde wieder die kubische White-Box-Funktion (2.53) mit den spezi-
ellen Koeffizienten

Y(u,v) = u®+ 0.1u%v — uwv® +v° +u? +uv + 0 +u (2.58)

betrachtet. Als Trainingsdaten wurden 100 gleichverteilte Punkte in einem Bereich entlang

einer Kurve mit 10% transversaler Ausdehnung verwendet.

Lagen die Urbilddaten (z,y) fern der kritischen Kurven und iiberdeckten die Bild-
daten mehrere der Mehrdeutigkeitsregionen wurde eine nahezu perfekte Identifizierung
und Extrapolation erreicht. Fiir Urbilddaten nahe der kritischen Kurven und damit ver-
bundener Fold im Extrapolationsbereich wurde nur sporadisch eine Identifikation mit

akzeptabler Extrapolation erreicht. Im Mittel waren die Extrapolationsfehler sehr grof3.
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Abbildung 2.4: Kritische Punkte (Urbildbereich) und kritische Werte (Bildbereich) der
Abbildung (u,v) — (¥, Yutby /tu,) zur White-Box ¢ = u? —uv?+v3+u? +uv+0? +u.



2 Normalformen 23

Abbildung 2.4(a): Losungsregionen mit Vielfachheit im Bildbereich zur White-Box ¢ =
ud — uv? +v* 4+ u? + uv + 0v? + w.
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Abbildung 2.4(b): Losungsregionen mit Vielfachheit im Bildbereich zur White-Box ¢ =
u? — uv? + v 4+ u? + uv + v? + w.
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Abbildung 2.4(c): Losungsregionen mit Vielfachheit im Bildbereich zur White-Box ¢ =
u? — uv? + v 4+ u? + uv + v? + w.
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Abbildung 2.4(d): Losungsregionen mit Vielfachheit im Bildbereich zur White-Box ¢ =
u? — uv? + v 4+ u? + uv + v? + w.
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Abbildung 2.5: Kritische Punkte (Urbildbereich) und kritische Werte (Bildbereich) der
Abbildung (u, v) — (¥, Yuthy/1u) zur White-Box v = u3+0. lu?v—uv*+v3+u+uv+v+u.



28 Abschlussbericht, BMBF-Programm ,Strukturierte Hybridmodelle*

Abbildung 2.5(a): Losungsregionen mit Vielfachheit im Bildbereich zur White-Box ¢ =
u? + 0.1u?0 — uv? + v + u? + uv + v + .
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Abbildung 2.5(b): Losungsregionen mit Vielfachheit im Bildbereich zur White-Box ¢ =
u? + 0.1u?0 — uv? + v + u? + uv + v + .
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Abbildung 2.5(c): Losungsregionen mit Vielfachheit im Bildbereich zur White-Box ¢ =
u? + 0.1u?0 — uv? + v + u? + uv + v + .
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Abbildung 2.5(d): Losungsregionen mit Vielfachheit im Bildbereich zur White-Box ¢ =
u? + 0.1u?0 — uv? + v + u? + uv + v + .
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Urbildbereich (u,v) Bildbereich ¥ = (¢, ¥ty /)
15 T 04 T T T T T
03 -
1 - .
02 -
05 [~ R - Tl N
L T 01| NN —
e ' N
; N
o . 0 N o
! /
i /
'\ s /
AN 0.1 - -
-05 B //&\\ 1 ///7
, N /1
\ 02 i i
Ve \\ //(
1 ! - /’l/
\ -03 /i ]
| /S
1 [
i /o
15 I 1 I I I 04 I I [ A
15 1 05 0 05 1 15 204 -03 -0.2 01 02 03 04
4 T T T T T T 2 T T T T
3 — 15 —
2 - 1 -
1 4 osf -
ol O 4 o -
N
X
< \\ I
1 \ 4 osfk .
1 X!
2+ e | — 1+ —
7’ 1 !
7 1 V3
: i
3 | — 15 i —
1 Kl
7 1 it
S 1 1
4 I I Ll I I I - I I i1 I I I
-4 3 2 1 0 1 2 3 4 2 15 1 05 0 05 1 15 2
T T T T | 80 1 | T
40 .
20 .
20 -
10 -
ol # . ol .
7 /
i /
H /
i /
i //
; -10 |~ / —
20 i — /
i /
i /
i /
N /
i /
i 20 |- / —
é /
-40 ! — /
/
: //
I I i I I 20 A I I
-40 -20 0 20 40 -30 -20 -10 0 10 20 30

Abbildung 2.6: Kritische Punkte (Urbildbereich) und kritische Werte (Bildbereich) der
Abbildung (u,v) — (¥, Yu1hy /1u,) zur White-Box ¢ = u+0.1u*v —uv? +v3 +u? +uv—v?.
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Abbildung 2.6(a): Losungsregionen mit Vielfachheit im Bildbereich zur White-Box ¢ =
u? + 0.1u?v — uv® + v* + u? + uv — V2
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Abbildung 2.6(b): Losungsregionen mit Vielfachheit im Bildbereich zur White-Box ¢ =
u? + 0.1u?v — uv® + v* + u? + uv — V2
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Abbildung 2.6(c): Losungsregionen mit Vielfachheit im Bildbereich zur White-Box ¢ =
u? + 0.1u?v — uv® + v* + u? + uv — V2
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Abbildung 2.6(d): Losungsregionen mit Vielfachheit im Bildbereich zur White-Box ¢ =
u? + 0.1u?v — uv® + v* + u? + uv — V2
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2.5 Konsistenztests

Wir haben bisher lokale und semilokale Verfahren zur Identifizierung der Black-Box-
Funktion u,v,w in den Beispielen h = t(u,v) und h = w(y(u,v)) entwickelt, sofern
die White-Box ¢ und, entlang einer Datenbasis

D ={(z(s),y(s)); s€R}, (2.59)

auch die Ableitungen der globalen Input-Output Relation h = h(z,y) gegeben waren.
Aus diesen Resultaten ergeben sich sofort vier Ansétze, um die Konsistenz vorgelegter

Datensétze zu priifen:

(i) Verwendung mehrerer Datenbasen D;

(ii) Vergleich lokaler und semilokaler Resultate
(iii) Herleitung tiberbestimmter lokaler Systeme
)

(iv) Herleitung iiberbestimmter Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen.

Die jeweiligen Ansétze kénnen zudem gemischt verfolgt werden. Wir beschreiben kurz die
jeweiligen Ansétze.

Zu (i) betrachten wir der Einfachheit halber disjunkte Kurven (z;(s),y;(s)) € D; C
R? eindimensionaler Datenbasen. Seien X,Y die Durchschnitte der Wertebereiche der
zj(s) bzw. y;(s). Dann erhalten wir fiir (z,y) € X x Y zunéchst mehrere Black-Box-
Kandidaten u;(z),v;(y), egal auf welchen konkreten Verfahren diese Identifizierung be-
ruht. Die Streuung der Werte u;(z),v;(y) beziiglich j, zum jeweils selben Wert = bzw.
y, ist ein direktes Mafl fiir die Konsistenz der Daten. Werden die Daten nach Einbe-
ziehung der Fehleranalyse als inkonsistent erkannt, so hat das vorgelegte Problem als
nicht-identifizierbar zu gelten. Dann ist eventuell die Analyse struktureller Modelléande-
rungen erforderlich, um Konsistenz der Daten zu erzielen. Liegt jedoch nur eine einzige
Datenbasis vor, so greifen immer noch die Ansétze (ii)—(iv).

Der Vergleich lokaler und semilokaler Resultate, (ii), beruht auf der Moglichkeit,
zusétzlich zur semilokalen Losung — etwa der Differentialgleichungen (2.41), (2.48) —
an beliebigen weiteren Stellen (z;,vy;) = (x(s;),y(s;)) der festen Datenbasis D lokale

loc ,,loc
o¢
J 7]
der semilokalen Losung (u(s;),v(s;)) liefert unmittelbar beliebig viele Konsistenz-Tests.

Identifizierungen durchzufiihren. Der Vergleich der so erhaltenen Losungen (u ) mit

Zudem ist ein beliebiger Wert s, als Startwert der semilokalen Losung frei wéhlbar.

Die Herleitung iiberbestimmter lokaler Systeme, (iii), ist am einfachsten an den
Normalformen = = =Z(£,n) aus Abschnitt 2.2 zu erlautern; vgl. (2.16), (2.27). Tatséchlich
liefert jede Ableitung von = eine Invariante

I := 0 01*E(0,0) (2.60)
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fir k& = (ky,k2). Fiir h = ¢ (u,v) beispielsweise waren die [ durch die Normalform
definiert sofern kiky = 0 < k? + k3 war. Deshalb hatten wir die Invarianten I; := Ipo
und Iy := I;; als von niedrigster Ableitungsordnung bevorzugt. Jede der Invarianten

Lo, Iaq, 151,122,113, - - - liefert jedoch eine weitere Identifikationsgleichung

Ik(%“a”) = [k(h,w,y), (261)

die zur Konsistenzpriifung herangezogen werden kann. Wahlen wir also N > 2 zulédssige
Gleichungen der Form (2.61) aus, diirfen wir () Losungen (u,v) im Punkt (zo,yo) er-
warten, die simtlich iibereinstimmen miissen. Bis zur Ableitungsordnung n erhalten wir

SO

N n(n—1)+1 Gleichungen, und (2.62)
(3) = in(n—1)(n>—n+2) Losungen '

als Tests auf Nicht-Identifizierbarkeit. Beispielsweise erhalten wir 6 Tests durch 3. Ablei-
tungen.

Entsprechendes gilt fiir den Test (iii) im Beispiel h = w(t(u,v)). Durch freie Wahl
von = in (2.27) lasst sich leicht abzéhlen, dass wir bis zur Ableitungsordnung n

N = %(n —1)(n—2) Gleichungen, und (2.63)
(%) = Zn(n—1)(n—2)(n—3)(n*—3n—2)  Losungen '

erhalten — als Tests auf Nicht-Identifizierbarkeit. Die zugehorige Identifikationsgleichungen
haben diesmal die Form

Iy = (¢, u, 0, w) = b (h, 2, y,1d); (2.64)

fiir jede Losung ist ein Tripel dieser Gleichungen erforderlich. Beispielsweise erhalten wir
20 Tests durch 5. Ableitungen.

Die Herleitung iiberbestimmter Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen, (iv),
ist eventuell noch vielversprechender. Wir betrachten als Beispiel wieder h = 1 (u,v). Da
bei der Herleitung des Systems (2.48) das Hybridmodell A = w(¢(u, v)) betrachtet wurde,
diirfen wir in (2.47) einfach w’ = 1,w” = 0 setzen und erhalten

i = (30— Pund® + haad?) [P0

- %v — Yot + hyyyg) /o (2.65)

Auch dieses System 2. Ordnung erlaubt eine Identifikation der Black-Box-Funktionen
u,v. Es kann sogar kreuzweise mit einer der Gleichungen 1. Ordnung aus (2.41) kombi-
niert werden, um weitere Losungen zu erhalten. Insgesamt ergeben sich daher 4 Bestim-
mungsmoglichkeiten fiir die Losungen des Hybridmodells h = 1 (u,v), wenn wir bereit

sind, 2. Ableitungen der Daten in die Betrachtung einzubeziehen.
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3 Generizitit und Eindeutigkeit

In diesem Kapitel skizzieren wir ein zunéchst abstraktes, aber sehr umfassendes Ver-
fahren, das die eindeutige Identifizierbarkeit weiter Klassen strukturierter Hybridmodelle

garantiert. Wie in (1.2) schreiben wir das allgemeine SHM in der Form
h = H(,u) (3.)

mit gegebenen White-Boxes () ;ew und zu bestimmenden Black-Boxes (u;);ep. Wir ha-
ben in (1.12) gesehen, dass bereits im einfachsten Fall H (¢, u)(xq, x2) = ¥ (ui(x1), ua(x2))
aus Abb. 2.1 die eindeutige Identifizierung von uq, us scheitert, wenn 1) eine spezielle addi-
tive Struktur besitzt. Der zentrale Begriff, der Eindeutigkeit des Identifizierungsproblems
auch in sehr allgemeinen Féllen garantiert, ist deshalb die Generizitdt der White-Box-

Funktionen ;.

Unter Generizitét, alias Nicht-Ausartung, verstehen wir dabei, dass die 1); gewisse
Bedingungen erfiillen, die fiir offene und zugleich dichte Mengen der 1; — oder wenigstens
fiir abzahlbare Durchschnitte solcher Mengen — erfiillt sind. Der Satz von Baire besagt
unter sehr allgemeinen Voraussetzungen, dass solche generischen Mengen, die auch re-
sidual genannt werden, jedenfalls noch dicht sind. Dabei bedeutet ,,dicht“, dass beliebig
kleine Stérungen stets Elemente der residualen Mengen liefern miissen. Im Unterschied zu
allein dichten Mengen sind jedoch abzédhlbare Durchschnitte residualer Mengen stets wie-
der residual. Generizitét ist also ein recht stabiler Begriff; man kann Elemente generischer
Teilmengen als typische Vertreter der Gesamtheit auffassen.

Um {iiber ,dichte“ und ,offene* Mengen zu sprechen, muss zunéchst ein geeigne-
ter Raum fiir die White-Box-Funktionen ¢ und unsere Black-Box-Funktionen u fixiert
werden. Weil hohere Ableitungen der w und 9 eine bedeutende Rolle spielen, die uns
bereits in Kapitel 2 begegnet ist, wéhlen wir Jet-Rdume J[u] und J[¢]. Die Raume Ju|
zéhlen neben den Funktionen wu; selbst auch noch deren Ableitungen bis zu einer gewis-
sen Ordnung N auf; wir schreiben JV[u|, um diese Begrenzung zu betonen. Wir werten
die Ableitungen konkret auf endlichen Mengen M von Black-Box-Inputs aus, die letz-
ten Endes aus der Datenbasis D hervorgehen. Besteht u beispielsweise aus einer einzigen
Black-Box-Funktion u : R™ — R™, dann wird J"[u] ein endlich-dimensionaler linearer
Raum der Dimension

(3.2)

dim JN[u] = [M| - ny - <N+n1>

ny
sein, wobei |M| < oo die Méchtigkeit der Testmenge M bezeichnet. Fiir detailliertere
Beispiele verweisen wir auf Kapitel 4.

In Jet-Rdumen J = JV kénnen wir also (3.1) als Gleichung fiir u € J[u] auffassen

mit gegebenen h € J[h], ¥ € J[¢] und einer Abbildung
H: JY] x Ju] — J[h], (Y,u) — H,u), (3.3)
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welche die genaue Struktur des Graphen wiedergibt, der das SHM beschreibt. Weil der
reale Reaktor seinen Output h durch — zunéchst unbekannte — Black-Box-Funktionen

u* erzeugt, gilt sicherlich
h o= H(b,u") (3.4)

fiir die gegebenen Daten h. Die Eindeutigkeitsfrage lautet also wie folgt: besitzt die Glei-
chung

R(,u,u*) := H(,u) — H(¢,u") (3.5)

nur die trivialen Losungen v = u* (Eindeutigkeit), oder gibt es eventuell weitere Losun-

gen?

Den Schliissel zur Beantwortung dieser Frage liefert der Transversalitdtssatz von
René Thom, siehe z.B. [AR67]. Ohne hier auf Einzelheiten des Beweises weiter einzugehen,

fixieren wir die Notation

ro = dimBild(R, (¢, u)),
ry = dimBild(Ry (¢, u)), (3.6)
r := dim Bﬂd(D(z/,,u)R(lﬂ, u))

fiir die endlich-dimensionalen Bilder der partiellen Ableitungen R, R, und kénnen dann
unseren Hauptsatz formulieren, der die Eindeutigkeitsfrage beantwortet.

Satz 3.1 Flir alle (v, u) gelte die Rang-Bedingung

T > maxr, (3.7)
(,u)
Dann ist fiir eine generische Menge von White-Box-Funktionen v die Lésung u = u, des
SHM (5.1) eindeutig bestimmit.

Leider ist kein allgemeines Rezept bekannt, um die zentrale Voraussetzung (3.7)
zu iberpriifen. Diese Rang-Bedingung hingt vielmehr entscheidend von Eigenschaften
des SHM ab. Wir werden beispielsweise in Abschnitt 5.2 sehen, dass Kalibrierungen
tatséchlich die Rang-Bedingung (3.7) verletzen. Das muss ja auch so sein. Wenn die Kali-
brierungen jedoch von Ausartungen gewisser White-Boxes kommen, wie im additiven Fall
(1.12), kann der gefeierte Transversalititssatz von Thom eben genau dann Abhilfe durch
eine Generizitiats-Bedingung an die White-Boxes ¢ schaffen, wenn die Rang-Bedingung
gilt.

Fiir Einzelheiten der Durchfithrung dieses Programms fiir konkrete SHM wird auf

die folgenden Kapitel verwiesen.
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4 Baumstrukturen

4.1 Rekursive Identifikation aller Baumstrukturen

In [FS03] wird die Identifikation allgemeiner skalarer Hybridmodelle mit Baumstruktur
mathematisch rigoros gefasst und bewiesen. Wir geben hier die entsprechende Formulie-

rung.

Wir betrachten einen endlichen Baum, also einen ungerichtet zyklenfreien Graphen
mit Ecken j € J = {1,---, N}. Der Graph wird orientiert und anschlieffend mit disjunk-
ten Levels J = (% U --- U {™ versehen, so dass die Orientierung der Kanten stets zum
néchst hoheren Level weist. Ausnahme ist das einpunktige hochste Level ¢, = {N}. Die
orientierten Kanten definieren also zu jeder Ecke j € (., 0 < k < m, einen eindeutigen
Nachfolger s(j) € li41. Die Menge der Vorgénger von j ist p; := s (), fiir j € J \ 4o.

Um den Baumgraphen als Hybridmodell zu betrachten, zerlegen wir J\ ¢y = BUW
disjunkt und bezeichnen Ecken j € B als Black-Box, j € W als White-Box. Wir assoziieren
nun jeder Box j € J \ {y eine skalare Input-Output Funktion

uj = u;i((7:)iep;) € R (4.1)

in Abhéngigkeit von den jeweiligen Inputs (7;)icp, € RIPsl der Box j. Dabei sind die
Funktionen u; gegeben fiir White-Boxes 7 € W, und gesucht fiir Black-Boxes j € B.
Durch die Definition

T = u; fir j e J\l (4.2)

ist rekursiv beziiglich der Level ¢; durch den Baum eine Verkettung der Funktionen wu;
definiert. Setzen wir 2° := (;);eq,, S0 erhalten wir die globale Input-Output Relation

h(z%) = vV € R (4.3)
des Hybridmodells. Wir geben h lokal auf einer Datenbasis
2% € D C Rl (4.4)

vor. Dabei ist zundchst D eine eingebettete Untermannigfaltigkeit mit Rand 0D.

Als Hindernis einer eindeutigen Identifizierung aller Black-Box-Funktionen u;, j €
B, féllt sofort wie in (1.1) die triviale Kalibrierung auf. Seien u;, uy(;) aufeinander folgende
Black-Box-Funktionen; j & ¢y, /,,. Dann sind mit diesen Funktionen zugleich auch die
Funktionen

o ouy, Ug(jyo ot (4.5)

Losungen des Identifizierungsproblems, fiir jede invertierbare reelle Funktion o als Kali-
brierung. Die Identifizierung der Black-Box kann deshalb hochstens bis auf triviale Kali-
brierung erfolgen.
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Wir formulieren nun die Voraussetzungen (i)-(iii) fiir den Schuppertschen Satz.
Wie oben betrachten wir ein Hybridmodell mit Baumstruktur, Black- und White-Box-
Funktionen u;, j € BUW, die globale Input-Output-Relation i (z°) mit Input-Variablen
2%, und eine Datenbasis 2° € D. Es gelte

(1) wj., # 0 fiir die partiellen Ableitungen aller w; nach z;, fiir alle j € J\ £y und ¢ € pj;

(ii) die Datenbasis D C Rl ist eine Untermannigfaltigkeit der Dimension
dimD = max ;| (4.6)

und von allgemeiner Lage in leo\;

(iii) h selbst und seine partiellen Ableitungen sind — bis zu geniigend hoher, endlicher
Ordnung — auf der Datenbasis D vorgegeben. Alle White-Box-Funktionen u;, j €
W sind ebenfalls von dieser Ordnung differenzierbar und erfiillen gewisse generische
Nichtentartungs-Bedingungen.

Voraussetzung (i) schlieft insbesondere kritische Punkte der u; aus. Beispielsweise
sind dann die Bedingungen h,, h, # 0 aus Kapitel 2 automatisch erfiillt. Die Bedingung
»allgemeiner Lage“ fiir die Datenbasis, (ii), ist &hnlich wie in Kapitel 3 im Bairschen Sinne
zu verstehen. Die Nichtausartungs-Bedingungen an die White-Box-Funktionen u; in (iii)
umfassen insbesondere Bedingungen wie die eindeutige Losbarkeit der identifizierenden
Gleichungssysteme aus Kapitel 2; siche etwa (2.5) und (2.10).

Satz 4.1 [Sch00, FS03] Unter den obigen Voraussetzungen (i)-(iii) sind alle Black-Boz-
Funktionen u;, i € B, des skalaren Hybridmodells (4.1)-(4.4) mit Baumstruktur bis auf
triviale Kalibrierung (4.5) im durch die Datenbasis D wvorgegebenen Bereich eindeutig
bestimmid.

Die Identifikation der Black-Box-Funktion u;((2;)iep;) kann selbstverstéandlich nur
im Bereich derjenigen (z;)icp;, erwartet werden, die innerhalb der Input-Werte €D
auch tatsichlich auftreten. Fiir j € ¢, i € fy sind dies Projektionen von D auf die
Komponenten (z;);ep, des Input-Vektors 2° selbst. Fiir j € £, k > 1 hingegen hiingt
dieser Bereich noch von den wu; auf den orientierten Pfaden ab, die vom Level ¢y zu j € ¢}
fithren.

Der induktive Beweis des Satzes 4.1 wird in [FS03] gegeben und wiirde den Rahmen
unserer Ubersicht sprengen. Den Beispielen aus Kapitel 2 kommt in diesem Beweis jedoch
eine zentrale Rolle zu; insbesondere tritt der Black-White-Black-Baum h = w(v(u,v))
aus Abschnitt 2.1.2 als zentraler Baustein hervor. In der leicht verallgemeinerten Form

Ry, oy xn) = w (Y (ur(z1), .oy un(zn))) , (4.7)

sieche Abb. 4.1, lidsst sich rekursiv jede Baumstruktur auf die wiederholte Anwendung
dieses Spezialfalles zuriickfiihren.
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Abbildung 4.1: Allgemeiner Black-White-Black-Baum.

4.2 Lokale Normalform skalarer Baumstrukturen

In Kapitel 2 haben wir die lokale Identifikation der einfachen Hybridmodelle h = ¥ (u, v)
und h = w(¢(u,v)) im Punkt (xg,yo) zuriickgefiihrt auf Systeme der Form
1(,u,0) = I(h, 2, y); (4.8)

siehe (2.5) und (2.10). Hierbei waren I = (11, I5) Ausdriicke, die partielle Ableitungen der
White-Box 1 bzw. der Daten h bis zur Ordnung zwei bzw. vier in (z,yo) und (ug, vo)
enthielten. Wir beschreiben nun Normalformen im allgemeinen Fall skalarer Black-White-
Black-Bédume mit n skalaren Inputs, vgl. (4.7). Fiir Einzelheiten wird wiederum auf [FS03]

verwiesen.
Wir gehen analog zu (2.25)—(2.36) vor. Mit der Gruppenaktion
Bt (Er, o 6n) = w (E(@1(&), - 2n(8n)) (4.9)
der Transformationen z, ..., x,, w lautet das Identifikationsproblem (4.7) nun
pidoidid g esn . (4.10)
Fiir Multi-Indices k = (kq, ..., k,) € IN} und k! := k;!- - - k,,! bezeichne
Er(&rs o &n) == OF - OEE(&r, -, &)

die entsprechende partielle Ableitung der Ordnung |k| = k; + --- + k,,. Ferner sei e; =
(0,...,0,1,0,...,0) der j-te Einheitsvektor und e = (1,...,1). Dann erhalten wir die Nor-
malform

E(t ej) = t,
=(te) = nt, (4.11)
= 1,

I
(=}

falls 2., # 0 und falls kg so gewihlt ist, dass |ko| gerade ist und urspriinglich =, # 0. Weil
unsere Identifikation letztlich auf Jet-Réumen wie in Kapitel 3 beruht, also auf endlichen
Taylor-Entwicklungen, kénnen wir das Normalform-Resultat auch direkt fiir die Taylor-
Entwicklung formulieren.
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b 2 [ 3[4 ] 5 |
o ol o] o] o
1 oo oo
> o | 1| 4738
3 | 1 [ 7 |19 37
4 2 (s | a9 |01
5 | 5 | 35 | 100 | 221

Tabelle 4.2: Dimensionen d(n, p) des Raumes der reellen Taylorkoeffizienten =, der Nor-
malform = aus (4.9) mit Ableitungsordnung |k| < p.

Satz 4.2 In obiger Notation fir die partiellen Ableitungen Zy lautet die Normalform

(4.11)

= 0, fir k=pej,

Ek = 1, fUT’ k= €j,

e = 1, (4.12)
0

I

7| —k = )

|kl=p !

fiir alle Ordnungen p # 1 und alle j = 1,...,n. Firn = 2 Inputs kann die gerade Ordnung
|ko| = 4 gewdhlt werden, sonst |ko| = 2. Ferner muss ko # pe; sein. Mit den Ein-
schrankungen u;(0) = 0, w(0) = 0 sind dann die Jets der Transformationen uy, ..., Uy, w

auf diese Normalformen sogar eindeutig bestimmit.

Wird Z durch seine Taylor-Reihe dargestellt, dann ist umgekehrt = in Normalform
(4.11), wenn Bedingungen (4.12) gelten.

Die Dimensionen d(n,p) des Raumes der reellen Taylorkoeffizienten = der obigen
Normalform = mit Ableitungsordnung |k| < p ist fiir n > 3 gegeben durch

0 fir p = Oa 17
p _ 4.13
(n,p) { (n-HD) —(n+1p-—1 fir p>2. (419)

Korrekturen fiir n = 2 ergeben sich aus Tabelle 4.2.

Wie bereits in Kapitel 2 an einfacheren Beispielen ausgefiihrt, ergeben sich nun
sofort Bestimmungsgleichungen der Form

L(,u) == Z4(0) = L(h, ) (4.14)

wenn = die gemeinsame Normalform fiir die gegebenen Daten h und ¢ im Punkt = bzw.
u(x) bezeichnet. Wir konnen dann u aus den resultierenden Systemen (4.14) bestimmen.

Wir beschlielen diesen Abschnitt, indem wie sdmtliche erforderlichen Invarianten I,
fiir die Félle n = 2, n = 3 und n > 4 explizit angeben. Wir beginnen mit dem einfachsten
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Fall n > 4, der gemafl Tabelle 4.2 fiir die generisch benotigten n Invarianten maximal
p = 2 Ableitungen erfordert. Mit den Ausdriicken

Qk1ks = M,
%% (4.15)
q = n(n )klé;@q}ﬁkg
erhalten wir Gor —
_ b —
Iiyky = Ekky, = a7 (4.16)

wenn wir =12 = 1 normieren. Die ersten Ableitungen I; = =; sind sémtlich bereits durch
die Normalform-Bedingungen (4.11) fixiert.

Im Fall n = 3 verbleibt gem#fl Tabelle 4.2 im wesentlichen nur eine einzige un-
abhéingige Invariante der Ordnung p = 2, etwa mit der Normierung ky = (1,0,1) der
2 — . —
1y = Epp = VY3112 — Y1idas 7?2@/113‘ (4.17)
209113 — P1Paz — Y312

In dritter Ableitungsordnung p = 3 ergeben sich drei weitere Terme, und zwar beliebige

Term

Quotienten je zweier der vier Ausdriicke

[1]:
|

= ¢1¢2¢§ p;n (3030303 o — 1oty (V303 + 20nthatbrsthas) (4.18)

— 303 (Pstass — Vastiss) ),

[1]:
|

12 1= wl% (%%2%2 + 1Y3biae — {12}> (4.19)

Dabei wird in (4.18) iiber alle Permutationen der Indices {1,2,3} summiert. In (4.19)
bezeichnet {12} die vorangehende Summe mit vertauschten Indices 1 < 2. Durch zyklische
Permutationen 1 — 2 — 3 — 1 der Indices liefert (4.19) tatséchlich drei verschiedene
Ausdriicke. Projektiv verbleiben also als Quotienten die weiteren drei Invarianten

Lijn = Ej5n /2 (4.20)

dritter Ordnung.

Im Fall n = 2 erhalten wir schliefSlich je eine Invariante der Ableitungs-Ordnung
p =3 und p = 4. Analog zu obiger Notation ergeben sich

2 = wl 7 —— (V(Wr2thr — otz — {12}). (4.21)

fiir p = 3 sowie

[I]*

52) = 0 1/} (%( 3¢12¢§2 + o (121222 + 3ha2th122) — ¢§¢1222) - {12})> (4.22)
1%2
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- L
R

[1]x

( — 3¢Tp1ath3, + P3ha (B3h1vastias + Y1t12tass + 20035100)
T3 (Y112 + rage — 21baathire — 201919¢122) + {12}>

fiir p = 4. Die Normierung =;, = 1 muss ebenfalls von vierter Ordnung gewéhlt werden.

(4.23)

Mit kg = (2,2) ergeben sich projektiv die einzigen beiden Invarianten der Ableitungsord-

nung p < 4:
73 — él?é)/i J - é%)/é (4.24)

Unter generischen Bedingungen an v sind damit wieder die Black-Boxes wuy, uy lokal
eindeutig bestimmt, und schlieSlich durch Einsetzen auch die einzig verbleibende Black-
Box w. Damit ist per Rekursion aus Abschnitt 4.1 unsere Identifikation aller skalaren
Hybridmodelle mit Baumstruktur abgeschlossen.

4.3 Lokale Normalform vektorieller Baumstrukturen

Wir wollen die fiir skalare Baumstrukturen bereits entwickelte Normalformenmethode,
Abschnitt 4.2, auf vektorwertige Baume ausdehnen. Aus technischen Griinden miissen wir
dabei jedoch einschriankend annehmen, dass alle Black-Boxes zwischen Rdumen gleicher
Dimension wirken. Nur dann kénnen wir die Black-Box-Diffeomorphismen als Gruppen-
aktion auf den Input-Output Relationen der Hybridmodelle interpretieren. Im Falle des
Black-White-Black-Baumes

(1, oy xn) = g (P(ur(31), oy un(@))),
x; € R™, u; : R™ — R™, ¢ :R™—R™, m=mqy+---+m,,

(4.25)

siehe Abb. 4.1, miissen notwendig ¢ und h auf dem selben Gruppenorbit liegen — sofern
die Modellierung des Hybridmodells korrekt war. Gelingt es nun, eine allgemeine Nor-
malform anzugeben, d.h. einen eindeutigen Vertreter Z(z, ..., x,) jedes Gruppenorbits zu
bestimmen, liefern die Transformationen von h und v auf die gemeinsame Normalform =

genau die Bestimmungsgleichungen der gesuchten Black-Box-Funktionen w;.

Um die gegeniiber dem skalaren Fall auftretenden Schwierigkeiten zu erldautern, be-
ginnen wir zunéchst mit zwei einfachen Beispielen. Der allereinfachste Fall einer nicht-
skalaren Struktur ist gegeben durch n =2, m; =2, my =1, mg = 1, ug = id,

h(l‘l,h T2, $2) = ¢(U1,1(l’1,1; $1,2)7 U1,2($1,1, $1,2)7 U2(1‘2))7 (4'26)

mit x; = (211, 712) € R?, 9 € R, siche Abb. 4.2.

Fiir die folgenden lokalen Betrachtungen wéhlen wir ohne Einschrankung h(0) = 0,
1(0) = 0 und beschrinken die Black-Box-Transformationen auf lokale Diffeomorphismen
mit u;(0) = 0.
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Abbildung 4.2: Einfachster vektorwertiger Black-White-Baum. Alle Kanten entsprechen
skalaren Inputs bzw. Outputs.

Als Normalform kénnen wir dann all jene Funktionen Z(zy,z5) : R2 x R — R
definieren, fiir die gilt:

(Zl) E(mla()) T1,1,
(i2)  0,E(21,0) = z19, (4.27)
(17) 2(0,z9) = .

Dabei entsprechen die Bedingungen (i1, #i) den bereits im skalaren Fall verwendeten.
Bedingung (i5) ist der Vektorwertigkeit geschuldet. Die Diskrepanz m; > mq der Dimen-
sionen von Input und Output erfordert notwendig die Festlegung von Termen hoherer

Ordnung in der Normalform.

Lemma 4.3 Die Funktion ¢ : R? x R — R mit ¢(0) = 0 geniige in v = 0 den Nichtaus-

artungsbedingungen
() det o [ Vi) £ 0,
Oy (ur, up) _— (4.28)
(id) duto(ur, )| # 0.
Dann ezistieren lokale Diffeomorphismen u; : R? — R? und us : R — R, so dass
Ulur(21), uz(22)) = E(21, 22) (4.29)

gilt, wobei die Normalform = den Bedingungen (4.27) geniigt. Mit den Normalisierungen
ur(0) = 0, k=12 (4.30)
sind die Transformationen und damit auch ihre Jets eindeutig.

Beweis. Zur Vereinfachung der Schreibweise definieren wir folgenden Inklusionsabbildun-
gen fiir die Einsetzung des i-ten Arguments:

jl(l’l) = ($1,0)7
Jo(z2) = (0,mz9).

Einsetzen von (4.27)(ii) in (4.29) ergibt nun unter Ausnutzung der Normalisierung (4.30)
(¢ 0 ja)(uz(x2)) = (0, us(2)) = P(ur(0),uz(z2)) = Z(0,22) = .

(4.31)
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Dies ist genau dann erfiillt, wenn wir

uy = (Pojo)” (4.32)

wihlen. Dabei sichert die Nichtausartungsbedingung (4.28)(ii) gerade die lokale Umkehr-
barkeit von (¢ o js) und damit die Existenz von uy. AuBlerdem erhalten wir

up(0) = (0, %(0))™" # 0. (4.33)

Nun kénnen wir u; durch (4.27)(i) und (4.29) bestimmen:

( ,lvb ojl ) (U1<$1)) _ (Ul(l‘l),O) )
(Ou, ¥ - u5(0)) © ja O (u (1), 0) - u5(0)
(

= .

Erneut erhalten wir die eindeutige Auflésung

_ Yo B
" ((3u2¢-ué(0))0j1) | .

Die Nichtausartungsbedingung (4.28)(i) sichert diesmal die Regularitéit der Linearisierung
und damit die lokale Umkehrbarkeit von (v o ji, 0,1 o j;). Der skalare Faktor u(0) ist
ungleich Null nach (4.33) und beeinflusst die Regularitit deshalb nicht.

Die Festlegungen (4.34, 4.32) definieren somit die eindeutigen Transformationen auf

die geforderte Normalform. D]

Die nach diesem Lemma existierende Normalform hat die Gestalt
— 2 2=
:(xl,h X1,2, ZEQ) = T11 + o + T1,2%2 + T1,1T9=1 + TL1,2L929 (435)

Als zur Identifikation zur Verfiigung stehendene freie Invarianten erhalten wir aufler der
(zu Beginn ohne Einschrankung auf Null normierten) Konstanten Z(0, 0) zwei Koeffizien-
ten dritter Ordnung;:

021100502, Ony 0,0,

Alle weiteren freien Invarianten haben mindestens die Ordnung 4. Da wir aber nur drei
skalare Funktionen zu bestimmen haben, geniigen die Bestimmungsgleichungen bis zur
dritten Ordnung.
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Abbildung 4.3: Einfacher vektorwertiger Black-White-Black-Baum. Alle Kanten entspre-
chen skalaren Inputs bzw. Outputs.

Als néchstes wollen wir noch den Output mit einer weiteren skalaren Black-Box
modifizieren. Der entstehende Black-White-Black-Baum ist gekennzeichnet durch die Di-

mensionen n =2, my =2, mo =1, mg = 1,

h(xl,b X1,2, 332) = Ug (¢(U1,1($1,17 551,2)7 U1,2(5L’1,1, 331,2)7 Uz(£2))>a (4-36)

mit z; = (11, 712) € R?, x5 € R, siche Abb. 4.3.
Wieder wéhlen wir ohne Einschréankung h(0) = 0, ¥(0) = 0 und beschrénken die

Black-Box-Transformationen auf lokale Diffeomorphismen mit w;(0) = 0. Die zusétzli-
che (skalare) Black-Box kann wie im Fall eines rein skalaren Baumes durch eine weitere
Normalformbedingung repréasentiert werden.

Lemma 4.4 Die Funktion 1 : R* x R — R mit ¥(0) = 0 geniige in u = 0 den
Nichtausartungsbedingungen (4.28) Dann existieren lokale Diffeomorphismen vy : R — R,
u : R? = R? und uy : R — R, so dass

uo (Y (ur (21), uz(w2))) = Z(w1,72) (4.37)
gilt, wobei die Normalform = den Bedingungen (4.27) und der zusdtzlichen Einschrdnkung
=(t,0,t) = 2t (4.38)
gentigt. Mit den Normalisierungen
uf(O) - 0, k=0,1,2 (439)
up(0) = 1,

sind die Jets der Transformationen eindeutig festgelegt.

Beweis. Genau wie in Lemma 4.3 sind uy, uy festgelegt durch

uy =

ug ooy -
(up (¥ (+)) Ouytb(+) u5(0)) 0 ’

Uy = (UOO@/JO‘]é)il.

(4.40)
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Zur Bestimmung von ug betrachten wir die Abbildung ¢ : R — R,

w-v((a02) @wen) am

Die Linearisierung im Nullpunkt ist gegeben durch

aul,lw(o) aulglb(()) ) 1<1

#0) = (u.v(0) 8“1’”(0))(8%,1@2@@(0) Ou20,0(0) | \0

+0u,1(0)(9u, 1(0))
= 2.

(4.42)

Auf ¢ kann nun die Normalformbedingung (4.38) angewendet werden:

o) = v (ur(uo(t),0), us(uo(t))) = g (Euo(t), 0,u0(t)) = ug'(2ue(t))  (4.43)

Zu beachten ist dabei, dass aufgrund von (4.40) gilt:

0 = ((uh(e() Duyo(-) uh(0)) © jn) wr(t,0) = ((Quyti(-)) 0 jr ) a(t,0). (4.44)

Hier haben wir benutzt, dass ug und us lokal Diffeomorphismen mit nicht-verschwindender
Ableitung sind.

In Verbindung bedeuten (4.42) und (4.44) — wie im Fall skalarer Baume —, dass ug
als Konjugation der Funktion ¢ und deren Linearisierung im Nullpunkt angesehen werden
kann. Fiir Linearisierungen ungleich -1, 0, +1 existieren solche Konjugationen. Die Jet-
Eindeutigkeit folgt wieder analog zum skalaren Fall aus Abschnitt 4.2 bzw. [FS03].

Nun gelingt die Verallgemeinerung auf eine gréflere Zahl von Black-Boxes und auf
Black-Boxes mit hoherer Dimension. Allerdings wird weiterhin zumindest eine skalare
Black-Box benétigt.

Satz 4.5 Die Funktion ¢ : R™ X --- x R™ — R mit ¢(0) = 0 und m,, = 1 geniige in

u = 0 den Nichtausartungsbedingungen

YUy, .y ty)

O, (U1, .y Uy)

det | Oy, £ 0, 1<k<n (4.45)

8$k’1¢(u1, ey Up)

u=0

Dann existieren lokale Diffeomorphismen uy : R™ — R™ 0 < k <n, mg =1, so dass

up (Y (ur(21), s (7)) = E(@1, ..., 20) (4.46)
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Abbildung 4.4: Einfachster vektorwertiger Black-White-Baum ohne skalare Black-Boxes.
Alle Kanten entsprechen skalaren Inputs bzw. Outputs.

gilt, wobei die Normalform Z den Bedingungen

(0) E(t ko1 de(1,0,...,0)) = nt,

(1) (Eogp)(zr) = k1, 1 <k <n, (4.47)
(f) (8§;15 O]k)(xk) = Ty, 1<k<n- 1, 2< <k
gentigt. Mit den Normalisierungen
0) =0 0<k<
u(0) ’ =r=n (4.48)
uO(O) - 17

sind die Jets der Transformationen eindeutig festgelegt, sofern n > 2.

Beweis. Der Beweis verlduft analog zu den Beweisen der Lemmata 4.3, 4.4. Als Bestim-

mungsgleichung fiir ux, 1 < k < n — 1 erhalten wir zum Beispiel

ug 0P O]:k
. RO o | .

(1)) B () e (01 4 =) o s

Bei den hoheren Ableitungen ist lediglich zu beachten, dass fiir die Regularitéit und damit
die Auflésbarkeit von u; nur die Terme mit den jeweils hochsten 1-Ableitungen relevant
sind. Die restlichen Terme sind linear abhéngig von diesen. >

Die bisherigen Resultate forderten zumindest eine skalare Black-Box, deren einfache
Transformation die restlichen Black-Boxes iiber die Richtungsableitung in diese skalare
Komponente erschloss. Im weiteren wollen wir uns von dieser Forderung l16sen. Dies ist
nicht nur fiir Hybrid-Badume ohne skalare Black-Boxes nétig, sondern auch im Fall von
mehr als zwei Black-Boxes sinnvoll, da das ausschlielliche Zuriickgreifen auf die ausge-
zeichnete skalare Komponente die insgesamt zur Identifikation nétige Ableitungsordnung
zusétzlich erhoht.

Die einfachste vektorielle Struktur ohne skalare Black-Boxes ist — erneut zunéchst
unter Verzicht auf die abschlieBende Black-Box uy — gegeben durch n = 2, m; = 2,
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m2:2,m0:1,u0:id,

h(wy, m2) = P(uii (1), ur2(71), ua 1 (T2), uz2(72)), (4.50)

mit x1 = (211, 212) € R?, 29 = (721, 222) € R?, siche Abb. 4.4.

Als Normalformbedingen streben wir

(il) E(ml, 0) X1,1,
(22) 8I2,Qi(x17 0) = T1,2 (451)
(221) Z(O, 1'2) = .1'2’1,
(’LZQ) 8m1 25(0, .%'2) X292
an. Genau wie in (4.34) erhalten wir wieder
voje )
© Jk -
up = , . k=12 k=3—F (4.52)
’ ( (D - Doy, (1) (0)) © i )

Allerdings sind beide Gleichungen nun gekoppelt. Die benotigten Ableitungen von wuq, us
im Nullpunkt nach der jeweils zweiten Komponente ergeben sich jedoch aus den linearen
Beziehungen

0

xk’guk ==

D (0) ) B
( Oy O 1(0) afﬁz;,z (ug)(0) ) ’ k=12 (4.53)

Im Einzelnen gilt

1
(0u(0))” (9D (0)) (02 s (0))

Hierbei sind die orthogonalen Vektoren jeweils definiert als (a,b)* = (—b,a) und Quer-

0

Tk,2

(0,0(0), k=12  (454)

U =

striche bedeuten wieder den jeweils komplementiren Index, k = 3 — k. Leider ist die
Auflésung von (4.54) aufgrund der Symmetrie

8I2,2a:v1,2 = 8361,26352,2

nur bis auf einen eindimensionalen linearen Unterraum eindeutig, da die Gleichungen

(4.54) lediglich auf drei statt der bendtigten vier Bedingungen hinauslaufen. Wir erhalten
1
Oxpoup = Cy (3%@/)(0)) ;
1

mit reellen Konstanten C, C5. Eine handhabbare Normalformbedingung, die die Eindeu-

k=12
N (4.55)

tigkeit der Transformation erreicht, ist bisher nicht gefunden, so dass die Herleitung der
Normalform im allgemeinen Fall vektorwertiger Baumstrukturen noch nicht abschliefend
geklart werden konnte.
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4.4 Eindeutige Identifikation vektorieller Baumstrukturen

Um allgemeine vektorielle Baumstrukturen zu betrachten, miissen wir uns vor allem von
den in Abschnitt 4.3 aufgetretenen Dimensionseinschriankungen befreien. Zugleich wer-
den wir iiberbestimmte Systeme zur Identifikation der Black-Boxes so angeben, dass auf
Monotonievoraussetzungen verzichtet werden kann. Wir greifen dazu auf die Generizitéts-

methode aus Kapitel 3 zuriick; siehe Satz 3.1.

Zur Vorbereitung betrachten wir vektorielle Black-White-Black-Baume aus Abb. 4.1
zunédchst mit der zusédtzlichen Vereinfachung, dass uy = id abwesend ist; sieche Abb. 4.5.
Ziel ist also die Identifikation der Black-Boxes u = (uy, ..., u,) im Black-White-Baum

W) = P(u(e)) = Pur (1), .. un(n)) (4.56)

aus einer niedrig-dimensionalen Datenbasis der Inputs z; € R™, x = (xq,...,x,) € R™
mit m = my + ... 4+ m,. Wir werden sehen, dass fiir u;(z;) € R" und eindimensionalem
Output h € R eine Datenbasis der Dimension

m = maxm; (4.57)

ausreicht. Als Voraussetzung wéhlen wir genauer simultan je p; Werte fiir x; € R™ so
dass insgesamt gilt
pamy o il < e (4.58)

Wir erinnern zunéchst an die Notation der Jet-Raume aus Kapitel 3. Sei u irgendeine
glatte Funktion, etwa u : R™ — R™, und M C R™ eine endliche Teilmenge mit M = | M|
Elementen. Dann bezeichne

Ta = Tjulu] (4.59)

den Raum der moglichen Funktionswerte u(x) auf x € M. Ableitungen werden also

vorerst nicht einbezogen. Im vorliegenden Beispiel gilt dann
dim Jy = m'M, (4.60)

siehe (3.2) mit N = 0. Wir verkiirzen also den Funktionenraum der (stetigen) w zum
endlich-dimensionalen Raum R™M. Der Zusatz [u] in (4.59) erinnert lediglich an die
Bezeichnung der Funktionen in Ju; eine mathematisch korrektere — aber weniger sug-
gestive — Bezeichnung wire

I = It (4.61)

In der Tat héngt Jy s nicht von der speziellen Wahl der Menge M ab.
Zur Identifikation des Black-White-Baumes (4.56) aus Abb. 4.5 wihlen wir speziell

M = Mlx...XMn,

4.62
M; = {z},... 2"} C R™, (4.62)
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Abbildung 4.5: Allgemeiner Black-White-Baum.

so dass also M; = |M;| = p; und
M=M- ... -My=qi1-... . (4.63)

Fiir Black-Box-Funktionen w;, die auf M injektiv sind, wird dann die Menge M’ = u(M)
der zugehorigen Black-Box-Outputs, also der y-Inputs, aus ebenfalls

M| = M| (4.64)

verschiedenen Elementen u(z)', ..., 277) bestehen, 1 < j; < y;. Wir betrachten nun ent-
sprechend dem Black-White-Graphen den Raum

Imlu] = Tal(ur, o oyun)] = Ty [ua] X oo X I, [t (4.65)
fir die Black-Boxes u. Der Raum Jy[u] hat die Dimension

dim J[u] =Y dim Jug, [u;] = pam’ + ..+ pam,. (4.66)

Fiir die White-Box ¢ wihlen wir den Raum C* = C*'[¢] aller 1-mal stetig differenzierbaren
Funktionen. Ganz analog zur Verkiirzung der Black-Box-Funktionen u kénnen wir C*[¢/]
zum Raum Ju[¢)] der ¢-Werte auf M’ = u(M) verkiirzen. Wir kénnen C'[)] aber auch
verkiirzen zum endlich-dimensionalen Raum

Tl = Japy (4.67)

der Paare (¢(u),,(u)) mit u € M’, also unter Einbeziehung der 1-ten Ableitung v, von
v nach v € R™. Dann gilt
dim J . [¢] = (m' + 1) M, (4.68)

vgl. (3.2) mit N = 1. Hier ist m’ = m)+...4+m/,. Wir betrachten schlielich die Abbildung

H : CW] x Julu] — Jmlh]

(Vo) — pou (4.69)



4 Baumstrukturen 55

die durch Komposition (Verkettung) der Funktionen ¢ und u geméf (4.56) gegeben ist.
Dabei ordnen wir ¢ ou seine Verkiirzung in Jy[h] zu, wie oben beschrieben, die nicht von
der ganzen Black-Box-Funktion u abhéngt, sondern nur von ihrer Verkiirzung in Jy[u].

Mit dieser Notation lautet das Identifikationsproblem (4.56) auf der diskreten Menge
M einfach
H(¢,u) = h. (4.70)

Diese Gleichung ist aufzufassen auf dem Raum (¢, u) € C[)] x Jy[u], sowie auf h € Jy[h]

der Dimension

dim Jy[h] = M = dim J e [1)]. (4.71)

Die behauptete generisch eindeutige Losbarkeit der Gleichung H (i, u) = h folgt nun wie
in Kapitel 3 skizziert aus dem Thomschen Transversalititssatz (siche [AR67]). Sei u = u*
die als existent vorausgesetzte Losung. Der chemische Reaktor liefert jedenfalls eine solche
Losung. Dann gilt fiir jede weitere Losung u sofort

R(,u) := H(,u) — H(¢,u*) = 0. (4.72)
Dabei fassen wir R wie H als Abbildung auf,
R: C' Y] x Julu] — Jumlh]. (4.73)

Da wir uns u* konstant gegeben denken, verkiirzen wir hier im Vergleich zu (3.5) R =
R, u,u*) zu R(¢,u). Der Thomsche Transversalititssatz folgert nun fiir geniigend diffe-
renzierbare I aus der Surjektivitdt der totalen Ableitung Dy, R die Surjektivitéit sogar
der partiellen Ableitung

Dy R(1,u) (4.74)

fiir generische, d.h. typische White-Box-Funktionen 1, in jedem Losungspunkt
R(v,u) = 0. (4.75)

Die Surjektivitdt ist hier ein Spezialfall der allgemeinen Rang-Bedingung (3.7) aus Satz
3.1; wir erhalten einfach vollen Rang r = dim Jy[h] = M.

Wir wenden diesen Satz auf u # u* wie folgt an. Die partielle Richtungsableitung
o= DyR-p=¢pou—ypou (4.76)

allein kann bereits surjektiv gewihlt werden. Wir wéhlen nédmlich zunéchst ¢ ou = 0 auf
M. Wenn die u-Werte auf M génzlich verschieden von den entsprechenden Werten u*
sind, konnen wir ¢ auf u* noch beliebig vorschreiben und so beliebige R-Variationen in
Jm[h] erzeugen.
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Wir erhalten nun fir u # u* aus R(i,u) = 0 einen Widerspruch, wenn die u-
Variation in (4.74) allein zur Surjektivitdt nicht ausreicht. Das passiert schon aus Dimen-

sionsgriinden, wenn

dim Ja[u] < dim Jp[h]. (4.77)

Weil r,, = dim Bild(D, R) < dim Ju[u] und r = dim Jp[R], folgt aus (4.77) in der Tat die
Rang-Bedingung (3.7) aus Satz 3.1.

Als hinreichende Bedingung fiir generische Eindeutigkeit der Black-Box-Losung u*
ergibt sich also mit (4.60), (4.63), (4.66), (4.71) aus der Dimensionsbestimmung (3.2) die
Rang-Bedingung

pamny 4 A i, < g, (4.78)

wie bereits in (4.58) angekiindigt. Wir bemerken sofort, dass (4.78) nur erfiillt werden
kann, wenn mindestens n > 2 Black-Boxes vorliegen. Zusammenfassend gilt

Satz 4.6 Fir die Anzahlen p; = |M;| und die Dimensionen u; € R™: des allgemeinen
vektoriellen Black-White-Baumes (4.56) gelte die Voraussetzung (4.78). Ferner sei die
Referenzlosung u* injektiv auf der endlichen Inputmenge M.

Dann besitzt fiir generische White-Boz-Funktionen v das Identifikationsproblem zu

gegebenem h hochstens eine einzige Losung u = u*(z) auf Inputs x € M = My X ... X
M, C R™ wie in (4.62).

Wesentlich fiir die praktische Durchfithrung ist nur Bedingung (4.78). Wir stellen
uns beispielsweise die Aufgabe, jede Black-Box u; € R™ auf einem m;-dimensionalen
Einheitswiirfel ihrer Inputs z; zu bestimmen. Wir rastern dazu den jeweiligen Wiirfel
durch die Menge z; € M; mit Rasterweite €. Es sind also mindestens etwa

> miem (4.79)

skalare Werte zu bestimmen. Unsere Datenbasis M = M*® hat |[M*®| = 45 -.. .- 4, Punkte.

Wir bezeichnen daher
w— log [M°|  ——log i + ... +log s,

dy = lim ——— =1 4.80
M 200 log1/e 0 log1/e (4.80)

als (asymptotische) Dimension unserer Input-Familie M = M®.

Um (4.78) erfiillen zu konnen, wéhlen wir etwa p; = ¢, fiir ein beliebiges festes

i. Fiir j # ¢ wéhlen wir die iibrigen p; unabhéngig von ¢ so, dass
11w > m. (4.81)
J#
Insbesondere setzen wir voraus, dass n > 2 Black-Boxes vorliegen. Eine konkrete Wahl
wiire beispielsweise p; :=m/,; + 1, mit j + 1 modulo n gezéhlt.
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Mit dieser Wahl gilt (4.78) fiir gentigend kleine Rasterweiten ¢ > 0. Als Dimension
der resultierenden Datenbasis M= ergibt sich

— 1
Ay = lim ———— [ loge™™ 1 il = my 4.82
Mo = 10 log1/e (oga +; og/@) " (4.82)

Dadurch ist dann u; = w; auf dem e-Raster MZ@’& eindeutig bestimmt. Verfahren wir
sukzessive so, fiir alle ¢ = 1,...,n, erhalten wir eine resultierende Datenbasis M*® =
U; M@= der Dimension

dyp = maxd ) = maxm; = . (4.83)

Auch wenn nicht, wie hier zur Vereinfachung angenommen, achsenparallele e-Raster M ()
vorliegen, ist unser Dimensionsbegriff gerechtfertigt. Wir schopfen dann die Datenbasis
dadurch aus, dass wir unsere achsenparallelen e-Raster in Wiirfeln der Kantenlédnge o

entlang der Datenbasis platzieren, fiir kleines, aber e-unabhéngig gewéhltes 6 > 0.

Ein analoges Resultat fiir Black-White-Black-Bdume dehnt — zusammen mit der
allgemeinen rekursiven Reduktion auf diesen Fall aus Abschnitt 4.1 — erstmals das Resul-
tat von Schuppert, [Sch00], auf vektorielle Black-Boxes aus. Der verbleibende Fall n = 1
wird in Abschnitt 4.5 behandelt.

Wir beschlieen deshalb dieses Kapitel mit einer kurzen Diskussion des allgemeinen
Black-White-Black-Baumes

h(z) = wug (1/1(u1(x1), . ,un(xn))>, (4.84)

dessen Identifikation uns nach [FS03] rekursiv alle vektoriellen Hybridmodelle mit Baum-
struktur erschlieft; siche Abb. 4.1. Ohne Einschrankung ziehen wir uns auf skalar-wertige
h zuriick: vektorielle h erleichtern die Identifikation nur, weil sie auf Black-Boxes u;
zuriickgreifen, die fiir © = 1,...,n bereits aus einer einzigen skalaren Komponente von
h bestimmbar sind. Mit uo : R™ — R und ¢ : R™ — R™ setzen wir in der Notation

von Satz 4.6 voraus . .
(m' —mo) [T s > D - (14 my). (4.85)
i=1 i=1

Dabei sind wieder die Inputs z; € M; gewdhlt, also x € M = M; x ... x M,, mit
wi := |M;| und M| = py - ... p,. Wieder sind mindestens n > 2 Black-Boxes erforder-
lich. Die Identifikation des Black-White-Black-Baumes verlangt aber zusétzlich eine echte
Dimensionsreduktion durch 1 : R™ — R™, namlich

mo <m'. (4.86)

Analog zu Satz 4.6 gilt dann folgendes Resultat fiir den Black-White-Black-Baum.
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Black-White-Kette White-Black-Kette
U " W U

Abbildung 4.6: Unverzweigte vektorielle Ketten.

Satz 4.7 Fir die Referenzlosung u* gelte Injektivitat von u* = (uf,...,u)) auf der Da-
tenbasis M. Die Werte von h = ujopou* seien simtlich requlir auf M = My x ... xXM,,.
Ferner gelte fir die Anzahlen p; = |M;| und die Dimensionen der Black-Box-Funktionen
w; : R™ — R™ und der White-Box-Funktion 1 : R™ — R™ die Einschrinkung (4.85).

Dann besitzt fiir generische White-Box-Funktionen v das Identifikationsproblem des
allgemeinen vektoriellen Black-White-Black-Baumes (4.84) zu gegebenem h nur die ein-
deutige Losung u = u*(x) auf Inputs x € M C R". Monotonie-Voraussetzungen sind fiir
die Giiltigkeit des Satzes nicht erforderlich.

Der Beweis des Satzes beruht auf 1-Jet-Rdumen J'[h], J'[¢)], auf die wir im Ka-
pitel 5 noch einmal n&her eingehen. Die Notwendigkeit insbesondere der Dimensions-
einschrankung (4.86) an die White-Box ¢ wird im folgenden Abschnitt erldutert. Eine
vollstdndige Darstellung, die auf Satz 3.1 beruht, wiirde den Rahmen dieser Zusammen-
fassung sprengen. Es lohnt aber anzumerken, dass die erforderliche Datenbasis M) im
Limes e-gerasterter Mengen M? C R™i, analog zur Argumentation in (4.79)—(4.83), wie-
der die von Schuppert [Sch00] vorausgesagte Dimension

dy =T = max m;
M 0<i<n

besitzt. In der Tat reicht diese Gréflenordnung mit ¢ = 1,...,n aus, um Voraussetzung
(4.86) zu gewahrleisten. Die Identifikation von u kann anschlieSend durch Interpolation
der u;,i =1,...,n und Wahl der Werte ¥ (u(z)) in einem e-Raster eines Wiirfels in R0

direkt erfolgen.

4.5 Partielle Identifikation unverzweigter Ketten

Die Resultate aus Abschnitt 4.4 zeigen, dass die eindeutige Identifikation von Black-Boxes
u; - R™ — R™i sogar dann moglich sein kann, wenn die Output-Dimension m;, die Input-
Dimension m; iibersteigt. Sowohl in Satz 4.6 als auch in Satz 4.7 waren dazu mindestens
n > 2 Black-Boxes erforderlich. Wenn unverzweigte Ketten aus Black- und White-Boxes
auftreten, vgl. Abb. 4.6, ergeben sich zusétzliche Einschrinkungen.

Wir betrachten zunachst den Fall n = 1 einer vektoriellen Black-White-Kette

hx) = p(u(x)). (4.87)
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Fir u : R™ — R™ ¢ : R™ — R definieren dann regulire Werte sowohl von v als auch
von h = R™ — R lokale Blitterungen des Urbildraumes R™ bzw. R™ der Codimension
1. Die Black-Box v muss nur diese Blédtterungen entsprechend gleicher Werte h = ¢ := A
aufeinander abbilden, um als Losung des SHM (4.87) zu gelten. Dabei indiziert A € R
die Bléatter. In geeigneten lokalen Koordinaten ist also u einer beliebigen Familie von
Abbildungen

— /_
U)\:Rm 1—>Rm 1

mit eindimensionalem Parameter A € R dquivalent. Sobald m > 2 oder m’ > 2, erge-
ben sich so unendlich viele Freiheitsgrade fiir interne Kalibrierungen, die selbst durch
vollstéindige Kenntnis der globalen Input-Output-Relation A nicht aufzuldsen sind. Nur
indem wir willkiirlich beispielsweise fiir v* eine A\-unabhingige kanonische Projektion (im
Fall m > m') oder Einbettung (im Fall m < m/) wéhlen, ldsst sich Eindeutigkeit er-

zwingen. Keinesfalls dndern diese Mafinahmen jedoch die globale Input-Output-Relation

h.

Wir wenden uns nun dem Fall einer vektoriellen White-Black-Kette

W) = u(y(x)) (4.88)

zu, der uns bereits in Satz 4.7 als Teil des allgemeinen vektoriellen Black-White-Black-
Baumes begegnet ist. Wir benutzen wie dort die Notation ¢ : R — R™ und v : R™— R.
Falls m’ > mg, wenn also ) die Dimension des Inputs € R™ nicht kiinstlich erhoht,
kénnen wir in reguléren 1-Werten ohne weiteres die Daten x lokal auf Mannigfaltigkeiten
M’ C R™ der Dimension myq einschrénken, auf denen ¢ diffeomorph operiert. Dann gilt
einfach eindeutig

uw=~hoy ! (4.89)

auf den offenen Teilen ¢)(M’) des R™.

Falls jedoch m/ < mg, wenn also ¢ die Dimension des Inputs z € R™ kiinstlich auf-
bléht, lasst sich die Forderung nach einer mindestens mg-dimensionalen Datenbasis fiir
die Black-Box u schlechterdings nicht realisieren. Die Black-Box u ist dann nur auf dem
Bild von 1, typischerweise also auf Varietdten der Codimension my —m’ > 1, bestimmt.
Dort ist sie wieder eindeutig durch (4.89) gegeben. Auflerhalb kann u beliebig gewéhlt
werden — bleibt also vollig unbestimmt — wieder zunédchst ohne sichtbare Auswirkung
auf h. Dieser Fall ist besonders dann bedenklich, wenn sich beispielsweise durch Alterungs-
prozesse, Verunreinigungen oder auch nur kurzzeitige Betriebsstorungen die ,, White-Box“
1 andert und das Gesamtsystem via v in unbekannte und auch den extrapolationsfreu-
digen SHM-Methoden prinzipiell nicht aus dem normalen Betrieb zugéngliche Bereiche
verschiebt. Zuverléssige Vorhersagen fiir die globale Input-Output Relation A sind dann
nicht maoglich.
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5 Vorwirts verzweigte Hybridstrukturen

Wir betrachten nun allgemeine Hybridmodelle mit beliebig vorwérts verzweigter Struktur:
h=H(,u) (5.1)

Dabei bedeutet u = (u;);cp wie in Kapitel 3 eine Aufzidhlung aller vektoriellen Black-Box-
Funktionen w; im SHM, und ¢ = (¢;)jew die entsprechende White-Box-Aufzédhlung. Der
Operator H beschreibt die hybride Komposition der Black- und White-Box-Funktionen,
so wie sie das SHM vorgibt. Ohne auf die wesentlich mathematische Problematik der
genauen Raume fiir u, ¢ und h sowie deren Differenzierbarkeitsstufen weiter einzugehen,
halten wir vorab fest, dass wir uns v und A in einem endlich-dimensionalen Raum JV
denken, der analog zu den Réaumen J = J° und J' aus (4.65)(4.68) gebildet wird und N-
Jets, also bis zu N-te Ableitungen, der u, v und h auf geeigneten endlichen Datensétzen
einbezieht.

5.1 Kalibrierung

Zu Beginn unserer Diskussion betrachten wir noch einmal die in Abschnitt 1.1 beschrie-
benen Kalibrierungen und ziehen eine Folgerung fiir die Bilder der partiellen Ableitungen
Ry und R, der analog zu unseren Transversalitits- und Eindeutigkeitsbetrachtungen in
Kapitel 3 und Abschnitt 4.4 gebildeten Funktion

RW,U,U*) e H(w>u) - H(wﬂﬁ)? (52)

vgl. (3.5).

Korollar 5.1 Sei u' = u'(¢),u’) eine Kalibrierung von H im Sinne von (1.2), (1.4).
Dann gilt fiir alle v, u°, t und in jedem Punkt (1, u,u*) = (¢, ut(, u®), u)

Bild(R,) C Bild(R,) (5.3)

fiir die Bilder der partiellen Ableitungen Ry, R,.

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass aus (1.4)(iii) durch Integration nach ¢ folgt
R, u' (¢, u’),u’) = H(ap,u' (1, u’)) — H(p,u’) = 0. (5.4)
Differenzieren wir (5.4) nach ¢ in Richtung ¢, so erhalten wir
Rw-go—l-Ru-(ufp-go):O, (5.5)

fiir jedes . Damit ist auch (5.3) bewiesen. <]
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5.2 Eindeutige Identifikation

Um Black-Boxes u in verzweigten Strukturen zu identifizieren, schreiben wir wie in Kapitel
3 das SHM in der Form
h=H,u). (5.6)

Mit einer gegebenen Referenzlosung h = H (¢, u*) formulieren wir wie in (3.5), (4.72),
(5.2) das Eindeutigkeitsproblem mit Hilfe der Funktion

als Eindeutigkeit der ,trivialen“ Nullstelle u = «* von R. Wenn wir uns u* als fest denken,
schreiben wir wieder verkiirzt R(v, u) statt R(¢, u, u*).

Wir betrachten ¢, h und w in linearen R&umen J[¢], J[h] bzw. J[u|, typischer-
weise endlich-dimensionalen Jet-Raumen JV iiber endlichen Mengen. Wir haben dann
(verkiirzt)

H,R:J=J] x Ju] — J[h]. (5.8)
Fiir die endlichen Dimensionen der Bilder der partiellen Ableitungen R, R,, also deren
Rang, benutzen wir wie in Satz 3.1 die Notation

ry = dimBild(R,(¥,u)),
ry = dim Bild(Ry (¢, u)), (5.9)
r = dimBild(Dy.) R, u)).

Diese Dimensionen héngen noch von (¢, v) ab. In Satz 3.1 haben wir die Rang-Bedingung

r > maxr, (5.10)
(,u)

gestellt. Dann war die Losung u = u, des SHM (5.6) fiir eine generische Menge von

eindeutig bestimmt.

Wir bemerken insbesondere, wie angekiindigt, dass Kalibrierungen die Rang-Vor-
aussetzung (5.10) verletzen. Insbesondere gilt dann nach Korollar 5.1 in v = wu(, u*;t)
die Rang-Beziehung

Ty < Ty =T. (5.11)

Im weiteren Verlauf des Kapitels skizzieren wir die Umsetzung des Satzes fiir die

maximal vorwérts verzweigte Struktur

h(z1, 22, 23) = Y (u1(22, 23), uz(21, 23), us(x1, 22)) (5.12)

aus Abb. 5.1, mit z; € R™, u; € R™ und h,¢» € R. Wenn wir vollstindig analog zu
Abschnitt 4.4, (4.59)—(4.77) und Satz 4.6, vorgehen, lautet die zu (4.78) analoge Bedingung
fiir eindeutige Identifizierbarkeit

) flafiz + M fia iz + Migfiaply < fiyflofts (5.13)
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Abbildung 5.1: Maximal vorwérts verzweigte Struktur mit 3 Inputs. Alle Kanten des
Strukturgraphen bedeuten skalare Inputs bzw. Outputs.

auf einer kartesischen Input-Menge x; € M; mit y; := |M;|. Mit Blick auf unsere Rang-
Bedingung (5.10) erkennen wir die linke Seite von (5.13) tatséchlich als Rang r, der
partiellen Ableitung nach w. Die rechte Seite ist wieder ry. Zusammen folgt also aus
Bedingung (5.13)

> Ty > Ty (5.14)

mit (durch injektives u*|, bedingt) konstantem Rang r,. Satz 3.1 liefert dann die Ein-

deutigkeit aller Black-Boxes u, fiir generisches 1.

Wie grof§ ist diesmal die Dimension der erforderlichen e-gerasterten Datenbasis
M®<? Entsprechend unserer Diskussion in (4.79)(4.83) wihlen wir etwa fiir i = 1,
also zur Identifikation von wuy, die e-Raster pus = 72 und p3 = ¢~ 3. Den {ibrigen freien
Wert p; wihlen wir, so dass

p1 > my. (5.15)

Dann gilt offensichtlich Bedingung (5.13) fiir alle geniigend kleinen ¢ > 0, und u; ist auf
seinen e-Raster eindeutig identifiziert. Ahnlich liefert

i = €M, fiir j #4, und

5.16
i = mp+1 (5.16)

die eindeutige Identifizierbarkeit der anderen Black-Boxes u;. Als Dimension der Daten-
basis M@ erhalten wir so aus (4.82)

1
dpyeo = lim (1ogm+zloguj>
N0 log1/e i (5.17)
= > m
i#i

Zur Bestimmung aller Black-Boxes w; aus der Datenbasis M = |J; M® ist also die Di-
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mension .
Ay = (Z mi> — miinmi = mlaXij (5.18)
i=1 i
erforderlich. Dies ist wieder die maximale Anzahl der skalaren Input-Variablen einer ein-
zigen Black-Box ;.

Der allgemeinere Fall
h=1v(u,... uy) (5.19)

mit Black-Boxes u; die nur von z; nicht abhéngen, d.h. 0,,u; = 0, verlduft vollig analog.
Wir ersetzen die Identifizierbarkeitsbedingung (5.13) durch

> omi/pi <1 (5.20)
=1

und sehen, dass (5.16)—(5.18) verbatim giiltig bleiben. Ganz analog kénnen minder ver-
schriankte Félle behandelt werden. Als Nenner im i-ten Summanden m// . .. tritt dann das
Produkt genau der j; auf, von deren Input-Variable z; die Black-Box u; nicht abhéngt.
In all diesen Féllen bestétigt sich der Schuppertsche Satz [Sch00].

5.3 Beispiel: Kolmogorov-Netzwerk

Reine Summen oder Produkte taugen nicht als generische White-Boxes, weil sie nichttri-
viale Skalierungen zulassen, siehe Abschnitt 1.1. Unbeschadet dieser Schwierigkeit wol-

len wir in diesem Abschnitt die generische Eindeutigkeit des universellen Kolmogorov-

Netzwerks -
h= " v(d uji(x:)) (5.21)
j=1 i=1

nachweisen, wenn die Summen durch generische nichtlineare White-Boxes ersetzt wer-
den. Die notorische Schwierigkeit dieses Beispiels liegt darin begriindet, dass alle steti-
gen globalen Input-Output Relationen A mit n Inputs z1,...,x, durch geeignete stetige
Black-Boxes v;, u; j realisiert werden konnen, die sogar nur skalar sind. Unsere Identifika-
tion benutzt in diesem Fall zwar teils prohibitiv hohe Ableitungen, kommt aber dann, in
krassem Kontrast zu Kolmogorov’s Resultat, mit nur 1-dimensionalen Datenbasen fiir die

Inputs aus.

Betrachten wir also Kolmogorov’s Beispiel (5.21) in der allgemeineren Form

W@, ) = o (v (uja(ai)h<i<n ) : (5.22)

1<j<n’ )

vgl. Abb. 5.2. Wir betrachten dabei n’ > n; Kolmogorov hat speziell n’ = 2n + 1 gewahlt.
Um rein notationelle Komplikationen zu vermeiden, betrachten wir nur skalare Black-
bzw. White-Boxes u;;, v; bzw. 1)y, 1; sowie skalare Inputs x;.
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Abbildung 5.2: Das universelle Netzwerk von Kolmogorov.

Prinzipiell eréffnen sich nun zwei methodisch wesentlich verschiedene Zugénge. Wir
konnen, erstens, im Geist der Normalformentheorie von [FS03] und von Kapitel 2 die
Black-Box-Funktionen v;, u;; als Transformationen betrachten, die aus den White-Boxes
y; eindeutige Normalformen herstellen. Dann ist zur lokalen Identifikation nur noch zu
zeigen, dass 1y (und folglich h) in der Lage ist, diese n’ Normalformen der v; simultan

zu trennen.

Stattdessen werden wir, wie in Kapitel 3, direkt die Abbildungseigenschaften der
partiellen Ableitungen von H und R auf Jet-Réumen betrachten. Dieser zweite Zugang
hat den wesentlichen Vorteil, dass er nicht auf Diffeomorphismen v;,u;; beschriankt ist,

sondern sich direkt auf den allgemeinen vektoriellen Fall iibertrégt.

Wir betrachten zunéchst fiir beliebige glatte v : R™ — R den Jet-Raum J)Y | [v]
von v selbst sowie seinen Ableitungen bis einschliefllich der Ordnung N, ausgewertet auf

einer endlichen Menge M. Dann gilt offenbar

(5.23)

ni,n2 ny

dim JY | [v] = M| - ny - <N +n1>

Im Kolmogorov-Beispiel wiahlen wir wieder eine Input-Menge M = M; x ... x M,, von
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Produktstruktur und erhalten mit u; := |M;|, p:= 1 - ... - p, die Dimensionen
P[] pi - (N +1)
TN = e (NI,
N (5.24)
J1,1[Uj] = p-(N+1)
TNl = u-(VE),

jeweils fiir alle 1 < ¢ < nund 1 < j < n'. Fiir die globale Input-Output Relation h

erhalten wir aber

= (Y1) < 2wl (5.25)

Insgesamt diirfen wir deshalb auf der Referenz-Losung v* und fiir u # u* Surjektivitdt von
Dy, R annehmen, also erst recht von Dy, R. Satz 3.1 zeigt dann die generische Eindeutigkeit
der Losung u = u*, wenn

Ty < Ty (5.26)

Eine hinreichende Bedingung fiir (5.26) ist das Bestehen der Ungleichung

N +n
n

ECERED W) (5.2

In der Tat folgt aus (5.24) und (5.27)

Ty < valvj —l—ZZdlmJlluﬂ

j=1l1=1

dm
- < N+1+ZM1N+1)>

1

= (HZM/M)

N+n
< W n = Ty.

= M:

(5.28)

<.
Il

Wiéhlen wir p; gro8 genug, so dass etwa (N +1)n’ > p;/p < 1, dann geniigt es, N so grof§
gewahlt zu haben, dass
1
(N +2) . (N +n) >0, (5.29)
n!

Kurioserweise ist der Fall n = 2 minimaler Black-Box-Anzahl im Kolmogorov-
Problem besonders heikel. Es sind dann geméa8 (5.29) mindestens

N>2n —1 (5.30)

Ableitungen zur Konstruktion der Jet-Riaume JV erforderlich; fiir n’ = 2n 4+ 1 = 5 also
N > 9. Zweite Ableitungen, N = 2, geniigen in diesem Fall fiir n > 10 Inputs z;.
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Abbildung 6.1: Elementare Struktur mit Riickfithrung.

Um zu illustrieren, wie prohibitiv der scheinbar ,unschuldige* Fall n = 2 konkret
ist, sind im Anhang 3 je ein Ausdruck einer ersten bis vierten Ableitung dieses Beispiels
zu finden. Die fiinfte Ableitung hs2) = 93 07, h enthélt 8065 Produkt-Terme, die sechste

Ableitung h(33) schon 44840. Ableitungen der Ordnung N = 9 wiirden etwa, 107 Terme
enthalten.

6 Strukturen mit Riickfiihrung

6.1 Elementare (nicht iiberlappende) Riickfiihrungen

Ziel ist die Reduktion der elementaren, aber vektoriellen Struktur mit Riickfiihrung aus
Abbildung 6.1 auf eine ebenfalls vektorielle Baumstruktur. Nach Abschnitt 4.4 kann damit
— analog zu den Resultaten [Sch00] und [FS03] von Schuppert und Fiedler fiir skalare
Baumstrukturen — generische Eindeutigkeit und zugleich der Wegfall der Problematik

nichttrivialer Kalibrierungen garantiert werden.

In Gleichungsform lautet die elementare Struktur mit Riickfithrung aus Abb. 6.1

h = ’U(y, %2)

y = u(z1,y) (61

mit globaler Input-Output Relation h = h(x,z5) und Black- oder White-Boxes u und
v. Unabhéngig von der Frage, ob nun die Box u mit Riickfithrung y eine Black-Box oder
eine White-Box ist, denken wir uns die Fixpunkt-Gleichung y = u(x1,y) mit Parameter

x1 nach y aufgelost:
y = t(x1). (6.2)

Falls u eine White-Box ist, kann die Auflésung durch Fixpunkt-Iteration, Newton-
Iteration zum Satz iiber implizite Funktionen, oder Varianten davon erfolgen. In der Aa-
chener Arbeitsgruppe ist dieses Verfahren bereits erfolgreich durchgefiihrt worden. Wir
erhalten dann aus der White-Box w in (6.1) eine White-Box @ in (6.2).

Fiir Black-Boxes u konnen wir — Auflosbarkeit vorausgesetzt — ebenfalls die Fix-
punkt-Gleichung y = u(z1,y) wie in (6.2) darstellen. Allerdings ist dann @ eine ,,effektive®
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Abbildung 6.2: Kapselung der Riickfithrung (u,y) durch eine effektive Black-Box .

Black-Box, welche die Black-Box u ersetzt. Vorteilhaft ist dabei die Reduktion der Anzahl
der Inputvariablen von dim x; + dim y fiir v auf dim x; fiir . Nachteilig wirkt sich unter
Umsténden aus, dass die effektive Black-Box u keine Riickschliisse mehr darauf zulasst, wie
ein konstruktiver Eingriff auf den Riickfithrungszweig y das Prozess-Geschehen &dndert. Im
Sinne von Abbildung 6.2 ist der Riickfithrungszweig {u,y} im Ersatzschaltbild der Black-
Box @ von auflen unzugénglich gekapselt. Tatséchlich steht als Input-Raum der Black-Box
w nur der Funktionsgraph (x,y) € graph(a) zur Verfiigung. Deshalb kann die Black-Box
u prinzipiell nicht auf extrapolierbare Weise identifiziert werden — selbst dann nicht,
wenn der Output h(xy, z2) global fiir alle (21, x2) bekannt ist. Fiir White-Boxes u entfallt
dieses Problem natiirlich.

Als caveat sei noch bemerkt, dass selbst im Fall streng monotoner Black- oder White-
Boxes Mehrdeutigkeiten der Losung y = @(x1) in Abhéngigkeit von Input-Parametern
auftreten kénnen. Der interne Zustand der Riickfiihrungsschleife y ist dann aus dem In-
put z; nicht mehr feststellbar. Als Anzeichen sollte sich ein hysteretischer Verlauf auch
der globalen Input-Output Funktion h = h(z1, x2) ergeben. Obwohl Hysterese-Effekte be-
sonders in biologischen Systemen auflerordentlich bedeutsam sind, weil sie beispielsweise
Umstellungen des Gesamt-Stoffwechsels beschreiben konnen, werden wir im vorliegenden
Bericht zu riickgefithrten Hybridmodellen Hysterese-Effekte ausklammern und die eindeu-
tige Auflosbarkeit der jeweiligen Fixpunkt-Gleichung vom Typ (6.2) fordern.

Setzen wir die effektive Black-Box y = @(x;) aus (6.2) in (6.1) ein, so erhalten wir
das reduzierte Modell
h =v(t(xy),x2) (6.3)

sieche Abbildung 6.3. Falls mindestens eine der Boxes 4, v eine Black-Box ist, sind die
entsprechenden Félle in Kapitel 4 diskutiert. Der verbleibende Fall eines reinen White-
Box-Modells ist Standard und wird hier nicht weiter diskutiert.

Die Ubertragung der Resultate auf den Fall mehrfacher, nicht-iiberlappender Riick-
fiihrung gelingt leicht. Wir betrachten zunéchst eine endliche Kollektion

Yi = Uz’(%’, Yi) (64)

von Riickfithrungen y;, wie in (6.1). Dabei bezeichnen nun z; und y; die vektoriellen
Inputs der Box u;. Zugleich ist y; auch der Output von w;. Wie in (6.1) ersetzen wir jede
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Abbildung 6.3: Reduziertes Modell (6.3) zur elementaren Riickfithrung, vgl. (6.1).
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Abbildung 6.4: Nicht-iiberlappende teilweise Riickfiihrung, separierte Outputs u = (v, w).

Riickfithrungsschleife durch eine dquivalente gekapselte Box
yi = (i), (6.5)

indem wir uns die Fixpunkt-Gleichung (6.4) fiir y; nach y; aufgelost denken. So erhalten
wir unmittelbar ein SHM

h=H(®p, ) (6.6)

ohne Riickfithrungen. Wir schreiben dabei 1 fiir alle nach Kapselung entstehenden oder
unverdnderten White-Boxes und « fiir alle entstandenen oder unverédndert gelassenen
Black-Boxes. Nach Kapselung gelten fiir das SHM (6.6) wieder Satz 3.1 und alle Resultate
des Kapitels 5.

Es ist nicht erforderlich, dass sdmtliche Outputs von u; riickgekoppelt sind. Wir be-
trachten etwa eine einzige Box v mit Input x und partieller Riickfithrung y. Wir separieren
die in folgende Boxes weitergefiihrten, nicht riickgefithrten Output-Komponenten z von u

als v und die Riickfiihrung-Komponenten als w, also u = (v, w) mit
(6.7)

vgl. Abbildung 6.4. Wie zuvor lésen wir dann die Fixpunkt-Gleichung y = w(z,y) auf:

y = w(x). (6.8)
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Eingesetzt in die erste Gleichung von (6.7) ergibt sich
z =u(x) :=v(z,w(x)) (6.9)

analog zur gekapselten Box @ in (6.2) bzw. 4; in (6.5). Damit ist auch der Fall teilweiser,
nicht-iiberlappender Riickfithrungen auf Satz 3.1 und Kapitel 5 zuriick gefiihrt.

6.2 Aquivalente Strukturen

Im Folgenden fassen wir Hybridstrukturen als gerichtete Graphen mit Mehrfachkanten auf.
Jede Kante entspricht dabei einem eindimensionalen reellen Datenwert, der vom Ausgang
einer Box zum Eingang der nédchsten Box iibergeben wird. Als Ecken oder Knoten des
Graphen sind dabei ausschliefllich Input- bzw. Output-Punkte, Black- und White-Boxes
sowie Gabelungen erlaubt.

Definition 6.1 Fine Hybridstruktur ist ein (zusammenhingender) gerichteter Graph
(ggf. mit Mehrfachkanten), dessen Ecken folgenden Klassen zugeordnet sind:

Randknoten sind solche Knoten mit genau einer Kante. Sie stellen die Input-Grdfien
(eine ausgehende Kante) und die Output-Grifien (eine eingehende Kante) des Hy-
bridmodells dar.

Innere Knoten sind Knoten mit mindestens einer Eingangs- und mindestens einer Aus-
gangskante. Darunter fallen Gabelungen mit genau einer eingehenden und zwei aus-
gehenden Kanten sowie die iiblichen White-Boxes und Black-Boxes. Letzteren ist
noch eine White-Boz- bzw. Black-Box-Funktion zugeordnet.

Alle Hybridmodelle lassen sich durch Graphen dieser Form darstellen.

Ziel ist es nun, durch Umkehrung der Orientierung bestimmter Kanten im Graphen
einer Hybridstruktur vom Standpunkt der Identifizierbarkeit dquivalente Strukturen zu
generieren. Von fundamentaler Bedeutung dafiir ist der Satz iiber implizite Funktionen.
Er gestattet uns, Funktionen u : R® — R™,  + wu(x), n > m nach einem Teil ihrer
Eingangsvariablen passender Dimension auflosen, sofern eine Nichtausartungsbedingung
erfiillt ist:

T1,m = WU, Tys1, n)- (6.10)

Konkret ergibt sich damit folgender Aquivalenzbegriff fiir Hybridstrukturen.

Definition 6.2 Zwei Hybridstrukturen heiflen dquivalent, sofern folgende Bedingungen
erfillt sind.

(i) Die zugeordneten Graphen sind als ungerichtete Graphen isomorph.

(ii) Die unter der Isomorphie korrespondierenden inneren Knoten haben jeweils iber-

einstimmende Anzahlen eingehender und ausgehender Kanten.
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(#ii) Den unter der Isomorphie korrespondierenden Knoten sind Black- bzw. White-Bozes
zugeordnet, die unter Beachtung der Orientierung der Kanten durch den Satz diber
implizite Funktionen auseinander hervorgehen. Insbesondere korrespondieren Black-

Bozxes zu Black-Boxes, White-Boxes zu White-Bozxes und Gabelungen zu Gabelungen.

Als Handlungsanweisung ausgedriickt bedeutet dies folgendes. Um zu einer &qui-
valenten Struktur zu gelangen, diirfen beliebige Kanten in ihrer Orientierung umgekehrt
werden, sofern sichergestellt ist, dass an jeder Box und jeder Gabelung genauso viele
eingehende wie ausgehende Kanten umgekehrt werden. Die neuen Black- und White-Box-

Funktionen sind dann durch den Satz iiber implizite Funktionen gegeben.

Aquivalente Strukturen miissen nicht die gleichen Input- und Output-Gréfen besit-
zen. Definition 6.2 impliziert allerdings, dass die Gesamtzahlen (d.h. die Gesamtdimen-
sionen) der Input- und Output-Gréfien iibereinstimmen.

Die Abbildung 6.5 zeigt ein Beispiel. Durch Umkehrung der markierten Kanten der
Hybridstruktur mit iiberlappender Riickfithrung in Abb. 6.5a) entsteht eine reine vorwérts
verzweigte Struktur ohne Riickfiihrung in Abb. 6.5b). Die Identifikation beider Strukturen

ist also durch die in den vorangegangenen Kapiteln entwickelte Theorie zugénglich.

Definition 6.3 Wir nennen eine Hybridstruktur mit Riickfihrung (d.h. mit einem ge-
richteten Zyklus) dquivalent auflosbar, wenn sie eine dquivalente rickfihrungsfreie Hy-
bridstruktur besitzt.

Proposition 6.4 Aquivalente Hybridstrukturen haben fir generische Black- und White-
Bozxes die gleichen Identifizierbarkeitseigenschaften. Insbesondere stellen sie die gleiche
Dimensionsanforderung an die Datenbasis, um eine Identifikation zu gewdhrleisten.

Die Resultate fiir vorwérts verzweigte Strukturen sind somit auf dquivalent auflésba-
re Strukturen mit Riickfithrung ausgedehnt. In Kapitel 8 wird noch ein weiteres Beispiel
ausfithrlich diskutiert. Dabei ist insbesondere zu bemerken, dass durch den Ubergang zu
dquivalenten Strukturen auf natiirliche Weise Strukturen mit Zwischenmessungen auftre-

ten konnen.

Es existieren allerdings auch nicht dquivalent auflosbare Strukturen. Abbildung 6.6
zeigt ein Beispiel einer nicht auflésbaren Hybridstruktur.
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Abbildung 6.5: a) Hybridstruktur mit iiberlappender Riickfiihrung und b) #dquivalente

vorwérts verzweigte Struktur ohne Riickfiihrung. Beide Strukturen gehen durch Umkeh-

rung der jeweils markierten Kanten auseinander hervor.
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Abbildung 6.6: Struktur mit nicht dquivalent auflosbarer Riickfithrung: Um den Zyklus
in Struktur a) aufzuldsen, muss der Ausgang mindestens einer der beteiligten Boxen u
und v umgekehrt werden, mindestens eine Kante muss unveréndert bleiben. Aufgrund der
Bedingung (ii) in Definition 6.2 zieht das — bis auf Symmetrien (z1 < zg, y1 < Yo, T < y)
— genau eine der dquivalenten Strukturen b) oder c) nach sich, die beide einen neuen
Zyklus enthalten. Die umgekehrten Kanten sind jeweils markiert, wobei in Struktur a) die
Umkehrung der gepunkteten Kanten auf Struktur b) und die Umkehrung der gestrichelten
Kanten auf Struktur c) fihrt. (Alle Kanten stellen skalare Grofen dar.)
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6.3 Modellreduktionen

Die dquivalenten Transformationen des vorigen Abschnitts sind nicht die einzigen struk-
turellen Ersetzungen, die eine Identifikation von Hybridmodellen ermoglichen kénnen. Die
Kapselung @ der direkten Riickfithrung w aus Abbildung 6.2 ersetzt zum Beispiel ganz
direkt die White-Box oder Black-Box u:

S S =

)

Der etwas komplexere Fall einer teilweisen Riickfithrung, aus Abbildung 6.4, liefert
die zwei-stufige Substitution:

= B

-

Die entsprechende Substitution in Abbildung 6.1 fiihrt auf die Vereinfachung:

|

—®

@.apv
=

&

Das einfachste Black-White-Black-SHM, dessen allgemeine Form im Zentrum der
Untersuchungen von Kapitel 4 und [FS03] steht, ergibt sich beispielsweise aus einer drei-
fachen Kapselung:
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Entsprechend lassen sich mehrfache, nicht-iiberlappende Riickfithrungen in allgemei-

nen Graphen behandeln.

Auch bei mehrfach iiberlappenden Riickfithrungen gelingt in manchen Fillen eine
Reduktion auf ein SHM ohne Riickfithrung. Eine exemplarische Struktur ist gegeben durch
durch

h = w(u,v),
= u(zx,v), (6.11)
v o= v(y,u)

mit x € R%, y € R%, u € R%, v € R%, h € R%. Diese Struktur ist durch Aquiva-
lente Transformationen nicht auflosbar, sieche Abb. 6.6. Dabei nehmen wir an, dass v, w
White-Boxes und u eine Black-Box darstellen. Weiter sei d,, + d, > dj,, da andernfalls die
Black-Box bereits durch die Inverse von v bestimmt ist. AuBlerdem koénnen wir d, > d,

annehmen, da wir sonst das gesamte Modell besser durch eine einzige Black-Box ersetzen.

Zu beachten ist auflerdem, dass im Fall zweier Black-Boxes u, v strukturbedingte

Kalibrierungen existieren. Konkret werden kalibrierte Black-Boxes

<
o
B
(3]

(6.12)

(o3
<
<
N

durch Diffeomorphismen p : R%+% — R%*+% mit w = w o p, vermdge der (voneinander
unabhéngig zu l6senden) Fixpunktgleichungen

=g

[S41

(P Y1 (v (z,p2 (0, 0)), po(T,0)),
= (p 2 (p1 (@,0), v(y,p1(i,7))) (6.13)

definiert. Die Fixpunktgleichungen (6.13) besitzen die durch das SHM definierten Losun-
gen fiir p = id, so dass fiir generische Systeme Losungen von (6.13) zumindest fiir beliebige
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Kalibrierungen p nahe der Identitét durch den Satz iiber implizite Funktionen gesichert
sind.

Betrachten wir deshalb das dargestellte Hybridmodell (6.11) mit verkreuzten Riick-
fithrungen und nur einer Black-Box u sowie zwei White-Boxes v, w. Im Fall dim(v) =
d, = dy, = dim(h) kénnen wir unter Generizitdtsannahmen die White-Box w zumindest

lokal invertieren
v =w"(u,h) (6.14)

und erhalten somit eine Fixpunktgleichung fiir die Black-Box u,
u=u(x,w’(u,h)). (6.15)
Wir bezeichnen die Losung der Fixpunktgleichung mit a(z, h). Dariiber hinaus zerlegen

wir den Vektor y in zwei Komponenten y, € R%»~% und y, € R%, wobei wir die Rdume
so wahlen, dass die White-Box v invertierbar wird

U = V" (Ya, u, v). (6.16)

Dies ermoglicht es, ein neues Hybridmodell ohne Riickfithrungen

Y = v (ya7 u, U)?
= w"(u,h), (6.17)
u = u(zh)

mit teilweise vertauschten Inputs und Outputs zu konstruieren.

o

~> -{2)

D

Dieses System gestatten nun wieder die Anwendung von Satz 3.1 im Sinne von
Kapitel 5. Eine Identifizierung der Black-Box u im SHM (6.17) ist dabei dquivalent zu
einer Identifizierung der Black-Box u im Ausgangssystem (6.11).
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Abbildung 7.1: Beispiel einer mehrfach iiberlappenden, verzweigten Riickfiihrung.
7 Fallbeispiel 1: Verzweigter Feedback

Um Groflenordnungen verwickelter als in Abschnitt 6.1 liegen die Verhéltnisse bei mehr-
fach iiberlappenden Riickfithrungen, die also gegebenenfalls vektoriell {iber mehrere Pro-
zess-Stufen hinweg verkoppeln. Als Paradigma dient dabei in diesem Kapitel das von
Kollegen Marquardt auf dem Arbeitstreffen vom 21. Oktober 2003 vorgeschlagene SHM,
siche Abbildung 7.1. Sdmtliche dargestellten Grofien sind vektoriell.

In Gleichungsform lautet das SHM

h = ¢lr,y) e R"
= ¢Y(z,y) eR™T" (7.1)
y = w(h,z) e R™

mit Input x € RY, zuriickgefithrten Komponenten y € R™ und globalem Output h =
h(z) € R™ Dabei sind ¢, ¥» White-Boxes; w ist eine Black-Box. Obwohl diese Ein-
schriankung nicht prinzipiell erforderlich ist, betrachten wir im folgenden zur Vereinfa-
chung den von Kollegen Marquardt vorgeschlagenen Spezialfall

ze R™, (7.2)

also dimy = dim h + dim z und insbesondere m > n. Aulerdem betrachten wir nur den
Fall dimy < dim z, also
m < N. (7.3)

Sonst koénnten wir die Zuordnung z — h(z) besser durch eine einzige Black-Box u der
Input-Dimension dimz = N < m = dimy = dim h 4 dim z beschreiben, als durch eine
Black-Box w der Input-Dimension dim i + dim z = m in der Riickfiithrung.

Auch diese Hybridstruktur gehort nicht zu den dquivalent auflosbaren Strukturen
aus Abschnitt 6.2.

Ziel ist die eindeutige Identifikation der globalen Input-Output-Relation h = h(z)
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aus einer Datenbasis D fiir die Input-Werte = der reduzierten Dimension
dimD =dimh + dimz =m < N. (7.4)
Da m die Input-Dimension der einzigen Black-Box w ist, folgt dieses Ziel wiederum dem
Prinzip von Schuppert [Sch00].
Unter den Dimensionsvoraussetzungen (7.2) und (7.3) zerlegen wir den Input-Vektor
x geeignet in Komponenten

r=(£0,0) e RV x R™™" x R". (7.5)

Insbesondere sind alle Dimensionen positiv. Es geniigt, die Zerlegung lokal zu wéhlen,
so dass die weiter unten formulierten Auflosbarkeits-Bedingungen im Sinne des Satzes
tiber implizite Funktionen erfiillt sind; siehe (7.7), (7.8), (7.10), (7.15)—(7.17), (7.19). Wir
werden im folgenden stets die Existenz und globale Konsistenz solcher Auflésungen vor-

aussetzen.

Zunéchst 16sen wir das Teilsystem

h=¢(r,y)

lokal nach y auf. Das gelingt nach unserer (stillschweigenden) Auflosbarkeits-Bedingung
und weil nach Voraussetzung (7.2) gilt: dimy = m = n + (m —n) = dim h + dim z. Die
dquivalente Auflésung bezeichnen wir mit

y=Y(x,z,h). (7.7)

Da ¢, ¢ als White-Boxes vorausgesetzt sind, ist auch Y als White-Box bekannt. Wir
wéhlen jetzt die Koordinaten z = (£,7,() der lokalen Zerlegung (7.5) des Inputs z so,
dass die Komponente ¢ € R" genau den Werten h = h(x) entspricht, also

¢ = h(x) = h(&n, (). (7.8)

Damit ergeben die Auflosung (7.7) und die verbliebene dritte Gleichung des Marquardt-
Modells (7.1) die Bestimmungs-Gleichung

w(g’ Z) = y = Y(f? 777 €’27C)' (7'9)

Wir wollen diese Gleichung nach
z=Z(&n,¢) (7.10)

auflosen. Dann liefert Einsetzung von (7.2),(7.10) in die erste Gleichung h = ¢(x,y) von
(7.1) die komplette kalibrierungsfreie Identifikation des Marquardt-Modells vermoge

h(z) = h(&,n,¢) = @&, n, ¢ w(C, Z(§,n,¢))) (7.11)
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durch bekannte Funktionen ¢, Y, Z.

Leider bezeichnet aber die Funktion w, die zur Auflésung von (7.9) benétigt wird,
eine Black-Box. Sie ist also gar nicht bekannt! Um diese entscheidende Schwierigkeit zu

iiberwinden, zerlegen wir die Gleichung
w=Y(n,(zC)eR™ (7.12)
im Sinne einer Lyapunov-Schmidt-Reduktion [Van82|. Konkret zerlegen wir zugleich

Y = (UV)eR"xR"™"

7.13
w = (U,U)GR”XRmin ( )

(lokal) so in Komponenten, dass die v-Komponente
v=V(,n,( 2 () e R™" (7.14)

von (7.12) mit der x-Zerlegung x = (£,7,() aus (7.5) nach n € R™ ™ aufgelost werden
kann. Wir schreiben fiir die Auflésung

n=H( ¢ zv). (7.15)

Wie Y selbst sind hier auch U, V, H von den White-Boxes ¢, 1 her bekannte Funktionen.

Einsetzen in die verbleibende u-Komponente von (7.12) liefert dann

w=F(£,¢ z,0) = UE,H(,C,2,0),(,2,0). (7.16)

Um w = (u,v) aus (7.16) zu bestimmen — und damit letztlich die gesuchte Black-Box-
Funktion w = w((, z) aus (7.9) — bedenken wir, dass die Werte von (u, v) in der Bestim-
mungsgleichung

u=F(,( zv) (7.17)

zwar von ¢ und z abhéngen diirfen, aber nicht von &. Wir konnen etwa k verschiedene
Werte ¢ einsetzen, bis die Anzahl kn der unabhéngigen Komponenten der Bestimmungs-
gleichungen (7.17) fiir immer dasselbe w = (u,v) € R™ grof§ genug ist, um Eindeutigkeit
herzustellen. Generizititsargumente wie in den Kapiteln 3, 4.4 sind hier moglich und

liefern die Bedingung

2
k>0 (7.18)

n
Alternativ lassen sich (hohere) partielle Ableitungen von (7.17) in Richtung £ heranziehen,
um u sofort zu eliminieren und gleichzeitig v zu bestimmen. Durch Einsetzen in die rechte
Seite von (7.17) ergibt sich dann wu.

Nachdem der konkrete Wert von (u,v) = w = w((,2) € R™ aus (7.16) und (7.17)
so bestimmt ist, ldsst sich z € R™™™ durch (lokale) Auflsung der Gleichung

v=V(,n,( 2 ) eR™" (7.19)
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Abbildung 8.1: Hybridstruktur (8.1) mit Riickfithrung iiber zwei Boxen.

nach z bestimmen, wie in (7.10) gefordert. Durch (7.11) ist damit die eindeutige, kalibrie-
rungsfreie Identifikation des Marquardt-Modells aus Abbildung 7.1 gewéhrleistet. In der
Tat schopft also eine nicht-ausgeartete Datenbasis D der Dimension m den erforderlichen
Input-Raum (h, z) der einzigen Black-Box w im Modell nach Voraussetzungen (7.2), (7.4)
voll aus.

8 Fallbeispiel 2: Allgemeine Riickfiihrung iiber zwei

Boxen

In diesem Kapitel untersuchen wir die in Abb. 8.1 dargestellte Hybridstruktur

w = u(a),
v = v(y,h), (8.1)
h =9 = o) = pu),v(y,h)).

Dabei sind alle GroSen vektoriell, x € R%, y € R%, u € R*, v € R%, h € R%. Die
in den Abbildungen wiedergegebenen Kanten stellen daher Mehrfachkanten des Graphen
entsprechen Definition 6.1 dar. Wir gehen von folgenden plausiblen Dimensionsannahmen

aus:

(i) dy > d, und d, + dj, > d,, d.h. die Black-Boxes vergréfiern nicht die Dimension der
Daten und sind daher fiir generische Modelle surjektiv.

(ii) d, > dp, (andernfalls kann die gesamte Struktur durch eine einzige Black-Box h =
w(z,y) ersetzt werden, deren Urbild-Dimension nicht grofler als die der Black-Box
v ist).

Es folgt eine Untersuchung der Identifizierbarkeit generischer Strukturen der Form (8.1) in
Form einer Fallunterscheidung nach den noch moglichen Dimensionsrelationen. Die Félle
1, 2 und 3 gehoren jeweils zu den Fillen dj, > d,,, d, = d, und d;, < d,,. Sie werden je nach
Bedarf durch weitere Ungleichungen unterteilt, um ein vollstdndiges Bild zu erhalten.
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@ ha,v
(o)
@

Abbildung 8.2: Zu (8.1) aquivalente Hybridstruktur im Fall 1.1: dj, > d, und d, < d,,.

Fall 1.1: d, > d, und d,, < d,,

Unter diesen Dimensionsvoraussetungen zerlegen wir die Vektoren

h = (ha, ), he € R% % h € R¥,
Yy = (yaayb)a Yo € Rdv, Y € Rdy_d”.

Dies schlieit auch den Fall d, = d,, ein, d.h. y, = y, y» = 0. Entsprechend der Zerlegung
des h-Vektors wird auch die White-Box dargestellt:

© = (PasPs), hae = @a(u,v),  hy = @plu,v).

Mit dieser Zerlegung erhalten wir die zu (8.1) dquivalente Struktur

u = u(z),
= QOZ(U, hb) = Sov<u7 hb))
. N (8.2)
ha = Spa(uv U) = Spa(uv Pp (’LL, hb)) = @ a(“? hb)7
Ya = vYe (yb7 ha U)a

oder zusammengefasst

(Pava) (2, o) = (" (u(@), h), 0" (o, " (ul), hn), B, 0" (u(), h) ) )

die in Abb. 8.2 dargestellt ist. Dabei wurde in System (8.1) zunédchst hy, = @p(u,v)
durch v = ¢} (u, hy) nach v aufgelost und in h, = @, (u,v) eingesetzt. AnschlieBend ha-
ben wir v = v(Ya, Yp, h) durch y, = v¥*(y, h,v) nach y, aufgelost. Wir erhalten so eine

riickfiihrungsfreie vorwérts verzweigte Struktur.

Von besonderer Bedeutung ist die Zwischenmessung h,,. Sie ermoglicht die direkte
Identifikation der Black-Box u in der Substruktur h, = ¢ (u(z), hy). Mit identifizierter

Black-Box-Funktion u ist dann auch die zweite Black-Box v identifizierbar.

Im Falle d, < dj ist jedoch der durch irgendeine Datenbasis prinzipiell erreichbare
Urbildbereich von v auf eine (d, + d,)-dimensionale Untermenge eingeschrankt. Davon
abgesehen ist eine vollstindige und eindeutige Identifikation méglich, und die benotig-
te Dimension der Datenbasis ist durch die maximale Input-Dimension der Black-Boxes

bestimmt.
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Abbildung 8.3: Zu (8.1) dquivalente Hybridstruktur im Fall 1.2: d;, > d, > d,,.

Fall 1.2: d, > d,, und d,, > d,

Wir zerlegen diesmal

h = (hg, hy, he), h, € R¥dv, hy € R, h, € R¥%
= ((1007901)7900)7 ha = gOa(U,’U), hb = (;Ob<U7U)7 h'c = QOC(U,U).

und erhalten erneut eine zu (8.1) dquivalente Struktur:

- U((L’),
v o= gpz,c(ua hba hc) = Spv(u7 hb7 hc)7

ha = goa(u, 'U) = Qpa(ua QOZ’C(U, hb> hc)) = Spha (U, hba hc)> (83)
Yy = Uy(haahbav)7
hc = Uhc (hay hba U),

oder zusammengefasst

(hary, he) (2, ho he) = (9" (@), ho, ), 07" (9P (@), ho, ), o, @7 (u(@), oy he)) )

sieche Abb. 8.3. Analog zu Fall 1.1 haben wir hier (hy, he) = (b, ¢c)(u,v) = @pe(u,v)
zunichst durch v = ¢ (u, by, he) nach v aufgelost und in h, = ¢, (u, v) eingesetzt. Danach
wurde v = v(y, hq, ho, he) durch (y, he) = v¥"%(hg, by, v) = (v¥,0")(hq, hy, v) gleichzeitig
nach y und h, aufgelost. Diesmal konnten wir die Riickfithrung nicht komplett beseitigen.
Es bleibt die (d, — d,)-dimensionale Riickfithrung h. erhalten.

Trotzdem gelingt die Identifikation wie im vorangegangenen Fall 1.1. Die Zwischen-
messung h,, identifiziert die Black-Box u. Danach ist auch die zweite Black-Box v zugéng-
lich, ebenfalls mit der gleichen Einschrankung wie im Fall 1.1.

Fall 2.1: d;, = d, und d;, > d,,

In diesem Fall existiert die folgende nichttriviale Kalibrierung: Seien u* : R% — R% und
v* : R% x R%* — R% irgendwelche feste Black-Box-Funktionen, die der Input-Output-
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Relation h* : R% x R% — R des Hybridmodells (8.1) geniigen, d.h.
B(ey) = o), o' (5 b (5,y))  fiir alle z, . (8.4)
Sei ferner p : R% — R% ein beliebiger Diffeomorphismus. Dann ist durch

u(r) = (pou)(r)
v(y,h) = ¢"(p(p" (v*(y,h),h)),h)

eine weitere Losung von (8.4) gegeben. Dabei existieren die Auflésungen ¢, ¢ von ¢ nach

(8.5)

u bzw. v fiir generische White-Boxes ¢. Im Fall d;, > d,, muss h dazu allerdings auf den
Bildbereich h*(R%, ) eingeschriinkt werden, v ist auflerhalb dieses Bereiches unbestimmt
(und beliebig).

Falls d, = d,, bleibt also die Black-Box u sogar komplett unbestimmt. Wird hingegen
u beliebig fixiert, kann v identifiziert werden.

Fall 2.2.1: dj, = d, und dy, < d,, und d,, < d,

Wir 16sen wieder wie im Fall 1.1 auf, diesmal allerdings ohne Zwischenmessung. Vielmehr
erhalten wir mit der Zerlegung

y = W)  Ya € R gy, € RY
die zu (8.1) dquivalente, riickfiihrungsfreie, vorwérts verzweigte Struktur

= u(z),
v o= Sov(uvh) = va(u(x%h)? (86)
Yo = V¥ (yp,h,v) = 0¥ (yp, b, " (u(x), b)),

die in Abb. 8.4 dargestellt ist. Dabei ist auch wieder der Fall d, = d,, also y, =y, y» =0
eingeschlossen. Somit sind Satz 3.1 und Kapitel 5 anwendbar, wobei die Rang-Bedingung
(5.10) gerade dquivalent zur in diesem Fall vorausgesetzten Dimensionsrelation d;, < d,
ist.

In der Tat gehen wir dazu analog Abschnitt 5.3 vor. Zunéchst wihlen wir aber 1y,
beliebig und halten es fest. Als Inputmenge wihlen wir (z,h) € M = M, x M, mit
|IMg| = pe und |[My,| = py,. Insgesamt sind das also p = |[M| = p,p, Eingabewerte. Als
Dimensionen der Jet-Radume bis zur N-ten Ordnung auf den endlichen Inputmengen, siehe
(5.23), ergeben sich unter Beachtung von dj, = d,:

Tl = pady (V3%
Tl = papndn (N4, (8.7)
Tl = ppndn (V57").
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Abbildung 8.4: Zu (8.1) dquivalente Hybridstruktur im Fall 2.2.1: d,, > d), = d, < d,,.

Wir wissen schon aus Fall 2.1, dass d,, > d, fiir die angestrebte Eindeutigkeit notwendig
ist. AuBerdem war es in diesem Fall vorausgesetzt. Daher konnen wir N grofl genug wéhlen,

so dass N od N p
1 + dy + dp, + 2dj,
2< dy, + dy ) ~ ( 2, ) (8.8)
Danach wéhlen wir p;, grofi genug, so dass
1 N +d, +dp, N +d,
—ppd d, 8.9
2““( d, + dy ) ~ ( d, ) (8.9

erfiillt ist. Zusammen implizieren die Bedingungen (8.8), (8.9) gerade die Rang-Bedingung
aus Satz 3.1:
r > J’] > Jul+ JvY*] > maxr,, (8.10)

Y,u,v
fiir beliebige endliche Input-Mengen M., der Black-Box u. Somit ist die Black-Box u lokal
eindeutig bestimmt fiir jede Wahl von g, entlang der Datenbasis. Als benétigte Dimension
ergibt sich wieder die Input-Dimension d, der Black-Box u. Nach Bestimmung von u kann

dann natiirlich auch v per
v(y, h) = ¢ (u(z), h)
identifiziert werden. Die benétigte Datendimension ist d, + d,.

Im hier betrachteten Fall ist die Hybridstruktur (8.6) und somit auch (8.1) also fiir
generische White-Box ¢ eindeutig identifizierbar. Wieder wird als Dimension der Daten-
basis die maximale Dimension der zu identifizierenden Black-Boxes benotigt.

Fall 2.2.2: d;, = d,, und dy, < d,, und d,, > d,

In diesem Fall ist die Dimension des Inputs y nicht ausreichend, um wie im vorigen Fall
eine dquivalente riickfiihrungsfreie Struktur zu konstruieren. Eine rigorose Behandlung ist
bisher nicht gelungen. Es liegt jedoch die Vermutung nahe, dass eine Abschatzung dhnlich
dem vorigen Fall moglich bleibt und somit ebenfalls Eindeutigkeit der Identifizierung

generisch gegeben ist.
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Fall 3.1: dh < dv und dh Z du

In diesem Fall existiert dieselbe Kalibrierung wie im Fall 2.1. Zusétzlich ist die Auflosung
von ¢ nach v in (8.5) mehrdeutig, so dass fiir gewihltes u eine (d, — d,)-dimensionale

Familie von Auflésungen v existiert.

Fall 3.2: d;, < d, und d;, < d,,

Auch dieser Fall hat sich bisher einer Klarung entzogen. Wieder ist keine dquivalente
Auflésung moglich.
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